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Preliminari

Utilita dei polinomi di Chebyshev
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Definizione polinomi di Chebyshev e problema di minimax

» Siano 0 < a < b due numeri reali. Consideriamo l'insieme dei polinomi di grado k che
valgono 1 nell’origine:

i ={p € R[x] | degp =k, p(0) =1}
Ci proponiamo di trovare il polinomio che minimizza la norma uniforme sull’intervallo [a, b]:
min ( max ka(x)l).

pkeT[ll( x€[a,b]
Si tratta di un classico problema di Chebyshev.

| polinomi di Chebyshev di prima specie T}, sono definiti per x € [—1,1] dalla relazione
T;, (x) = cos(k arccos x), k=012,..

Essi soddisfano la ricorrenza
To(x) =1, T;(x) = x, ..., Ti11(x) = 2x T}, (x) — Tj_1(x), k=23..

e possono essere estesi a tutto R mediante la stessa ricorrenza. Una proprieta fondamentale € che su
[—1,1] siha | T, (x) | < 1, con uguaglianza nei punti x = cos(rm/k), r =0, ..., k. [3][4][11]
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Polinomio ottimale

» Trasformiamo l'intervallo [a, b] in [—1,1] mediante I'affinita

:b+a—2x - x:a+b_b—a
b—a 2 2
Definiamo
T}((b-l;ga_—aZx)
() = ——p———=.  [3]4]
A=

Poiché T;, & pari/dispari a seconda della parita di k, il denominatore € maggiore di 1

(in quantog > 1 per 0 < a < b). Inoltre px(0) = 1. Dunque Py € ;.
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» Teorema di Chebysheuv. Il polinomio p;, risolve il problema di minimax:
xléla%]h?k(xﬂ min ( rn[a’)é]lpk(x)l).

la, prETL \XE[a

» Dimostrazione. Poniamo M = rél[a%]lﬁk(x)l . Dalla definizione e dalla proprieta | T, (¢) I< 1 per
xXeE|a,

&€ [—1,1] siha

v — 1
T (b + a)
kK\b —a
Scegliamo i punti x( ) conr = 1, ...,k — 1 (corrispondenti ai punti stazionari di T}, nell’intervallo (—1,1):
b+a—2x,€) T ) _ +b+a—b T
P —cosk Xy =515 > cosk.
A guesti aggiungiamo gli estremi x( )=qe x,g )= p (dove la trasformazione da § = +1).

In tali k + 1 punti, p, assume alternativamente i valori =M. Supponiamo per assurdo che esista un
polinomio t;, € s con |l ty lle= max_|t,(x)]| < M.
x€|a,b]
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Allora la differenza d(x) = Py (x)

— t;.(x) € un polinomio di grado al pit k e Polinomio y(x)

verifica 0.05
d(0) = p(0) —t,(0)=1-1=0.

EJ'[-I}
|

0.04 ———T{b+a]

Nei punti x,gk) (r=20,..,k) il segno | F—a

di d coincide con quello di 7, ,perchéil | | Z\_““ﬂ _______ /\ _“—_“/\———‘@ o

contributo di t;, € in modulo minore di M. %% % Punt sazionar
Quindi d cambia segno in ciascun

(k) (k) _ 0f
intervallo ( Xryp)conr =0,..,k
— 1, e di conseguenza si annulla in almeno -

un punto all’'interno di ciascuno di essi. y \/ \/ \/ U
Inoltre d(0) = 0 fornisce un’ulteriore =~ F-—————F-——-t oM

-0.04 -

7l ot
— M "m,lu,lb{

radice. In totale d avrebbe almeno k

+ 1 zeri reali distinti [3][4], il che e
impossibile per un polinomio non nullo di
grado < k. Dunque t; non puo esistere 05 0 05 1 15 2 25 3 35
e Py € ottimale. =

-0.06
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Minimizzazione di f con il metodo del gradiente coniugato

Affinare lo studio della convergenza del metodo con i polinomi di Chebyshev



TOR VERGATA

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

Definizione di f e del gradiente coniugato (GC)

» Consideriamo il sistema lineare Ax = b con A € R™" simmetrica e definita positiva. Esiste un’unica
soluzione x* = A~1h. Un modo per calcolare x* & minimizzare la funzione quadratica

1
f(x) = ExTAx — bTx,
Infatti il gradiente Vf(x) = Ax — b = —r(x) (dove r(x) = b — Ax €l residuo) si annullain x* e
VZf(x) = A, che & definita positiva, quindi f & strettamente convessa e il suo minimo & proprio x*.

» Definiamo la norma (norma indotta da A) come
| x | ,=xTAx.

Questa norma e particolarmente adatta al problema perché
1
fx)—f(x") = > lx—x* 1. [11[7]

Pertanto, misurare I'errore in questa norma equivale a valutare di quanto ci si discosta dal valore minimo
della funzione.
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,Bk+1 =

Un metodo per minimizzare f e il metodo del
gradiente coniugato [8]. Esso genera una successione
di vettori x;, a partire da un vettore iniziale xy e una
direzione iniziale dy = 1y = b — Ax, tramite le
formule

T

_ T, Tk

— T
Te+1 = T — W Ady,

W ) Xjg+1 = X + Wi dy,

T
Tk+1Tk+1
T

yAg+1 = Tk+1 + Br+1dk, K=10,1,...
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-0.5

I Superficie
Percorso CG
® lterati

¥ Minimo

X1

A1 -0. X

Una proprieta fondamentale e che x;, minimizza I'errore in norma tra tutti i vettori della
forma x,+q(A)r, con g polinomio di grado k — 1. Equivalentemente, I'errore e;, = x;, — x* soddisfa

ey I,= min, Il p(Aeg Il

dove n,% e I'insieme dei polinomi di grado k con p;(0) = 1. Questa proprieta si dimostra sfruttando le
relazioni di ortogonalita e A-ortogonalita dei residui e delle direzioni, ed € alla base dell’analisi di convergenza.
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Stima della convergenza di GC

» SiaAdpin =4 <A, < -~ < A, = Aax 8li autovalori di A. Poiché A e simmetrica, esiste una base
n .
ortonormale di R" formata dagli autovettori g; di A. Scomponendo e in tale base (ey= Z e(gl)qi) , S
i=1
ottiene

n
I pr(Aeg 5= zﬂi P12 (e % <l eg 113 max | p (1) 2< || e 113 max | py (1) E
i=1

con d(A) € E. Pertanto scegliendo E = [Anin, Amax]

|l ex ll4 .
< min_ (max | i, (1) I)-
Il €o "A Pr€TE \ A€[AminAmax]

Il problema di minimax appena scritto € come quello precedente, con a = A,jn € b = Apax - Utilizzando la
trasformazione affine
£ = Amax + Ain — 24

Amax _ Amin

14/04/2026 10



TOR VERGATA

UNIVERSITA DEGLI STUDI DI ROMA

che mappa l'intervallo [Ain’ Amax] in [—1,1] , e ricordando I'espressione del polinomio ottimale

(teorema di Chebyshev), si ha

min (max | pi, (1) |

2€[Amin'Amax]

Amax

dove u =

min

Infine, dall'identita Ty, (£=) = [(@

u—1 Ju—1

)~

1

u+1

Amax + Amin) B ( ) .
Tk ( T Amin Tk u— 1

Amax

k
V-1 1
+ (\/ﬁ+1) ] segue che —Tk(ﬂﬂ

l eg lla

| e I
klla _

=

JE—1
JE+1

> 1 e il numero di condizionamento di A in norma 2.
) k
In definitiva, otteniamo la stima di convergenza classica

;

pu—1

[11[7](8]

=2

JE-1
JVE+1

Da cui si deduce che se u e piccolo GC e rapido e se u e grande GC puo essere lento.

)
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Interpolazione polinomiale e costanti di Lebesgue

Controllo della costante di Lebesgue utilizzando come nodi gli zeri dei polinomi di Chebyshev
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Stima dell’errore di interpolazione con i nodi di Chebyshev

» Sia f € C"(|a, b]) esiano x4, ..., x,, nodi distinti in [a, b]. Il polinomio interpolatore p,,_;(x) digrado < n
— 1 che soddisfa p,,_1(x;) = f(x;) peri =1, ...,n & unico. LUerrore di interpolazione & dato da

(n) -
f(n_(ﬁx) 000, 0@ =] [(x-n), [2]3]
=1

dove &, & un punto opportuno nell’intervallo che contiene i nodi x; e x € [a, b]. Se f™ & continua su [a, b]
poOssiamo maggiorare:

f(x) = pp-1(x) =

il oo
max | f(x) —p,_1(x) | < ad al max | w,(x) | < ' max | f™(x) | .
x€[a,b] n. x€[a,b] n. x€[a,b]

La quantita max | w,(x) | ye[ap) dipende solo dai nodi quindi per ridurre I'errore di interpolazione (almeno
per funzioni con derivata n-esima limitata), conviene scegliere i nodi in modo da minimizzare questa
guantita.

E’ comunque evidente che i polinomi p,,_; per n — o convergono uniformemente a f € [a, b] se esistono
costanti positive M e c¢ per cui |f(") (x)| < Mc™in[a,b].
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Il problema

Lomin o (ma 6= x) - (= x))

e noto e la soluzione e data dai nodi di Chebyshev opportunamente traslati. Per I'intervallo
standard [—1,1], i nodi di Chebyshev sono gli zeri del polinomio di Chebyshev di grado n:

<2r— 1 )
X, = COS |, r=1,..,n.

2n

Il polinomio monico di grado n che ha questi zeri e

wn(x) — 211—1 Tn(x);
dove T, € il polinomio di Chebyshev di grado n. Poiché | T,;(x) |I< 1 per x € [—1,1] si ha
1
max | w,(x) | = —. [2][3]
xe[~1,1] 2n-1

Otteniamo la stima

1
max | f(x) —p,_1(x) | < max | f™(x) |.
fxe[—mﬁn ! 2n~1n! xe{—1,1]



Se i nodi sono scelti come la traslazione affine dei nodi di Chebyshev da [—1,1]
a+b b-—a (Zr -1 )
X, = — coSs T,

2 2 2n
allora
(b—a)" 2x—a—>b
wn(x) — 2211—1 Tn b —a )
e quindi
(b—a)"
max | w,(x) | =
xe[a,Tl;]( ) 22n-1
La stima dell’errore diventa
(b—a)"

(n)
xgl[a)lg] |f(X) pn 1(X)| — 22n_1n! Iél[a)}g |f (X) |

a[a, b], cioe
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Conseguenza: se ||f(")||oo < Mc"vn allora ||f — p,—1llcc = 0 pern — o i.e. la successione dei polinomi

interpolatori converge uniformemente in [a, b] alla funzione f. In realta, con i nodi di Chebyshev si ha che
If — pn_1llc = O sotto l'ipotesi su f, molto meno restrittiva, f € C1([a, b]) [2]. Ad esempio, la funzione f
di Runge, per cui confronteremo graficamente, al variare di n, i p,,_1 per nodi equidistanti coni p,,_1 per

nodi di Chebyshev, soddisfa questa ipotesi, ma non soddisfa 'ipotesi ||f(")||oo < Mc"
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Interpolazione di Lagrange

» Sial = [—1,1]. Dati n nodi distinti x{, x,, ..., x,, in I e una funzione f € C(I), il polinomio interpolatore di
Lagrange L,,_, di f digrado<n — 1, ciocéet.c. L,_;(x;) = f(x;), i =1, ...,n, & definito da
n

Lns () = Lia (D@ = ) fED 4G, [IE0]
i=1
dove
X — Xj )
[;(x) = ‘ ‘ , i=1,..,n,

Xi — Xj

j=1

JEI!

sono i polinomi fondamentali di Lagrange. Essi soddisfano l'uguaglianza ll-(xj) = 0jj.

14/04/2026 16
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Costante di Lebesgue

Per studiare l'errore di interpolazione in norma uniforme, introduciamo la funzione di Lebesgue
n
I =) 140G |
i=1

e la costante di Lebesgue

A, = max A, (x).
X€l

Il seguente teorema mette in relazione l'errore di interpolazione con 'errore della migliore approssimazione
uniforme polinomiale di f in I.

» Teorema 2.1 (Lebesgue).
SafecCl)ell glle= mé311x|g(x)| Allora
X

En—l(f) <lIi f _ Ln—l o< (1 + An) En—l(f)r
dove E,,_{(f) = préljgn_l I f=Plo=1If—D" s

e I'errore di migliore approssimazione uniforme.

14/04/2026 17
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» Dimostrazione. Sia p* € P,,_; il polinomio di migliore approssimazione uniforme cioe t.c. |l f —p”* llw
= E,_1(f). Poiché l'interpolazione € un operatore lineare che lascia invariati i polinomi di grado <n — 1,
sihap* = L,_{(p"). Allora
f=Lna(f) = —p0") + Lya(p™ = f).

Valutando in un punto x € I e usando la definizione della costante di Lebesgue,
n

| f(x) = L1 (N ) I F() =7 () lleo +z 1) 1 T p™(x) — FO) 1S Eneq (f) + A(x) Ermq (f).
i=1
Prendendo il massimo su x si ottiene la tesi. m [2][5][6]

Per il teorema di Weierstrass & noto che E,,_,(f) - 0 se n — +oo pertanto, per garantire la convergenza
uniforme degli interpolanti, e necessario che A,, cresca lentamente, possibilmente in modo limitato o
logaritmico.
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Nodi equispaziati e nodi di Chebyshev

Fenomeno di Runge: interpolazione su nodi equispaziati

» Consideriamo la scelta piu semplice: nodi equispaziati 2>
su[—1,1], pern = 2m + 1 (dispari):
) 2 —1) . 2"’\ ﬂ
x; ' =—-14+—-, =1,..,n.
J n-—1 J
Si puo dimostrare che la corrispondente costante di =0
Lebesgue A,, cresce esponenzialmente. In particolare,
per m = 2 esistono costanti positive Ky, K, tali che 2 " :
—_— =
Grad05]+
Grado 10
Ky (\/E)m < AZm(E) <K, (\/E e)zm [5][6] Grado 15
0 l
Questo comportamento esponenziale spiega il fenomeno
di Runge: anche per funzioni infinitamente differenziabili, -5 —7?—>———"@— 70—

I'interpolazione su nodi equispaziati puo divergere alle X
estremita dell’intervallo.

14/04/2026 19
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Scegliamo ora i nodi come le radici dei polinomi di Chebyshev (o anche gli estremi). Per semplicita,

consideriamo le radici di T,, (x):

Indichiamo con T questa scelta di nodi, per essi si ha una stima ottimale.

n=10+F
n=20+F

n=30t¢F

14/04/2026

x,gn)

= cos 6,

Nodi equispaziati

_@r—-Dm

-0.5

0.5

)

n=30F

r=1,..,n

[2]13]

Nodi di Chebyshev

-0.5

0.5 1

20



Interpolazione con nodi di Chebyshev

Grado 5
Grado 10
Grado 15

Grado 20 i
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» Teorema 2.2. Perognin = 1,

2
A, (T) < Elogn + 4.

La dimostrazione sfrutta la rappresentazione della funzione
di Lebesgue in termini di cotangenti e la simmetria dei nodi,
come illustrato nei testi di analisi numerica. [4][6]

Pertanto, per i nodi di Chebyshev la costante di Lebesgue
cresce solo logaritmicamente, garantendo la convergenza
uniforme per ogni funzione f € C! (teorema di Bernstein).
Inoltre si puo dimostrare che questa scelta € quasi ottimale:
non esiste una successione di nodi per cui A,, cresca piu
lentamente di logn.

| nodi di Chebyshev minimizzano, tra tutte le possibili scelte
di nodi, la costante di Lebesgue (a meno di una costante
moltiplicativa). | nodi di Chebyshev sono quindi una scelta
ottimale per 'interpolazione polinomiale se si desidera una
buona approssimazione uniforme su tutto 'intervallo.

21
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