
Sia

A = ( a_{i,j} )_{i,j=1}^n

una matrice generica nxn, con gli elementi diagonali a_{i,i} tutti non
nulli, e sia B la sua sottomatrice in basso a destra (n-1)x(n-1).

(i)
Esprimere la matrice di iterazione di Gauss-Seidel associata ad A (che
e' ben definita perche' gli a_{i,i}, i=1,...,n, sono tutti non nulli)
in funzione della matrice di iterazione di Gauss-Seidel associata a B
(che e' anch'essa ben definita, perche' i b_{i,i}, i=1,...,n-1, sono
anch'essi tutti non nulli, essendo uguali agli a_{i+1,i+1},
i=1,...,n-1).

Per chiarezza, puoi chiamare A_{GS} la prima matrice di iterazione e
B_{GS} la seconda matrice di iterazione.
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(ii)
Dimostrare che

rho( A_{GS} ) =

= max{ | \frac{ a_{12}a_{21} }{ a_{11}a_{22} } |, rho( B_{GS} ) },

se facciamo una ipotesi sulle prime due colonne di A, e cioe' che il
vettore colonna

a_{21}
a_{31}
...
a_{n1}

sia uguale ad un multiplo alpha del vettore colonna

a_{22}
a_{32}
...
a_{n2}

(alpha deve essere necessariamente uguale a a_{21}/a_{22}, perche'
a_{22}, per ipotesi, e' diverso da zero).
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Nota:
Se, oltre all'ipotesi in (ii), si fa una analoga ipotesi sulle prime due
colonne di B, e, cosi' via, si fa una analoga ipotesi sulle prime due
colonne di tutte le sottomatrici quadrate in basso a destra di A, si
ottiene una matrice A nxn con una struttura molto particolare, la cui
matrice di iterazione di Gauss-Seidel A_{GS} e' triangolare superiore e
quindi rho( A_{GS} ) e' noto esplicitamente.
Nel caso n=4, tale matrice coincide con la matrice A dell'esercizio che
vi ho assegnato la sera prima del II esonero (l'esercizio che hai
affrontato in modo alternativo, incontrando il concetto di complemento
di Schur).
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