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Correzione I esonero Elementi di Analisi Numerica 2013-2014
: V3 1
1) (i) Posto Z = [[7" 175

dei trapezi e dedurne, tramite il metodo di estrapolazione di Romberg, I’approssimazione di ordine
superiore Z Vi1 (Facoltativo: notare che 7 5, approssima Z molto meglio di Z /5_ 1)
2 4

dx, trovare le approssimazioniZ 5  eZ NSt di 7 fornite dalla formula

(i) Si puo dlre che la successione di approssimazioni Z 5 ,, £k =0,1,2,3,..., € non crescente?
o
Risoluzione
: _ 11 1 _ 3| —
() Ty, =(3-1) [1+<1>2 b+ ol 2} ~—(V3-1) H = 0.274519..
_ V/3-1(3 1 _V3-1 28+3\/
7 _ _1 28+3v3 _ 3 —1 44433 _
T, =71 (T, Iﬁ_l)_g[(\f D288 3(\3-1)] = ¥ s - 0.261788..
T :\/1[28+3xf 1 i 1 ]:\fl[zswf_i_ 8 ]:
oL 4 I8(a+V3) (B2 14 (143312 4 184+V3) 14+3\/_ 224+3V/3

0.26250...
=" T de = [arctan 2)Y® = 7/12 = 0.261799..

Dunque Z vi_1 ha quattro cifre significative in comune con Z, mentre 7 5_,, pur richiendendo
2 4

due valutazioni di f(z) = 1/(1+2?) in pilt (rispetto a quelle sufficienti per ottenere Z 5_, ), ha solo
due cifre significative in comune con Z. ’

(ii) La risposta ¢ si. Per provarlo & sufficiente: notare che i nodi della formula dei trapezi
I( V3—1)/2k SONO nodi della formula dei trapezi I( VE1)/2k+15 notare che le formule dei trapezi
I( V3—1y/2k € I( V3—1)/2k+1 SONO relative allo stesso intervallo [1, \/5], dimostrare che f & convessa
in [1,1/3]. In questa spiegazione & di aiuto un disegno in [1,+/3] di f e delle funzioni “rette a tratti”
gok|[17\/§] e g0k+1|[17\/§} di cui Zo 51y ok € Z(\/3_1o+1 rappresentano gli integrali su [1,V/3].

Segue una prova piu dettagliata.

Considerati i punti x; = :c(k) = 1+z*f L i=0,1,...,2% dell’intervallo [1, /3] e chiamata ¢y (z)
la funzione definita in [1, /3] dall'identita @k($)|[zi,mi+l} = f(:c-):fj;’fl + f(@ip1) 50 (retta per
(z, f(z3)) e (zit1, f(zit1)), i = 0,1,...,2F — 1 (notare che ¢}, > 0 in [1,/3]), il numero I(\/3-1)2+
rappresenta l'integrale di ¢y, in [1,v/3]. Analogamente, I( /3—1)/2k+1 rappresenta lintegrale di ¢g11
in [1,/3].

Per i = 0,1,...,2" — 1 si ha p(2:) = f(2:) = @ry1(w0) e pp(@ir1) = f(wir1) = o1 (i),
perché z; = xz(k) = x(21f+ ) € Tip1 = xii)l (2]2;11)) Inoltre, ¢y, € una retta in [x;, z;11] € Yg+1 € una
(k+1)

retta in [z, (z; + 2i11)/2] e in [(; + 2i41)/2, 2541] (notare che x4, ;" = (v; + xi41)/2). Se fosse

oen @Sy = S < op@E D) = (FEET) 4 p@S /2, i=0,1,,25 =1, ()

avremmo che ¥ri1liz; 2,01 < Pkliziei), @ = 0,1, .2 — 1, e quindi avremmo la disuguaglianza
I(\/§—1)/2k+1 < I(\/g_l)/Qk- La disuguaglianza (*) & ad esempio verificata se f & convessa in [1, \/§]

Poiché f(x) = 1/(1 + 2?) = f'(z) = —22/(1 + 22)? = f"(z) = 2(322 — 1)/(1 + 222 e f" &
positiva in (1/v/3,+00) e quindi in [1,v/3], la nostra f ¢ effettivamente convessa in [1,v/3] e di



conseguenza vale (¥), cio¢ la successione {Z 5_; /2k}k; o € non crescente.

2) Sia fi(z) = Y12 By (2)t"/n!.
(i) Dimostrare che f;(x) soddisfa le due condizioni fjl—x fi(x) =tfi(x fo fi(x
(ii) Dedurne una formula chiusa per fi(x).

Risoluzione
(i) Poiché fo xz)dx =0e Bl () =nBp_1(z),n=1,2,..., si ha

%ft«n) = i 2o Ba(@) 57 = (1 4+ 3,2 Bu(@)yy )
= 2B = Y nBu(2)

~ XI5 Bualo) iy = S5 B0 5 = thie).

o fea)de = Jo( Lt 2y Bola)ys ) do
= 1+355 Bp(x)dx = 1.

n=1 n!
(ii) La condizione %ft(x) = tfy(x) implica fi(z) = c(t)e®®. Quindi, la condizione fol fr(x)dx =1
diventa 1 = fol c(t)edx = c(t) fol e®dx = c(t)1[e"]} = c(t)3(e" — 1), da cui I'espressione per la
funzione c(t), c(t) = t/(e! — 1). Dunque, f;(z) = e!*t/(e! —1).

3) Si vuole approssimare ¢(1 +¢) = 3.7 rl% uniformemente per ¢ € (0, 2].

(i) Usando la formula di Eulero-Maclaurin, trovare una funzione p(g,m,k), e €e R*, m > 1, k >0
(m,k € Z), per cui vale 'identita

+oo 1
Z plte = (e, m, k) + up41(c0),
r=m

dando una maggiorazione per |ug1(c0)| (in funzione di e, m, k).

(ii) Usare la maggiorazione ottenuta nel punto precedente per trovare una costante My, j, tale che
[ug+1(00)] < M, i per ogni € € [1,2].

(iii) Porre m = 2 e, valutando la costante M, j, del punto precedente per k = 0,1,2, ..., determinare
il minimo valore di k per cui

{1+ (e, 2,5)) —c(1+6)] < 2i9 Ve e [1,2].

(Quest’ultimo risultato vale in realta per ogni e € (0, 2], con lo stesso k).

Risoluzione
La formula di Eulero-Maclaurin

S 1) = 3(m) + ) + [ fGeydo+ 3 TED S  w) < D) s
r=m m j=1 :

per f(z) = 1/z'*¢ diventa

n

k
1 11 1 11 By;(0) 1 1 ,
2 77 = w2 T (e e (L) (24 (2 Lkl
=1

r=m

(EMform)



(f sireda = [ fO(2) = (=1)° (L + )2 + ) -+ (s +)a™ HF), 7 0(@) = —(1+¢)(2 +
€)---(2j — 14 &)z~ %), Inoltre, poiché f*+2)(z) > 0 in (0,+00) e quindi non cambia segno
in [m,n| se m > 1, il modulo di ug4q deve essere piu piccolo di due volte il modulo del termine
successivo della somma,

[ Bat12(0)] 1 1
lug41| <2 ok +2) | — —hrars T m2k+2+e’(1 +e)2+¢)---(2k+1+¢). (EMerr)

Per n — +o0, le (EMfor) e (EMerr) diventano

400 k .
Z 1 1 1 ZBQJ-(O)(1+a)(2+a)---(2]—1+5)

= ’ o) = ]’C (0.8}
r=m rlte  2mlte +6m€ +j:1 (25)! m2i+e Fuk1(00) =2 ple,m, k) g4 (00),

|Bak2(0)] (L +€)(2+¢e)- 2k +1+¢)
|uk+1(00)] <2 2k + 2)! m2k+2+e

(ii) In particolare, se € € [1, 2], allora

|Bor+2(0)] (3)(4) -+ (2k +3)  [Bag12(0)[(2k + 3)

e (o0)| < 27507 i = 2kt =t Mon e
e se ¢ € (0,1], allora
|Bo2(0)] (2)(3) -+ 2k +2)  2|Bagsa(0)]
!uk+1(00)‘ < (2k—|—2)! m2k+2 T m2k+2 = N o
(iii) Sappiamo che
—+o0
1 My e€(1,2]
_ — _ < )
1+ ¢(e,2,k) = C(1 +¢)| = |p(e, 2, k) Z;Tue' = { Ny e€(0,1]
r—=
fove Baua(0)|(2 £ 3) Bars(0)]
2k+2 + 2k+2
My, = ks 0 ek T oy

Quindi, per rispondere alla domanda ¢ sufficiente trovare il minimo k per cui My, < 1/ 29, Vedremo
che per lo stesso k si avra anche Naj < 1/29. Si ha

191 1 11 11
Mo = G395 = 21, Noo =53 = 397
Moq = L5l — 11 No; =L 1 — 11
2,1 — 3p 25_%267 2,1 = 30923 — 1524
M. __7L__L L Noo= Ll _ 11 1
22— 1o 7_328<297 2,2 — 225_2126<297

dunque il valore di k richiesto ¢ £ = 2. Ne segue che il numero

Bs;(0 (25—
1+¢(2,2) = 1+ 2.211+5 525 + Z] . (27])') (1+€)(2+252)j+£2j 14¢)
- 14+ 2.211+E + E;E + 322(!0) (21;_:56) + 34(0) (1+5)(2+€)(3+6)
1 1 2 3
BV A =it e




& tale che |1+ ¢(¢,2,2) — ¢(1+¢)] < 1/2%, Ve € (0,2].

4) Siano: A generica n x n (a;; € C),
X nxk (k <n) con colonne linearmente indipendenti tale che AX = X J per una matrice k x k J,
Y n x (n — k) tale che la matrice n x n [X Y] & non singolare. Dimostrare che
(i) Esiste una matrice (n — k) x (n — k) B tale che

X Y] 'AX V] = [é ; ]

(ii) (Facoltativo) Per ogni matrice k x n W tale che det(W# X) # 0 si ha

X Y]—l(A—XJ(WHX)—le) X Y] = [ 8 j; ] .

(iii) Per ogni matrice k x n WH tale che det(W!X) # 0 si ha
-1 Hy\—1yH O
X Y] (A—X(W X)'w A)[XY]:[O B].

e WH (A _X(WHX)twH A) & la matrice nulla k x n.

(iv) Posto
01 0 0 1 1
a 0 1—-a O 1 -1 1 0
A=lo s o 1-s X1 1 |7 [0 —1]
00 1 0 1 -1

si osserva che AX = X J; dunque lo spettro di A & del tipo o(A4) = {1, —1, A3, \y}. Osservare che si
puo usare il risultato in (iii) per
W — [ 1 000 }

0100
e, quindi, introdurre una matrice 2 x 2 i cui autovalori sono A3 e \4.

fi{;soluzione
x| 2]« 2] ) [

1 ] [XJ‘AY]
[ | ¥] e | [x [ ¥]av] = [
(21 =15 5)

-1
dove si & posto [ g = X ‘ Y} AY.

}J‘ X ( YFAY}



[X ‘ Y]_l(A—XJ(WHX)—le)[X ( Y} - é ol IO'“]J(WHX)_l [WHX(WHY}
<[5 3] Ta w3 5] [ gy
:[g E/ , o =x— JWHX)TTWHY,

-1 J  x 1
_ Hx\—-1y17H — _ k Hy\—1 H H
{X‘Y} (A— X(WHX) WA)[X(Y} [OB] [O](WX) [WAX‘WAY]
A | e Hy\—1|ywH H
__OB] [O}(WX) [WXJ‘WAY]
[T o« [ I H oo 1ol [ o« [J WHEX)'wHAY
1O B] [O}[J‘(WX)WAY}_ O B (0] @)
[ O « " H -1y H
=10 B , K =% — (WHX)"IIWHAY.

1 -1

(iv) AX e XJ sono entrambe uguali alla matrice i _11 , dunque AX = XJ. Ne segue, in
1 1

particolare, che 1 e —1 sono autovalori di A, cioe o(A) = {1,—1, A3, \s}.
Applicando il risultato (iii) per W = { (1) (1) 8 8 }, si ha che

M=A-XWIX)"'wHA

ha gli autovalori 0, 0, A3, A4 e le prime due righe di M sono nulle (perché WH( A-X(WHX)"1WHA) =
0O). Dunque una matrice 2 x 2 i cui autovalori sono Az e A4 & la sottomatrice N 2 x 2 in basso a
destra di M. Per trovarla basta scrivere esplicitamente M:

(11 X 10

1 =11 1] [1000 01([1000
M= A=17 4 [1—1] [0100]A_‘4_ 10 {0100}‘4

1 -1 01

1.0 0 0 01 0 0 01 0 0
o4 0100 A— a 0 1-a O a 0 1-a O

1000 0b 0 1-b 01 0 0

(01 00 00 1 0 a 0 1-a 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 1-b
|0 b—10 1-0 ’N_[a 0 }

—-a 0 a O

Quindi A3 e A4 sono le radici del polinomio A? + a(b — 1).



Correzione III esonero di Elementi di Analisi Numerica (Dic. 2013)

(1) Data y funzione sufficientemente regolare in un intorno di x e preso h > 0 abbastanza piccolo,
trovare una differenza finita @(y(m —2h),y(x — h),y(x),y(x + h),y(x + 2h)> tale che

y'(@) = ¢(y(@ = 20), y(@ — h), y(@), y(z + h), y(a +2h)) + O(h*).

Usare tale differenza finita per introdurre un sistema lineare An = b, A nxn, b nx1, la cui soluzione
n ha come componente i-esima una approssimazione 7(x;) di y(z;) essendo y(z) la soluzione del
problema differenziale —y”(z) = ¢q(x), = € (a,b), y(a) = o, y(b) = B, e x; = a+i(b—a)/(n + 1),
1=0,1,...,n,n+ 1.

Risoluzione Sommando le identita

2 3 4 5
Yo 1) = ylw) b/ () + oy (@) = "y () + Sy (@) — sy () + O,

h? h3 ht ho
y(x+h) =y(x) + hy'(z) + 72/"(35) + Fy”’(x) + ﬁy/v(x) + EO?JU(UC) + O(h°)

si ottiene:
h4
y(@ = h) + (e + h) - 2y(2) = Ky (@) + 159" (@) + O(F). (PrimaUguagl)

Sommando le identita

4 5
CV o)~ o) 1 009),

120
(2h)*

v (2h)°
6 v @@+ gy

y(x = 2h) = y(z) — 2hy'(x) +

y(z + 2h) = y(z) + 2hy'(z) +

y'(x) + O(h°)

si ottiene:

16h*
12

y(x — 2h) + y(x + 2h) — 2y(z) = 4h?y" (z) + v’ (x) + O(RO). (SecondaUguagl)

Moltiplicando per 16 la (PrimaUguagl) ottenuta, si ha I'identita

16h*
wwx—h%+mwx+m—3%mﬂ=H%%W@+~§;¢WO+OW%

e sottraendo a quest’ultima la (SecondaUguagl), si ricava
—y(z — 2h) + 16y(z — h) — 30y(x) + 16y(x + h) — y(x + 2h) = 12h%y" (x) + O(h%).

da cul la formula richiesta:

") = —y(z — 2h) + 16y(x — h) — 30y(z) + 16y(x + h) — y(z + 2h)
T 1272

+ O(hY). (dII5punti)



Se y(t) & la soluzione del problema differenziale —y”(z) = q(x), x € (a,b), y(a) = «a, y(b) = S,
allora, considerati i punti x; = a+ih, h=(b—a)/(n+1),1=0,1,...,n,n+ 1, dell'intervallo [a, b],
devono essere verificate le seguenti uguaglianze:

_y”(xi) = q(xi)7 t=1,...,n, y(.%'()) =qQ, y(xn-f—l) = 5

A questo punto occorre approssimare le derivate seconde y”(x;), i = 1,...,n, con opportune dif-
ferenze finite. Il testo dell’esercizio suggerisce di usare la formula (dII5punti) sopra ottenuta. Cid
viene fatto bene in Appendice. Infatti in Appendice si mostra che tramite la (dII5punti) si pud
ottenere un sistema lineare Ay(x) = b +¢, y(x) = [y(1) y(z2) - y(z,)]T, tale che (¢); = O(hO)
per ogni ¢ = 1,...,n. Qui invece, per semplicita, otteniamo un sistema lineare Ay(x) = b + ¢,
y(x) = [y(z1) y(z2) -+ y(x,)]T, meno preciso e precisamente tale che (¢); = O(h%),i=2,...,n—1,
e (e); = O(h%), i =1,n.
Usando la (dII5punti) per x = x;, i = 2,...,n — 1, e la differenza finita

(x = h) = 2y(x) + y(z + h)

y'(z) = Y % + O(h?) (dII3punti)
(dimostrata a lezione) per x = x1 e x = xy, le equazioni —y"(z;) = q(z;), i = 1,...,n diventano
—y(xo) + 2y(x1) — y(w2) = h?q(z1) + O(h?),
y(xi-g) —16y(wi-1) + 30y(z;) — 16y(zit1) + y(wir2) = 12h%q(z;) + O(R°), i=2,...,n—1,
~y(@n-1) + 2y(2n) — y(znt1) = K2q(a,) + O(h?),
(2 -1 0 o0 - -0 7T y) 1T e ] [ 15a(z1) ]
-16 30 -16 1 y(x2) -« q(x2)
1 -16 30 y(xs3) 0 q(3)
o Lo +12h2 +O(h*%)
30 —16 1 y(xnf2) 0 Q(xan)
- 1 =16 30 —16 | | y(wa) -3 4@ 1)
L 0 0 0 -1 2 | ylo) L B L 14(zn) |
Si definiscono le approssimazioni 7(x;) dei valori esatti y(z;), ¢ = 1,. .., n, sostituendo, nell'uguaglianza
vettoriale ottenuta, y(x;), i =1,...,n, con n(x;), i =1,...,n, e togliendo gli errori “O(h*5)”.

(2) Dimostrare che se f & tale che |f(x,y) — f(x,9)] < L|ly — g| per ogni = € [a,b], y, 5 € R
> 0), allora ogni schema di Runge-Kutta
L >0), all i sch di R K

d(x,y;h) = a1 f(x,y) + as f(x 4+ prh,y + p2hf(z,y))

e tale che |p(x,y; h) — ¢(x,y;h)| < N|y — y| per ogni = € [a,b], y,g € R, |h| < hg, dove N dipende
da L, hg e dai parametri dello schema.

Risoluzione



|p(z,y; h) — ¢(, 7; h)| la1 f(z,y) + azf(x + pih,y + p2hf(z,y)) — (a1 f(z,9) + a2 f(z + p1h,§ + p2hf(z,9)) )|

- )
< Na|lf(z,y) = f(z,9)| + |az||f(z + prh,y + p2hf(z,y)) — f(z + p1h, § + p2hf(z, 7))
< |aslLly — 71 + laz|Lly + pahf(z.y) — (7 + p2h (e, )]

< WM%M+MM@—MHMWW%M#W@O

< WW%M+WM@*MHMWMﬁM)

snﬁmwﬂ+mwQ+me}ﬂwﬂN

Nota (Martina): In uno dei passaggi si usa il fatto che z + p1h € [a,b]. Cido puo essere vero (per
ogni h, |h| < hg) solo se = € [c,d] C (a,b). Dunque la tesi dell’esercizio andrebbe perfezionata.

(3) Dimostrare che lo schema di Runge-Kutta

nath) =y 1 3 it 2hy s 2
) = f@y) + fle+shy+ Shf(@y)
e di ordine due ma non di ordine tre. Calcolare con tale schema, ponendo h = 1, una approssimazione
n(0) di y(0) essendo y(t) la soluzione del problema di Cauchy y'(t) = —ty(t)?, y(—1) = 2/3.

Facoltativo: confrontare il risultato con I’approssimazione ottenuta con lo schema di Eulero.

Risoluzione
A lezione si ¢ visto che uno schema di tipo Runge-Kutta

o(x,y; h) = a1 f(x,y) + ax f(x + prh,y + pahf(2,y))

e di ordine due se i parametri a1, as, p1,p2 verificano le seguenti condizioni a1 + ag = 1, asp; = %,
asps = % E evidente che le scelte a; = 1/4, ay = 3/4, p1 = pa = 2/3, che corrispondono allo
schema dato, verificano tali condizioni. Quindi lo schema dato ha ordine almeno due. Vedremo che
dello sviluppo in potenze di h dello schema dato, anche il coefficiente di h? assomiglia, per quanto
possibile, al coefficiente di h? dello sviluppo del rapporto incrementale esatto (y(x + h) — y)/h.

Sia y(t), la soluzione del problema y'(t) = f(t,y(t)), y(z) = y, sufficientemente regolare
nell’intorno di t = z. Allora

T _ 2
PR Y ey 4 2 + ) + o).
Poiché J J
y'(t) = 2y () = Z f(ty(0) = fult.y(0) + [y (6 y(0) £ (2, 4(2),
vt = gy () = Gt y®) + £yt y(@) £ty (D)
= (oot 2usf + S d? + Sl 121)]
(ty(®))
si ha
ylx+h)—y ?

2V = fla) 4 Sae) + Fy ) )] + o [faal9) + 26 ) F )

+fyy(xay)f($uy)2 + fy(xvy)fx(x7y) + fy(xvy)Qf(xuy)] + O(hg)



Inoltre,
f@+pih,y +pahf(z,y) = f(z,y) +pihfe(z,y) +p2hf(z,y)fy(z,y)

+% [p%h2fﬂlw(m7 y) + 2P1P2h2f(xa y)fﬂﬁy(xv y) + p%hZf(x, y)nyy(xv y)} + O(h3)
= f(z,y) +hlp1fo(z,y) +paf(x,y) fy(2, y)]

+h2% [p%fxx(xv y) + 2P1P2f(xa y)fa:y(x, y) —i—p%f(x, y)2fyy(x7 y)} + O(hg)’

FlatShy+3hi(@y) = [9)+ Shfaley) + A1 0)f)
+% [gthmw(xvy) + 2gh2f(x,y)fmy(x,y) + ghzf(xuy)nyy(x7y)] + O(hg)
= o) + R[5 fale) + 5 F ) fy ()

2 [2 foal0) + 5 1 0) g (2:) + o) an,)] + O(R).
Quindi
d(z,y; h) == %f y)+ 3f(x+5h,y + 3hf(2,y))
= 1f(x,y) { ,y) +h[3fa: z,y) + 5 f(z, y)fy(w,y)}
12 (2 fra(, ) + 4@ 9) fay(@,9) + 3F(2,9)* oy (,9)] + O(®) |
= f(z,y) + $hlfalz,y) + f@.9) fy (2, )] + 5 [fm(w, y) +2f (2, y) fuy(,y) + f(2,9)* fyy (2, y)] +O(h%).
Raccogliendo i risultati ottenuti, si ha

x — 2
W — ¢(x,y; h) = %[fy(:c,y)fz(x’y) + fy(x,y)2f(:6,y)] i O(h3)

cioe lo schema di Runge-Kutta ¢(z,y; h) € di ordine due, ma non di ordine tre, essendo in generale

fy(x’y)fx(x’y) + fy(x,y)Qf(x,y) 7é 0.

Scriviamo ora il metodo corrispondente: n(xg) = y(zo) = yo, per i = 0,1,2,...
1 3 2 2
N+ h) = n(@:) + h[ S @in@s) + 3 f (@ + Shon() + Shf in(@)) |, @i = i+ b
Tale metodo, applicato al particolare problema di Cauchy v'(t) = —ty(t)?, y(—1) = 2/3, diventa:
n(—1) =y(-1)=2/3, peri =0,1,2,...
3

s+ ) = (@) + R[5 (o) + =G+ SR)(w:) + Sh(—wn(@?)?], iss = v+

Per h = 1, facendo un solo passo (i = 0) si ottiene la seguente approssimazione di y(0):

n(0;1) 1))?7(—21)2 +4(=(=1+ ) (=1 + 5(=(=1)n(-1)?)’

|
L
Ol
+
PN
O [W0 —~

(| B 1 |
SO
+ 4+ ++
OO FXO| = [ =
+ +
CO| = =

oo
—
+
=
[«
\=)

__ 736
— 136 — 1.0096..

o]
—



L’approssimazione ottenuta di y(0) = 1 & molto migliore di quella fornita dal metodo di Eulero
(usando sempre un passo h = 1), che era 10/9 (vedi Lezione).

(4) Dimostrare che il metodo: n(xg) = yo, per i =0,1,...

1 1
Ky = f(zi,n(zi;h)), Ko = f(xi+ h,n(x; h) + §hK1 + §hK2)7

1
n(x; + hyh) = n(zis h) + Eh(fﬁ + K3), xiy1=x;+h,

¢ convergente quando applicato al problema di Cauchy y/(t) = py(t), t € R, y(0) = 1. Dimostrare
inoltre che se u < 0 allora, per h fissato maggiore di zero e opportunamente piccolo, la successione
di approssimazioni 7(x;) ha lo stesso andamento della successione di valori esatti y(x;) = el¥i,
i=0,1,....

Nota: il metodo considerato in questo esercizio funziona bene anche se applicato al problema (B)
introdotto a lezione (il problema sul quale Eulero per funzionare richiedeva un passo troppo piccolo,
considerato ’andamento regolare della soluzione). Verificare questa affermazione (vedi Appendice
2).

Risoluzione
Applichiamo il metodo al problema. Si ha Ky = pun(z;), Ko = p(n(z;) + shun(z;) + $hK>),
ovvero Ko = pn(a;)(1 + shy) /(1 = 3hp), quindi

s+ 1) = () [+ ghu+ Shu(1+ hi) /(1= i),

i) = ) [(L+ Shu) /(= S,

Quest’ultima identita e la condizione iniziale n(zg) = 7(0) = y(0) = 1 forniscono una formula
esplicita per la successione 1(z;) = n(z;; h), x; = ih, generata dal metodo:

n(wi;h) =

(LEahey e

1—%h,u

Convergenza: siano x # xo = 0 e h, = (x—x0)/n = x/n; posto h = h,, nel metodo e fatti n passi
(hn)

con tale scelta di h, per la (*) si ottiene la seguente approssimazione in x = zp, "’ di y(z) = e*:
1+ %xu/n>n

n(z;x/n) = (1 _ %xu/n

che, per n — 400, tende a e%m"/e_%m“ =" = y(x).

Sia ;1 < 0. Sia h > 0. La successione dei valori esatti y(z;) = y(ih) = €™, i = 0,1,2,..., &
composta da numeri reali positivi convergenti a zero in modo monotono decrescente. Usando la (*)
si puo dire che anche la successione n(z;) = n(ih), i = 0,1,2,..., & composta da numeri reali positivi
convergenti a zero in modo monotono decrescente a patto che il passo di integrazione h soddisfi la
condizione 1 + %hu > 0, ovvero se h < —2/p.



(Nota: si richiede un passo molto piccolo solo quando g € molto negativo; ma questa € una
richiesta ammissibile perché quando p € molto negativo, per accorgersi della forte decrescita iniziale
di y(t), & ovviamente necessario scegliere un passo molto piccolo).

(5) La matrice

2 1/3 1
B=|3 —-5/3 1
0 11/9 5/3

ha gli autovalori —2, 1 e 3. Dimostrare che esiste ed € unico un vettore z tale che Bz = 3z, z > 0,
|lz|li = 1 (senza scrivere esplicitamente z!) e che si puod utilizzare il metodo delle potenze per il
calcolo di z, generando una successione di vettori z; ben definiti per ogni k e convergenti a z. (Nota:
la coppia di Perron puo quindi esistere anche per matrici non non negative).

Risoluzione

La matrice A = B + %I ha gli autovalori —2 + %, 1+ %, 3+ %, ed & non negativa irriducibile,
quindi esiste un unico vettore positivo z tale che Az = p(A)z = (3+ 3)z e ||z|; = 1. Dunque esiste
un unico vettore positivo z tale che Bz = 3z e ||z||; = 1. Per calcolare z si puo applicare il metodo
delle potenze alla matrice A: sia zy > 0 tale che ||zg|[1 = 1 e, per k =1,2,...,

1
ap = Azp_1, ¢ = ||lag|i, zr = ——a;
lla 1

(Nota: a > 0, zj, > 0, [|z¢|1 = 1, Vk). Poiché r = p(4) = 3 + 2 domina gli altri due autovalori di
A (r > max{|—2+ 3|,|14 3[}), si ha che ¢ — p(A) = 3+ 3 e z;, — z. La velocita di convergenza &
O((max{| -2+ §|/r, |1+ §|/r})k) = O((%)k), essendo la matrice A diagonalizzabile. Questi risultati
di convergenza sono veri per il teorema enunciato a lezione sul metodo delle potenze per A non
negativa irriducibile, che non richiede alcuna ipotesi tranne la dominanza dell’autovalore semplice

p(A) di A sugli altri autovalori di A.

Nota. Perché non applicare il metodo delle potenze direttamente a B?

Sappiamo che Bz = 3z. Siano x,y non nulli tali che Bx = x, By = —2y. Sia v un qualsiasi
vettore tale che nella espressione v = az+ x4+ 7y il coefficiente « & diverso da zero. Il metodo delle
potenze applicato a B pone vo = v, e per k = 1,2,... pone ay = Bvy_1, ¢ = ullay/uflv,_1, vi, =
ai/||ag||. Tesi: per k — 400 si ha ¢y, = uff BFv/u B¥"1v — 3, v, = B*v/||B*v|| — az/||az|.

Tuttavia la tesi appena enunciata e vera solo se sono verificate le seguenti ipotesi non facilmente
controllabili & # 0, u® (az) # 0, u B*¥~1v # 0 (ufv;_; # 0). Vedi il teorema enunciato a lezione
sul metodo delle potenze per matrici generiche.

Dim. %Bkv = az + B(3)x + v(-3)Fy — az, o = 3ikuHBkv = auf'z + B(3)Fullx +
'y(—%)ktu, opi1/or — L, ufI BFlyjuf Bbv — 3. ...

Nota. z = 2[5/4 1 11/12]T con 2, tale che ||z|; = 1.

Appendice

Si usa la differenza finita (dII5punti), per z = z;, per ogni i = 1,...,n. In questo caso le
equazioni —y"(x;) = q(z;), i = 1,...,n, ovvero le equazioni —12h%y" (x;) = 12h%q(x;), i = 1,...,n,



diventano

y(xi_o) — 16y(xi_1) + 30y(x;) — 16y(zi11) + y(zire) = 12h%q(2;) + O(RS), i=1,...,n.
30 —-16 1 0 0 71T ylxry) T [ 160 — y(x—1) ] [ g(z1) ]
~-16 30 -16 1 y(z2) —a q(2)
1 —16 30 y(a3) 0
0 1 B )
0 = . +12h
-16 1 y(xn 2) 0 .
I —-16 30 ~—16 Y(Tn—1) —B q(zp-1)
L 0 0 1 =16 30 J L y(@n) | L166—y(zni2) | q(zn)

(%)
Se si suppone y (prolungabile in modo) sufficientemente regolare anche in un intorno sinistro di a e
in un intorno destro di b, si puo pensare di sostituire, nella prima e nell’ultima equazione, y(z_1) e
Y(4,,) rispettivamente con il valore in z_; del polinomio interpolante y in xg, z1, ... e con il valore
in z,49 del polinomio interpolante y in 41, %y, ... . (Per richiami sull’interpolazione polinomiale
vedi la fine di questa Appendice).

(s)

Sia py ,z,. E semplice verificare che esiste & € (zo1,2y)

YRyt (¢,). Usando la formula di Lagrange per pt

il polinomio interpolante y in xg, x1, . . .
tale che y(z—1) — p(@_1) = (-1

ottengono facilmente le seguenti identita:

*) (x) si

5)

y(w_1) =p(@_1) + O 1) -

r=0; y(r_1) = y(xo) + O(h),

r=1; y(x_1) = 2y(zo) — y(21) + O(K?),

r=2; y(z_1) = 3y(zo) — 3y(x1) + y(x2) + O(h%),

r=3; y(z_1) = dy(zo) — 6y(z1) + dy(x2) — y(z3) + O(h?),

r=4; y(z_1) = 5y(xo) — 10y(x1) + 10y(x2) — by(x3) + y(zs) + O(hP),

r=>5; y(z_1) = 6y(xo) — 15y(x1) + 20y(x2) — 15y(x3) 4 6y(xs) — y(ws) + O(hS)

(i passaggi sono descritti nei dettagli pitt avanti nei casi r = 3 e r = 5). Utilizzando tali espressioni
di y(z_1) si vede che la prima equazione in (*)

30y(x1) — 16y(x2) + y(x3) = 160 — y(x_1) + 12h%q(z1) + O(h°)

e equivalente rispettivamente alle seguenti equazioni:

30y(x1) — 16y(x2) + y(x3) = 15a + O(h) + 12h%g(x1) + O(R®),
29y (w1) — 16y(x2) + y(z3) = 1da + O(h*) + 12h%q(z1) + O(h°),
27y (1) — 15y(w2) + y(w3) = 13a + O(h3) + 12h2q(x1) + O(h®),
24y(z1) — 12y(w2) = 120+ O(h*) + 12h2q(z1) + O(hE),
20y(x1) — 6y(w2) — 4y(z3) +y(za) = 1o+ O(R°) + 12h%q(21) + O(hO),
15y(21) + dy(xs) — 14y(x3) + 6y(z4) — y(w5) = 10a + O(R®) + 12h%g(x1) + O(RS).

+O(hY).



Nota: dalle identitd appena ottenute, ricordando che q(z1) = —y” (1), si ottengono le seguenti
differenze finite approssimanti y” (1)

13y(xo) — 27y(w1) + 15y(22) — y(3) O(h)
M) = L) 12y(wo) — 24y(x1) + 12y(22) N O(h?)
V= 1902 | 11y(xo) — 20y(x1) + 6y(xa) + dy(z3) — y(aa) O(h3)
10y(xo) — 15y(x1) — 4y(w2) + 14y(x3) — 6y(za) + y(ws5) O(h*)

Esempio (r = 3): Sostituire y(x_1) e y(zn42) con il valore in z_; di

s _ (z—21)(z—22)(x—23) (z—z0)(x—x2)(x—T3)
p3(:C) = y(@o) (ﬂvo—wll)(wo—mi)(mo—gﬂ&a) +y(z1) (7?1_7?00)(371_3722)(371_3373)
+y(x )( (z—z0)(z—21)(T—23) + y(azg)( (z—zo)(z—z1)(z—22)

zo—20)(z2—21)(T2—23) x3—xo)(z3—2z1)(x3—22)

e il valore in x, 4o di

d — (z—2n)(F—Tn-1)(T—Tn—2) (z—2ns1)(@—Tn_1)(@—Tn_2)
p3(x) - y(w”"‘l)(zn+1—mn)(mn+1—mn171)(mn+12—zn72) + y(xn)(mn_mn++ll)($n_mn 11)(a:n—a:: 2)

z—Zpt1)(z—2n)(@—Tpn_2) T—Tp z—2n)(x—Tn_1)
+y(mn71)(mnfl_anﬁti(mnfl—mn)(mnff$n72) +y($n72)($ —2— zn:;;(zn 2=%n)(Tn— 21% 0

y(x_1) viene sostituito con y(xo)4—y(z1)6+y(x2)4—y(z3) e y(zp4+2) viene sostituito con y(x,41)4—
Y(@n)6 + y(wn-1)4 — y(zn—2)
(errori: |ylv(£s)|h4) 58 € (.’Efl,,fﬂg), € |yw(£d)|h4) gd € (xn72a$n+2))- Quindi:

y(z_1) = y(x0)4 — y(x1)6 + y(x2)4 — y(x3) + O(h*),
Y(Tnt2) = Y(@nt+1)4 — Y(@0)6 + y(zn-1)4 — y(Tn—2) + O(h4)-

Nota: si osserva che usando queste espressioni per y(x_1) e y(x,42) in (*) si ottiene proprio
I'equazione vettoriale gia trovata (risolvendo in modo semplice I'esercizio) approssimando —y" (z1) =
q(z1) e —y"(zy) = q(xy,) con la (dIItrepunti).

Questa osservazione ci fa capire che ottenendo formule del tipo y(z_1) = (...)+O(h%) e y(zn12) =
(...) + O(h®) — ad esempio scrivendo i due polinomi interpolanti y rispettivamente nei sei punti x;,
i=0,...,5, e nei sei punti x,,41-4, ¢ =0,...,5 e prendendo (...) = valori di tali polinomi in z_; e
Tpy2 — si otterrebbe allo stesso tempo una approssimazione di y”(z) con errore O(h?) in termini
di y(x — h),y(x),y(x + h),y(x + 2h),y(z + 3h),y(z + 4h).

= 5: Quindi, si vuole sostituire y(z_1) e y(xn42) con il valore in x_; di p(z), il polinomio
interpolante la funzione y(z) nei punti x;, i = 0,...,5, e il valore in 7,2 di pg(z), il polinomio
interpolante la funzione y(x) nei punti 41—, 7 =0,...,5:
y(z_1) = pi(z_1) =y (§)N0, & € (x-1,25),
y(xn+2) - pg(l“nm) = ym'(gd)h‘ﬁ’ gd € (:Cn,4, $n+2)a

y(v—1) = 6y(wo) — 15y(x1) + 20y(w2) — 15y(w3) + 6y(xa) — y(zs) + O(h? )
i#i(T—T)

T, (o)) per esteso e

(quest’ultima formula si ottiene facilmente scrivendo pg(z) = Z?:o y(x;)
sostituendo, nell’espressione ottenuta, = con z_1),
Y(Tn+2) = 6y(2nt1) — 15y(wn) + 20y(zp—1) — 15y(2n—2) + 6y(2n—3) — y(zn—a) + O(RO).
Sostituendo ’espressione di y(x_1) nella prima equazione del sistema (*), si ottiene

30y1 — 16ya + y3 — 15y1 + 20y2 — 15y3 + 634 — y5 + O(h®) = 10a + 12h2q; + O(hO)



da cui Iidentita: 15y; + 4ys — 14ys + 6ys — y5 = 10a + 12h%q; + O(hS). Idem con l'espressione di

Y(Tn2)-
Dunque il sistema (*) diventa

15 4 -14 6 -1 0 0 77T ylz1) 7 [ 10 | [ q(z1) ]
-16 30 —-16 1 0 y(x2) —« q(z2)
1 =16 30 y(x3) 0
0 1 0 : 9 6
0 1 0 ' ' +12h +O(h°).
-16 1 y(zn—2) 0 .
: 0 1 -16 30 —16 | | y(wa1) -8 4(n1)
| 0 0 -1 6 -—-14 4 15 1 L ylx,) | 108 | L q(xn)
Esercizio. Sia An = b il sistema lineare che si ottiene da quest’ultima uguaglianza vettoriale

sostituendo y(z;) con n(x;) (i = 1,...,n) e togliendo gli errori O(h%). La matrice A & invertibile?
Quale metodo & pill conveniente usare per calcolare n = A~'b?

Si osserva inoltre che 15y; +4ys — 14y3 + 6ys — y5 = 10ac+ 12h2q; + O(hS) = 10a — 12h%y" (z1) +
O(RY), da cui si deduce che deve valere la seguente uguaglianza:

_ 10y — 15y1 — dyo + 14y3 — 6ya + ys5
12h2

y”(xl) +O(h4)a

ovvero si € ottenuta la differenza finita non centrata che si cercava.

Esercizio. E possibile ottenere formule del tipo

y"(21) = ©(Yo, y1, Y2, y3, h) + O(h*), " (z1) = ©(Yo, Y1, Y2, Y3, ya, h) + O(h*) 7

Cenni sull’interpolazione polinomiale

(1) 11 polinomio p,(z) = i o yili(x), lLi(z) = (ngo,j¢i(x - xj))/<H§=0,j;éz'($i - :Cj)), con x;
reali distinti e y; reali, ha grado minore o uguale di r ed e tale che p,(xx) = yg, £k = 0,1,...,7
(dimostrarlo!).

(2) Se p & un polinomio tale che p(x) = yi, Vk, e dp < r, allora p = p, (dimostrarlo!).

(3) Il polinomio p, & detto polinomio interpolante la tabella (zx,yx), k = 0,1,...,r. La sua rapp-
resentazione in (1) ¢ detta di Lagrange perché in termini della particolare base di Lagrange [;(x),
1=0,1,...,r, dell’insieme dei polinomi di grado minore o uguale di r.

(4) Se yx = f(zk) con f sufficientemente regolare allora esiste £ nel minimo intervallo contenente
.., tale che f(x) — pq(x) = (le)!f(“rl)(g)ﬂgzo(x — zj).

Dimostrazione. Posto F'(t) = (f(t) — pr(t))Lj_o(z — x5) — (f () — pr(2))I1j_o(t — x;), si osserva
che F(z) =0, F(z) = 0 Vk. Supponendo = # x Vk (per © = xj per qualche k la tesi ¢ banalmente
vera), tali uguaglianze implicano che esiste £ nel minimo intervallo contenente z, zg, z1, ..., x, tale
che fFD(£) = 0. La tesi segue osservando che 1 (t) = fUT(OI_o(z—x;) — (f (z) —pr(2)) (r+
1l

Ly, L0y L1y -



Appendice 2

Applicando il metodo Runge-Kutta implicito introdotto nell’esercizio (4) al problema
(B) /(t) = Xy(t) + (u— N, y(0)=1 (A <0, p<0)
dopo alcuni passaggi si dimostra che

1 1+ emh

1+ $hA .
2 +$€Mh, Szgh(u—)\)m
2

(@ +h) =n(ih)—~
2

Risolvendo questa equazione alle differenze non omogenea con condizione iniziale n(0) = 1, si ottiene

la seguente formula esplicita per n(x;) = n(ih):

_ 1 h(p=N(+e?)
C 2erh — 1 — LpA(erh +1)

(Nota: rp, tende a 1 quando h — 0).

Usando questa formula ¢ facile vedere che n(z;z/n) — y(z) = e**, se n — 400, cioé il metodo
¢ convergente quando usato per risolvere il problema (B).

Inoltre, & evidente che, per h fissato piccolo (in modo che 7, € circa 1), la successione di valori
approssimati 7(zh) ha lo stesso andamento della successione dei valori esatti y(ih) = et a patto
che [(1+ 3hA)/(1—3h\)| = [1+ $hA|/(1 — 3h)) < 1. Ma questa disuguaglianza & sempre verificata
(per ogni h > 0) nel nostro caso in cui A < 0, anche se A << 0.

Quindi, come previsto (dato il suo carattere implicito), il metodo dell’esercizio (4) funziona
bene sul problema (B), con p < 0 moderato (ad es. p© = —1) e A << 0, dove invece il classico
metodo di Eulero (esplicito) fallisce, nel senso che per funzionare richiede un passo troppo piccolo
se confrontato con I’andamento regolare della soluzione esatta e
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(1) Data y funzione sufficientemente regolare in un intorno di x e preso h > 0 abbastanza piccolo,
trovare una differenza finita @(y(m —2h),y(x — h),y(x),y(x + h),y(x + 2h)> tale che

y'(@) = o (y(@ = 20),y(x = 0),y(@), y(@ + h), y(w +20) ) + O(h*).

Usare tale differenza finita per introdurre un sistema lineare An = b, A nxn, b nx1, la cui soluzione
7 ha come componente i-esima una approssimazione 7(x;) di y(z;) essendo y(z) la soluzione del
problema differenziale —y"(z) = ¢(x), = € (a,b), y(a) = o, y(b) = B, e x; = a+i(b—a)/(n + 1),
1=0,1,...,n,n+ 1.

(2) Dimostrare che se f & tale che |f(x,y) — f(x,9)] < L|ly — g| per ogni = € [a,b], y, 5 € R
(L > 0), allora ogni schema di Runge-Kutta

d(x,y;h) = a1 f(x,y) + as f(x 4+ prh,y + p2hf(z,y))

¢ tale che |p(x,y; h) — ¢(x,y; h)| < N|y — y| per ogni = € [a,b], y,g € R, |h| < hg, dove N dipende
da L, hg e dai parametri dello schema.

(3) Dimostrare che lo schema di Runge-Kutta

nx+h)—y 1 3 2 2
7 = f@y)+  fla+shy+ Shf(z,y))
e di ordine due ma non di ordine tre. Calcolare con tale schema, ponendo h = 1, una approssimazione
n(0) di y(0) essendo y(t) la soluzione del problema di Cauchy v'(t) = —ty(t)?, y(—1) = 2/3.

Facoltativo: confrontare il risultato con ’approssimazione ottenuta con lo schema di Eulero.
(4) Dimostrare che il metodo: n(xg) = yo, per i = 0,1, ...
1 1
Ky = f(zi,n(zi; b)), Ko= f(x; + h,n(zi; h) + FhK1+ §hK2),

1
n(x; + hyh) = n(zis h) + Eh(fﬁ + K3), xiy1=x;+h,

& convergente quando applicato al problema di Cauchy v'(t) = uy(t), t € R, y(0) = 1. Dimostrare
inoltre che se u < 0 allora, per h fissato maggiore di zero e opportunamente piccolo, la successione
di approssimazioni 7(x;) ha lo stesso andamento della successione di valori esatti y(x;) = el*i,
i=0,1,....

(5) La matrice

2 1/3 1
B=|3 -5/3 1
0 11/9 5/3

ha gli autovalori —2, 1 e 3. Dimostrare che esiste ed ¢ unico un vettore z tale che Bz = 3z, z > 0,
|lz|li = 1 (senza scrivere esplicitamente z!) e che si puo utilizzare il metodo delle potenze per il
calcolo di z, generando una successione di vettori z; ben definiti per ogni k e convergenti a z. (Nota:
la coppia di Perron puo quindi esistere anche per matrici non non negative).



Completamento di quanto scritto nei miei appunti al Focal Point sulla risoluz. numerica di problemi diff. di Cauchy
Sul teorema di convergenza di un metoso ®:

Le ipotesi del Teorema erano: ®(x,y;h) Lip. rispetto a y e ® di ordine p. La prima ipotesi ¢
di solito soddisfatta senza richiedere nessuna regolarita su f. Infatti 'unica ipotesi richiesta su f
e quella di Lip. rispetto al suo secondo argomento, e tale ipotesi € comunque essenziale affinché il
problema di Cauchy abbia una unica soluzione [Ricorda ’esempio ¢/ (t) = \/m , ¥(0) = 0 insegnato
ad Analisi]:

Esercizio: verificare che se f(x,y) € Lip. rispetto a y sulla striscia [a, b] x R, cioe

per ogni =z € [a,b], y,g € R, allora ®(x,y;h) definita come nei metodi Runge-Kutta (di ordine
minore o uguale a due) & Lip. rispetto a y sulla striscia [a, b] x R, cioeé esiste N tale che

|®(z,y; h) — ®(x,7;h)] < Ny — 7|

per ogni z € [a,b], Vy,y € R, Vh tale che |h| < hg. E se ® & definita come nei metodi di Taylor?

La seconda ipotesi, ® di ordine p, ¢ effettivamente verificata solo se ® viene applicato a un
problema di Cauchy dove f & sufficientemente regolare (ad es. la ® che definisce il metodo di Eulero
¢ effettivamente di ordine uno se la f, la f, e la f, sono tutte e tre, oltre che ben definite, limitate
sulla striscia [a,b] x R). Tuttavia, se si va a guardare la dimostrazione del Teorema di Convergenza,
se la ® fosse solo tale che

ylz+h)—y

|A(z,y; h) — @(z,y; h)| = | .

— ®(z,y;h)| — 0, se h — 0,

per ogni x € (a,b), y € R, h tale che x + h € [a,b] (per ogni f continua e Lip. in [a,b] € R), dove
y(t) & la soluzione (definita univocamente) del problema ¢/ (t) = f(t,y(t)), t € [a,b], y(z) = y, allora
si avrebbe lo stesso il risultato di convergenza per ®, non si avrebbero pero risultati sulla rapidita
di convergenza. Infatti, si avrebbe

g(h)

&i1] < &I+ [AIN) + [g(R)], lim == =0,

(& =n(xi;h) — y(x;)) e, dal Lemma visto a lezione, la disuguaglianza
ilhN _ 1
e
i< Splah)l.
6 < rla)
che per h = h, = (r — x¢)/n e i = n implica

e\xfzo|N -1

n(z; hn) — y(o)] <

Dunque |n(z; hy) — y(z)| — 0 se n — +o0.



Osservazione. B comunque meglio che un metodo sia effettivamente di ordine p (cioe sia abbas-
tanza preciso) su problemi con f regolare, piuttosto che non sia di ordine p su nessun problema. A
meno che non si trovi un modo per introdurre ® precisi su qualsiasi problema; per farlo occorrerebbe
innanzitutto definire cosa si intende per “precisi”.

Inoltre, data una ® definita in termini di parametri & chiaro che questi parametri vanno scelti in
modo che il metodo ® (oltre ad essere convergente) sia piu preciso possibile, almeno su una classe
di problemi. Un modo & imporre che ® sia di ordine p (secondo la definizione di “ordine p” data
a lezione); in tal caso il metodo fornira la massima precisione quando applicato a problemi la cui
soluzione y(t) & derivabile almeno p + 1 volte (ovvero, f derivabile parzialmente p volte). Ma non
e affatto escluso che ci possono essere altri modi per scegliere i parametri, che magari garantiscono
la precisione di @ anche su una classe di problemi di Cauchy dove la f non ¢ regolare.

Ancora su Runge-Kutta:

Ricapitolando, i metodi Runge-Kutta per essere applicati e per convergere non richiedono che
la f sia regolare piu di quanto serve affinché la soluzione del problema di Cauchy, definito in
termini di f, esista e sia unica (e quindi abbia senso cercare di calcolarla). Se perd vogliamo avere
anche informazioni sulla loro rapidita di convergenza, allora (almeno per quanto visto a lezione)
le possiamo avere solo se la f del problema al quale li applichiamo e piu regolare del necessario.
Infatti il risultato visto a lezione, |n(z; hy,) —y(x)| < Cy|hy|P, vale solo se il metodo ¢ effettivamente
di ordine p, quando applicato al problema di Cauchy di cui y(t) & soluzione, e cioé quando y(t) &
derivabile fino all’ordine p + 1.

Come visto a lezione, altra caratteristica importante dei metodi Runge-Kutta ¢ che possono
essere applicati facilmente nella risoluzione di problemi di Cauchy relativi a sistemi di equazioni
differenziali.

Infine, una caratteristica dei metodi Runge-Kutta, comune a tutti i metodi one-step, & che
usandoli, quando si vuole, si pud modificare senza problemi il “passo di integrazione” h (cid non
e vero, come ¢ facilmente intuibile, per i metodi multi-step, dove n(x; + h) & definito oltre che in
termini di n(z;) anche in termini di n(z;—1), ...).

E importante poter cambiare il passo facilmente, perché questo va fatto non appena ci si accorge
che le n(x;), prodotte dal metodo, stanno approssimando troppo bene i valori esatti y(x;) (in tal caso,
si aumenta h), oppure non stanno approssimando bene gli y(x;) (in quest’ultimo caso si diminuisce
il passo h). Ci si puo accorgere di questa troppa o poca precisione mediante criteri che permettono
di stimare lerrore |y(x;) — n(z;)|. Ad esempio, periodicamente (ogni tot passi) si pud applicare
per un solo passo (contemporaneamente al metodo ®) un metodo ® molto pilt preciso, di ordine
maggiore, di ®, e usare la quantita |n(z;) — 7(z;)| come stima di |y(z;) — n(x;)|.

Riportiamo qui sotto per completezza la struttura di un generico metodo ® Runge-Kutta:
Ki=f(z,y),  Ka= f(x+pihy+phK),

K3 = f(x + psh,y + psh Ky + pshK>), K4 = f(x+ psh,y + prhK1 + pshKs + pohK3),

O(x,y;h) = N (w,y;h) =) a; K,
j=1



n@+h)—y
h
I parametri, come abbiamo detto sopra, andranno scelti in modo che ®(x, y; h) approssimi A(z,y; h)
(ovvero n(z+h) approssimi y(z+h)) il meglio possibile, almeno su una classe di problemi di Cauchy.
Il caso s = 2 & stato esaminato a lezione. E stato dimostrato che ci sono infiniti valori dei
parametri che rendono ® di ordine due. Si puo dimostrare che non esistono valori dei parametri per
cui ¢, s = 2, e di ordine tre.

= ®(xz,y; h).

Notiamo che anche per s = 4 ci sono tante scelte dei parametri che rendono ® di ordine quattro,
dunque esistono tanti metodi Runge-Kutta di ordine quattro. Tra questi c¢’e¢ il famoso metodo
Runge-Kutta di ordine quattro (quello che ha dato il nome a tutti gli altri), riportato qui sotto:

K = f(x,y),

1 1
KQ = f(.%' =+ ih’y + §hK1),

1 1
K3 = f(fE + §h,y + EhKQ),

Ky = f(z+ h,y + hK3),

1

"6
n(x 4+ h) =y + h®(x,y; h).

Notare che con questo metodo, con sole quattro valutazioni di f per passo (in quattro punti diversi),

si ottiene la stessa precisione che si ottiene con un metodo di Taylor di ordine quattro, che pero
richiede la valutazione (sempre nello stesso punto) di f, fa, fy, fex, foys fyys foyys fowys foaws fyyy-

O (x,y; h) (Kl +2K2+2K3+K4),

Esercizio. Scrivere il metodo Runge-Kutta di ordine quattro nella forma n(z; + h) = n(z;) +
h®(x;,n(z;); h). Applicarlo a problemi di Cauchy relativi a sistemi di due equazioni differenziali.

Esercizio. Applicare i metodi di Taylor e di Runge-Kutta di ordine due con h =1 e h = 1/2 per
ottenere approssimazioni di y(0) essendo y(t) la soluzione del problema y/(t) = —ty(t)?, y(—1) = 2/3.
Confrontare tra loro i risultati. Valutare allo stesso modo y(2) essendo y(t) la soluzione del problema
y'(t) =y®)? y(1) = -1

Esercizio (facoltativo). Scrivere il sistema delle equazioni che devono verificare i parametri di
un metodo ® di Runge-Kutta affinché esso sia di ordine almeno tre (scegliere s = 3). Notare che il
sistema ¢ non lineare e che il numero delle sue equazioni ¢ minore del numero dei parametri.

Sull’argomento vedi i libri di Stoer, Lambert, Butcher. In particolare Butcher, molto spe-
cialistico, sviluppa una teoria che permette di ottenere facilmente le equazioni che devono essere
soddisfatte da un schema @ di tipo Runge-Kutta affinché esso sia di un dato ordine.

Dicembre 2013 (Ho scritto queste tre pagine anche per rispondere a domande di Fabio, Giulio, Gianbattista)



Correzione II esonero Elementi di Analisi Numerica 2013-2014

(1) Dimostrare che, per ogni a,b, ¢ € R, almeno un autovalore della matrice

1 -2 1 -1

a—| "2 4 -11/6 5/6
Tl 1 -11/6 e bi
-3 5/6  —bi ¢

¢ nell’intervallo (—1/9,1/9). (Suggerimento: due colonne di A sono quasi linearmente dipendenti).
Risoluzione

A & hermitiana, dunque normale. Ne segue che per ogni x € C" x # 0 il cerchio di centro
xfT Ax/xHx e raggio Ry = /(|| Ax]]2/[|x]]2)? — |xT Ax/xH x|? contiene almeno un autovalore di A.
Se riusciamo a scegliere un x per cui ||Ax||2/||x||2 € piccolo, avremo localizzato bene almeno un
autovalore di A. A tal scopo € naturale sfruttare il fatto che le prime due colonne di A sono quasi
dipendenti, cio¢ esiste x # 0 per cui Ax ¢ vicino al vettore nullo. Scegliendo dunque x = [2 1 0 0]

si ottiene
Ax=[001/6 — 1/6]T, |x|2 = VxHx = \/3, |Ax||2 = /1/18,
XHAX/XHX =0, Rx=|lAx|]2/|x||2 =+/1/(18-5).

Quindi nel cerchio in C di centro (0, 0) e raggio 1/1/90 ¢’¢ almeno un autovalore di A. Ma gli autoval-
ori di A sono reali (perché A & hermitiana), quindi si conclude che nell’intervallo [—/1/90, /1/90] C
(—=1/9,1/9) ¢’¢ almeno un autovalore di A.

Risoluzione di Fabio (fornisce un risultato migliore)

1 1 1
2 1 2 -1 00 5 —% 2 -1 0 0 55
-1 2 A 1 2 1_ * ok ok % 1 2 1_ * ok %
1 1 Tl oxoxo % % 1 Tl ok %
1 1 * ok % %k 1 * ok

Quest’ultima matrice € hermitiana perché ottenuta tramite trasformazione per similitudine unitaria
di una matrice hermitiana.

Applicando allora Weinstein a questa matrice ho che almeno un suo autovalore, e quindi almeno
un autovalore di A, deve essere nel cerchio in C di centro (0,0) e raggio 1/2/302. Dunque almeno
un autovalore di A & nell'intervallo [—+/2/30,v/2/30] C (=1/9,1/9) (A ha autovalori reali perché &
hermitiana).



(2) Sia A la seguente matrice:

3 V32 2
A=1|+V3/2 2 3
3 V3 0

(i) Mediante una trasformazione per similitudine unitaria, trasformare A in una matrice del tipo

cC 0 3 0
5[ 0] o=2 8] sem oo

(usare il metodo di Givens che trasforma una matrice piena in una di Hessenberg). Dunque —1 & autovalore
di A e gli altri due autovalori di A sono quelli di C'.

(ii) Sia M = B + z(ezel + egel), z € R. Esiste un valore di = per cui det(\] — M) ha due radici reali e
coincidenti?

(iii) Calcolare gli autovalori di C' effettuando un passo del metodo di Jacobi.

(iv) Sia Cy = C e siano My, Ny 2 x 2 tali che Cy = MoNy. Posto C; = NoMj si osserva che C; =
MJICOMO e dunque C ha gli stessi autovalori di Cy. Confrontare tra loro le tre matrici C%LU), C%LLH),

H
C’{QR) ottenute utilizzando le decomposizioni LU, LL¥ | QR di Cy, e prevedere la struttura di C&L)U), C&L)L ),

o, (Facoltativo: notare che C’%QR) = C’éLLH)).

(v) Introdurre Ag 2 x 2 tale che esistono Lg,Upy per cui Ag = LoUp, ma non esistono L1, U; tali che
Ay :=UyLg = LUy, cioé anche se A n x n ammette la decomposizione LU, il generico passo del metodo LU
per il calcolo degli autovalori di A puo non essere ben definito.

Risoluzione

(i)

3 V32 3
AS=|V3/2 2 V3|0 a pB|=
T V3 0 0 -8 «a

av3/2—38 BV3/2+ za
/2 20—+3B 264+ 3a
a3 V3p

MI»—AéVOJ

Sea=+3/2e 3= —%, allora

3 1
AS = | V3/2 3V3/2 5 :
1 3/2  —/3/2

1 0 0 3 1 0 31 0 c o
sTas=|0 v3/2 3 V3/2 3V3/2 : =13 0 :[OT _1}
0 -3 V32 : 32 —V3/2 00 -1

(ii) Si chiede se la matrice

puo avere due autovalori reali e coincidenti. Dimostriamo che la risposta € no.



Se x # 0 allora M ¢ 1) tridiagonale, 2) reale, 3) tale che M; ;1 M;+1,; > 0 per ogni i. Ma, per
un Corollario del Teorema di Sturm, ogni matrice n x n che soddisfa le proprieta 1),2),3) deve avere
n autovalori reali e distinti. Dunque, se x # 0, la nostra M ha tre autovalori reali e distinti.

(Nota: se x # 0 la matrice A\ — M, per X\ autovalore di M, ha rango esattamente 2, quindi la
molteplicita geometrica di ogni autovalore di M & uno. Inoltre, essendo M diagonalizzabile (M &
simmetrica reale!) i suoi autovalori devono avere molteplicita algebriche e geometriche coincidenti.
Ne segue che per z # 0 ogni autovalore di M ha molteplicita algebrica esattamente uno, cioe M per
x # 0 ha tre autovalori reali e distinti).

Se x = 0, allora gli autovalori di M sono —1, As , A3 essendo Az, Az gli autovalori di C. I due
autovalori di C, A2 e A3, sono reali e distinti tra loro (per lo stesso Corollario di cui sopra) e sono
diversi da —1 perché contenuti (per Gershgorin) nell'intervallo [2,4]. Quindi anche per x = 0 la
matrice M ha tre autovalori reali e distinti.

(iii) I primo passo del metodo di Jacobi applicato alla matrice C:
Tog_ | @ - 31 a B _ 3(a? + %) — 228 a? — 2 _[20
08 « 1 3 -0 « a? — 32 3(a? + %) + 203 0 4
(si & scelto a = 3 = 1/4/2 in modo che
1) o® + 32 = 1, quindi ST = S~! e dunque STCS ¢ simile a C ;
2) [STCS]lg = a2 — ﬁz = 0).
Essendo STCS simile a C ed essendo i suoi autovalori 2 e 4, si conclude che gli autovalori di C' sono
2ed. (iv)
y=3
3 1] |10 y ow | |y w w=1 1 0 13
(LU) {1 3}_{x 1}{0 z}_{xy xw+z} < x=1/y=1/3 :>MO_{% 1}’N0_{0

z=3—zw=2_8/3

Wl =

— o

| I
Il

[ ——

©loes|S

wloo =

Ar Ok

wn (2310 200 2008 e 3y, = 1€

3 L 30 10
Nong :>C():MONo} #C{LLH):NOMOZ[\()_ ‘g§/3:||:\i_ 8/3:|:|: 2 \/g§/3:|
3
1

e [5 T[T 511500 528 - W] -

1 [3 -1 1. [10 6 @m _ 118 4
e IR I I AR SR |

H H H 4
C’,(CLL ) e C’,EQR) sono simmetriche reali V& e [C’,iLL s, [C’,EQR)]H —0sei#j, = CLF) =c@m = { 0 (2) }

AT
H oo o V8 z 0 T m_2\/‘3 (LLH) < 3
(LL" 2° passo) & g =M1N1,M1={y w}’Nl:Ml < yzﬁg - Gy —N1M1:{ i b
3 3 o 2 5 5

Vs

Nota. B sbagliato cercare «, 3 tali che { i1’> ; } { _aﬁ g } = { ; : } = R, ovvero trovare la fattorizzazione RQ

di Cp con R triangolare superiore, perché tale procedimento non si puo generalizzare al caso n > 2.

}.SiintuiscecheC,iLU)Z{Ok ! }7Ak_>070££m:{3 ;}



(v) Siano

Allora
A:LU:[‘U w ],B:UL:[“W w]

Ty TW+Z ZT z
Imponendo [UL]1; = y+wz = 0 otteniamo una matrice B che non ammette la decomposizione LU.
Ad esempio per y = x =1, w = —1, si ha

R R | P S S PR [

Per z # 0 ¢ semplice vedere che 'identita

o[22 =[] T

¢ impossibile (comunque si scelgano [, «, 3,7). Quindi Ag = A verifica la richiesta per ogni z # 0.

(3) (i) Sia A la seguente matrice n x n:

A=ul + , wER.
1
0

Sia A(e) la perturbazione di A definita dall’identitd A(e) = A + seie]T, e > 0, e sia 0(A(e)) l'insieme degli
autovalori di A(e). Calcolare, in funzione dei valori di 4, j, le possibili espressioni di

A€o A() Ae) =l

(ii) Nel punto (i) si & visto che gli autovalori di una matrice A con molteplicita algebrica maggiore della
geometrica possono essere molto sensibili a variazioni degli elementi di A.

In questo punto si mostra che una perturbazione O(e) degli elementi di A implica una perturbazione dei
suoi autovalori semplici che non puo essere di ordine maggiore di O(g).

Siano A € R™ ™ )\ un autovalore semplice reale di A, e x,y € R" non nulli tali che Ax = Ax e
yTA = \y?. (Facoltativo: dimostrare che y’x # 0, ad esempio utilizzando la decomposizione di Jordan di
A).

Sia C' € R™*™. Per € € R siano A(e) € R e x(¢) € R™ autovalore e 'autovettore della matrice A + eC
che per & = 0 coincidono rispettivamente con A e x. E noto che A(e) ¢ una funzione analitica di € in un
intorno di 0.

Usando l'identita (A + eC)x(g) = A(e)x(e), dimostrare che

ylCx
yT'x

AMe) = A0) = Le + O(e?), L=

e, nel caso in cui A e C sono simmetriche, dare una limitazione per |L|.

Risoluzione



(i) Se i < j allora la matrice A(e) ¢ triangolare superiore e i suoi elementi diagonali sono,
come quelli di A, tutti uguali a u. Dunque gli autovalori A(e) di A(e) sono tutti uguali a pu e
mMax(e)eo(A(e)) [A€) — pl = 0.

Se i = j allora la matrice A(e) é triangolare superiore, n — 1 dei suoi elementi diagonali sono
uguali a i, e il rimanente elemento diagonale, 1’elemento di posizione (i,1%), & uguale a p+e. Dunque
n — 1 autovalori A(¢) di A(e) sono uguali a p e il rimanente autovalore A\(¢) € uguale a p+¢. Quindi
max(e)eq(A(e)) [ME) — pf = €.

Se i > j allora la matrice A(e) ¢ triangolare superiore a blocchi con un blocco diagonale di
ordine (1 —j+ 1) x (1 — j + 1) e del tipo

e . (BL)
o
€ H
Gli altri blocchi diagonali, che possono essere due (se n >4 > j > 1), uno (sen >1i > j =10 se
n =1 > j > 1), oppure nessuno (se n =i > j = 1), sono triangolari superiori e hanno gli elementi
diagonali tutti uguali a pu.
Gli autovalori di A(e) sono I'unione degli autovalori dei suoi blocchi diagonali. Poiché gli autoval-
ori della matrice (BL) sono del tipo z+ A, con A tale che AX\=7+1 = ¢, cioe A = g!/(i=i+1) gi2mk/(i=j+1)
k=0,1,...,2 — j, si puo allora concludere che

1/n gi2mk/(i—j+1) _ gl/(i=j+1)

max ) IA(e) — p| = max IAe) — p| = ml?xm e ul =

Ae)€a(A(e A(e) autov di BL
(ii) Nell'intorno di € = 0 la funzione A\(¢) & sviluppabile in serie di potenze. Dunque
Ae) = A0) + Le + O(e%), L = N(0).
Inoltre, derivando rispetto a e 'espressione (A + cC)x(g) = A(e)x(e) si ottiene
Cx(g) + (A+eC)X/'(e) = N (e)x(g) + A(e)X/(¢).
Ponendo ¢ = 0 e ricordando che x(0) = x si ha:

Cx + AX'(0) = N (0)x + M(0)x'(0) = yTCx+ylAX'(0) = N (0)y"x + A\(0)y'x(0) =

xe
yTOx + M0)y"x'(0) = N(0)y"x + A(0)y7x'(0) = y"Cx = N(0)y’x, L=N(0)= nyXX.
Se A e simmetrica, allora y = x, quindi L = nyT—CXX = X:T(”; X Se anche C ¢ simmetrica, allora

xT'Ox

L p—
xT'x

S [)\min(C), )\maX(C)]

(si ricorda infatti che se M & una matrice n x n normale allora il numero z" Mz/zz, al variare
di z € C™ z # 0, descrive in C il poligono convesso di area minima contenente gli autovalori di M
se in particolare M ¢ hermitiana esso descrive 'intervallo della retta reale [Amin(M), Amax(M)]; la
nostra matrice C' ¢ hermitiana, essendo reale simmetrica).

Dunque, se A e C sono simmetriche si ha |L| < max{|Amin(C)|, |[Amax(C)|} = p(C).



Dicembre 2013: I ragazzi del corso di Elementi di Analisi Numerica

L =matrice di adiacenza
L;; = 1 se 7 ha il cellulare di j, L;; = 0 altrimenti

(la matrice di transizione P si ottiene da quella di adiacenza moltiplicando per 1/ deg (i) le sue
righe ¢ per cui deg (i) > 0, essendo deg (7) il numero dei ragazzi di cui ¢ ha il cellulare)

luigi | 0 | 1 111
matteo ba 0 1 1
vincenzo 0
daniele | 1|1 0
federico | 1 011 11

mara | 1 1({0f(1]1]1 1
simone 110 1
alessandra 0
arianna 0
matteo br 0 1 1

dario 0
roberta 0 1

fabio |1 |1 |11 0]1]1 1]11]1 1
cristiano 0

gtanbattista 1)1 0 1
giuseppe | 1 1 1 0
margherita 0
giulio 1 0 1|1
francesca | 11|11 |1 1|1 1|1 1 10

diego 0
martina 1 01

jacopo 1 110
francesco 0

andrea 1 1 0

guido 1|1 1 1 0

== ==
—
—
—




Da meta di una pagina degli appunti di Roberta Piersimoni mi sono discostato da tali appunti
e ho insegnato le seguenti cose (le cose precedenti della teoria di Perron-Frobenius le ho insegnate
come gli altri anni):

Risultato (senza dim): r = p(A) = sup,>q, x£o Min;: 2,0 (‘?;)i ¢ semplice, come autovalore di A

non negativa irriducibile (la dim la vedremo solo nel caso A > b)

Quindji, riassumendo, se A ¢ non negativa irriducibile allora p(A) ¢ positivo, & autovalore semplice
di A, ed esiste ed ¢ unico z > 0, ||z||; = 1 tale che Az = p(A)z. Coppia di Perron: (p(A),z).

Dunque, siano 7, Az, ..., A, gli autovalori di A non negativa irriducibile. Sappiamo che \; # 7,
j1=2,...,n.

Quando |\j| <7, j=2,...,n? “r = p(A) dominante”

Non sempre, infatti la matrice A 2 x 2 le cui righe sono [0 1] e [1 0] & non negativa e irriducibile
ma A ha oltre 1 anche —1 come autovalore di modulo r = p(A).

Invece, per la matrice A 3x3 con righe [21 1], [1 2 1], [1 1 2] si ha effettivamente che r = p(A) =4
¢ autovalore di A e domina gli altri due autovalori di A (1 con molteplicita algebrica due).

CS affinché r = p(A) dominante (di A non negativa irriducibile):
(i) A>0
(ii) esiste ¢ tale che a;; > 0

Il fatto che (ii) ¢ una CS per r dominante non viene dimostrato qui del tutto (nel senso che si
dimostrera che |A\| = p(A) = XA = p(A) e la conclusione seguira’ dal fatto, non dimostrato, che r ¢
semplice come autovalore di A).

Si dimostrera invece completamente che, nell’ipotesi A > O, la somma delle molteplicita alge-
briche degli autovalori di A di modulo minore di r deve essere n — 1. Dunque, in particolare, seguira
il carattere semplice di r come autovalore di A.

Si capisce quindi perché si evidenzia il risultato (i) anche se & molto piu’ debole del risultato (ii).
Il risultato (i) si evidenzia anche perché ¢ il primo risultato ottenuto (Perron, 1906), tra i risultati
della teoria di Perron-Frobenius.

Lemma. A > O, A irriducibile & simile ad M > O, M irriducibile, M p(A)-stocastica per righe
(per colonne).

Dimostrazione.

Az = p(A)z, Ad(z)e = p(A)z, d(z) ' Ad(z)e = p(A)e.

ATy = p(A)y, ATd(y)e = p(A)y, d(y)""ATd(y)e = p(A)e (y > 0, |yl =1).

M = d(z)"'Ad(z) & non negativa, irriducibile, p(A)-stocastica per righe. M = d(y)Ad(y)~' &
non negativa, irriducibile, p(A)-stocastica per colonne. [J

Osservazione. I cerchi di Gershgorin di M = d(z) !Ad(z) hanno centro in a; > 0 e raggio
p(A) — a;; (Vi). Quindi passano tutti per il punto (p(A),0) e sono tutti contenuti nel cerchio di
centro (0,0) e raggio p(A).

Proposizione. A > O, A irriducibile, ed esiste i tale che a; > 0. Se A ¢ autovalore di A e
|A| = p(A), allora A = p(A).

Dimostrazione. Sia A una autovalore di A tale che |A\| = p(A). Sappiamo che A\ deve essere
autovalore di M = d(z)~!Ad(z), che & irriducibile, dunque, per il Teorema di Gershgorin rafforzato



(vedi pin avanti), )
A€ (UiK;(d(z) 1 Ad(z)) ) U (N:0K;(d(z) "t Ad(z))).

Dal fatto che |\| = p(A) segue che A\ € N;0K;(d(z) 1 Ad(z)). Ma quest’ultimo insieme nell’ipotesi

Proposizione. A > O. Se X ¢ autovalore di A e |[A\| = p(A), allora A = p(A) e p(A) & semplice
come autovalore di A.

Dimostrazione. Siano r = p(A), A2,..., A, gli autovalori di A (si noti che qui alcuni dei A;,
j =2,...,n, potrebbero essere uguali a r, cioé facciamo finta di non sapere che r & semplice). Sia
z tale che z > 0, ||z|j; = 1, Az = p(A)z. Sia W = A — sze” e X una matrice non singolare tale che
Xe; = z. Si dimostra che

XlAX:[p((‘;l) B], Xlwxz[p(A())_s B].

Dunque pa(A) = (A — p(A))pa(A) e pw(A) = (A — (p(A4) — s))pp(A), cioe gli autovalori di W sono
T — 8,9, ., Ay

Sia ora s = mina;j. Poiché A > O, s &€ un numero positivo. Inoltre W = |W| < A, dunque le
condizioni |IW| < A e [IW| # A sono soddisfatte, e quindi, per un risultato ottenuto precedentemente,

max [Aj] < p(W) < p(4) =r.
7j=2,...,n

Cioe, r e semplice, come autovalore di A, e domina gli altri n — 1 autovalori di A.
CALCOLO DI p(A) e z (Az = p(A)z, z > 0, ||z|1 = 1, p(A) > 0 semplice)
RICORDA IL SEGUENTE RISULTATO (dim. vista solo per A diagonalizzabile e t = 1):

A e CY" A, Ag, ..., Ay 1 suoi autovalori, Ay = ... = A, & > 1, & = ma(M1) = mg(M1).
X =[x1 -+ Xy] la matrice che trasforma A in forma di Jordan
X TAX =T = [ Ak O }
O x

SE || > |Aj], j > t, v € C" (v si potrebbe scegliere tale che |v|| = 1) tale che nell’espressione
V=) 05X+ Y, a5, il vettore x = 3. a;x; € non nullo (Nota: Ax = A1x)
vo=vVv. Per k=1,2,...

uHak ag
ay =Avi1, k= —F—— Vk =77
uvy_y lal

(u tale che uf’x # 0, uflvy_; #0, Vk)

TESL: v = Afv/[|AFv| — x/|1x[], or = ul AFv/uf AR v — )\

(Dimostrazione: si dimostra che /\LkAkv — x; si dimostra che uff AFv/ufl AF~1
1

v — A1)

CASO PARTICOLARE: A > O, A irriducibile (si scelgono || || e u opportune)



p(A) = r ha molteplicita algebrica e geometrica coincidenti con t = 1. X = [x1 -+ X,] la
matrice che trasforma A in forma di Jordan

XlAX:J:[T 0}
0 =x

SE p(A) =r > |\, 5> 1, ve (RM)T, [v[i = 1, tale che in v = az + 37, a;x; il vettore
x = az sia non nullo (Nota: Ax = p(A)x)

NOTA: per come é stato scelto v il numero « deve essere necessariamente positivo (e si risponde
all’obiezione di Giulio che x/||x|| non farebbe z se a fosse negativo) e quindi il vettore x risulta
effettivamente non nullo. Questo & dimostrato rigorosamente dopo, ma & gia intuibile visto che v,
essendo positivo, non puo non avere componente lungo z che & anche positivo.

vo=v. Perk=1,2,...

ay,
a = Avi_1, o = |agl1, vi =
lak|1

(Nota: ap > 0; v, > 0, [[vi|1 =1)
TESL vy — z, o — r = p(A)
Domanda: i1 < ¢ ?

NOTE SUI DUE RISULTATI SOPRA ENUNCIATI

(1) Nel secondo risultato, per come & scelto v, l'ipotesi x # 0 & verificata.

Dimostrazione. Si pud supporre che la prima colonna di X sia proprio z. Siccome X 1A =
JX71 siha (ef X HA = p(A)(el X71), dunque el X! = By dove y'A = p(A)y? (y > 0,
lylli =1). Ma 1 =ef X"1Xe; = ByTz, da cui la formula per 3: 3 = 1/y’z e quindi per la prima
riga di X1 el X1 = (1/yT2)y”.

Si nota che se j > 1 allora 0 = (e X71)(Xe;) = (1/y'2)y’x;, da cui il risultato y'x; = 0, se
j > 1. Dunque, dall’identita v = az + Zj>1 a;x; segue che y'v = aylz + Zj>1 ajyTx; = ay’z,
che implica a = y'v/yTz. Dunque v = (y'v/y'z)z + Zj>1 a;x; con (y!'v/yTz)z non nullo SE
ylv #0.

Poiché v € (R™)*, si ha y’v > 0, quindi x = (y?v/y’z)z ¢ non nullo e x > 0. Ne segue che
a>0ex/|x|) =z

(2) Ogni passo del metodo delle potenze illustrato (nel caso generale e nel caso particolare
A > O, Airriducibile) ha un costo minimo, dell’ordine del costo del prodotto matrice A per vettore.
Inoltre, minima ¢ la memoria richiesta per implementarlo.

(3) La velocita di convergenza del metodo &, nei due casi, rispettivamente

J

A

ko s .
PP (k)|, max |Z2|F|pY) (k)|

i>1 7

max
>t

dove il grado del polinomio p?) (k) € uguale all’ordine del blocco di Jordan di ordine massimo relativo
all’autovalore \; meno uno. Dunque, se A ¢ diagonalizzabile, la velocita di convergenza del metodo
diventa, nei due casi:

A lF \j
A1, max |

A1

max
7>t




(Dunque, se A & diagonalizzabile il metodo & piu rapido).

(4) Ci si puo chiedere se ¢ > @11, cioe se la successione di scalari generata dal metodo delle
potenze convergente a p(A), vi converge dall’alto. Cio equivale a chiedersi se

el Aa;, < (eTak)Q, ap = Avy_1 (vp—1 = ddp, cioe vi_1 > 0, |[vi_1|1 = 1).

Conoscere una approssimazione dall’alto di p(A) avrebbe interesse perché il metodo delle potenze
inverse per il calcolo di z, che puo essere piu veloce del metodo delle potenze, richiede per essere
ben definito ed efficiente la conoscenza di una approssimazione dall’alto di p(A) (vedi dopo).

(5) Se v, nell’enunciato del secondo Risultato, fosse scelto semplicemente in R™ tale che y” v # 0,
allora x sarebbe ancora non nullo, ma la successione a; non soddisfarrebbe piu le sue belle proprieta
(e u = e non sarebbe forse pit una scelta opportuna, u =y forse lo sarebbe ma y non si conosce...).

Premessa al successivo Risultato: se A fosse anche stocastica per colonne, il problema del calcolo
di p(A) non sussiste perché p(A) = 1. Permane il problema del calcolo di z tale che Az =z, z > 0,
|z]ly = 1. (E invece ovvio qual’® il vettore y tale che y’ A =y, y >0, [ly[1 = 1: y = Le).

CASO ANCORA PIU PARTICOLARE: A > O, A irriducibile, A stocastica per colonne (si
scelgono || || e u come prima, || || = |1 eu=-¢e)

p(A) = 1 ha molteplicita algebrica e geometrica coincidenti e uguali a uno. X = [x; -+ x,] che
trasforma A in forma di Jordan

XTAX =J = [ ! 0}
0 =x
SE p(A) =1>|\j|, 7 >1, ve R")T, |v|i =1, tale che in v = az + > j=1q5%; il vettore x = az
¢ non nullo (lo & perché per quanto detto prima a = 1, vedi Nota (1))
vo=vVv. Perk=1,2,...

Vi =a, = Avi_1, o = agli =1

(Nota: a > 0, |lag|li =eTAvy_ 1 =elvi_ 1 =1 = v, = ay)

TESL: v, —z= Az, ¢, =1 — 1= p(A)

Dimostrazione. p(A) < [|A|l1 = 1 (perché A > O, A stocastica per colonne). Inoltre, ATe = e,
dunque 1 & autovalore di A. Dunque 1 = r = p(A). 1l fatto che a = 1 segue dall’epressione esplicita
trovata per « nel precedente teorema usando 1’osservazione che y = %e. (Nota: non serve piu il
discorso fatto gli altri anni: Av=Av = (1-Nelv=0=elv=0seA\#1...=a=1).0

Esempio. Discutere al variare di a € [0, 1] esistenza, unicita e calcolo dell’autovettore di Perron
della matrice A 3 x 3 con righe [0 0 1], [ 00],e [1 —a 1 0].

Per a = 1 I’algoritmo non converge (& evidente perché 1'operazione vy = Avy_1 non fa altro che
permutare gli elementi di vj_1; inoltre I'ipotesi |\;| < 1, j = 2,3, non & soddisfatta)

Per a = 0 non & ben definita la coppia di Perron (esiste z = Az, ma una delle sue componenti ¢
nulla; infatti A & riducibile)

Per a € (0,1) lalgoritmo converge (A & non negativa irriducibile e calcolando i due autovalori di
A diversi dall’autovalore semplice 1 si vede che hanno entrambi modulo minore di uno; ad es. per

a = 1/4 la matrice A ha —3 come autovalore e mg(—3) =2 > my(—1) = 1)



Coppia di Perron calcolata con il METODO DELLE POTENZE INVERSE

RISULTATO GENERALE

A e C™™ A, Xa, ..., A, 1suoi autovalori, mg(X;) = mg(N;) =t, X = [x1 --- X,] che trasforma
A in forma di Jordan

XlAX:J:[MAO]

0 =

SE 0 < A7 = Al < g — ATl Y # A

v € C" (si puo prendere tale che [[v| = 1) tale che in v = 3 ., a;x; + >, a;x; il vettore
X = )<, @;x; sia non nullo (Nota: Ax = \;x)

vo=vVv. Perk=1,2,...

1

()\f[ — A)ak = Vf_1, V= 57— 3
2]

x|k .
TESI: v — x/||x|| con ordine di convergenza O(max;. x;», ‘%‘ Ip9) (k)|)

Nota. La convergenza ¢ molto rapida se [Af — \;| << |\ — Af]

Dimostrazione. Applicare il Teorema delle Potenze a (A1 — A~L.O

CASO PARTICOLARE: A > O, irriducibile
p(A), A2, ..., A, gli autovalori di A, mga(p(A)) = mgy(p(A)) =1, X = [x1 -+ X,] che trasforma

A in forma di Jordan
0 *

SE 0 < [o(A) — p(A)] < |p(A) = Ayl ¥, # pl4) (¢ ¥j > 1),

v e (R")™*, ||v]1 = 1, tale che in v = az + >_j>1@;%; il vettore x = az sia non nullo (Nota:
Ax = p(A)x)

vo=vVv. Per k=1,2,...

— 1

(p(A)] — A)a, = Vi1, Vp=—a;
llakl1

Nota: se fosse /)/(74/) > p(A) si avrebbe a; > 0, v, > 0e¢ |[vi|1 =1
k

PV (k).

—

p(A)—p(4)

—

TESL: v, — x/||x|l1 = z con ordine di convergenza O(maxy;£,(a) o
i=p

—

Domanda: come calcolo p(A) ? Con il metodo delle potenze ?

CASO ANCORA PIU PARTICOLARE: 4 > O, irriducibile, stocastica per colonne
p(A)=1=1+¢,¢>0.

Ho quindi insegnato, come gli altri anni, le pagine 132-138 degli appunti di Roberta Piersimoni
(su applicazione della teoria di Perron-Frobenius a matrice di transizione di grafo orientato: vettore
vertexrank (pagerank), calcolo di tale vettore col metodo delle potenze, ...). Poi mi sono discostato
di nuovo e ho insegnato



SU UN ALTRO METODO PER IL CALCOLO DEL VETTORE DI PERRON (PAGERANK)

PREMESSA: come nasce il metodo di Richardson-Eulero

Integrale generale dell’equazione differenziale 2'(t) = —\z(t)+¢: integrale generale dell’equazione
omogenea associata, 2/ (t) = —\z(t), pitt soluzione particolare dell’equazione. Dunque l'insieme delle
soluzioni dell’equazione 2'(t) = —Az(t) +q & {Ce ™™ +q/\: C € R}.

(Nota. Mentre insegnavo agli studenti di AN1 come nasce il metodo di Rich.Eul., non riuscivo a
trovare una soluzione particolare dell’equazione z}(t) = —\;zi(t) + (QTb); (VEDI SOTTO A COSA
SERVIVA). Bisognava cercarla di tipo “costante”, cio¢ imporre che z;(t) = a, con a reale, fosse
soluzione, cio¢ imporre lidentita: 0 = —\;a + (QTb); da cui la formula per a: a = (QTb);/\;).

Tale integrale generale serve nella dimostrazione del seguente risultato sull’andamento (per ¢ —
+00) della soluzione di un particolare problema differenziale di Cauchy:

Siano A n X n reale definita positiva, e b e yg vettori n x 1, e si consideri il problema

y'(t) =b — Ay(t), y(0) = yo. (*)

Per t — +o0 il vettore y(t) di n funzioni soluzione di (*) tende al vettore A~'b, per ogni scelta di
Yo-

(Nota. Tale risultato & un caso particolare del risultato noto come Teorema di Perron: y'(t) =
h(y(t)), y(0) = yo, h(y*) = 0, Re(A(Jach(y*))) < 0, h € C! in intorno di y*. Tesi: esiste § > 0
tale che ||lyo —y*|| < d = y(t) — y").

Dimostrazione. Osservando che A = QAQT, A = diag()\;, i = 1,...,n), A; > 0, il sistema
differenziale diventa QTy’(t) = QTb—AQTy(t) e ponendo z(t) = QTy(t), si ottiene z'(t) = —Az(t)+
Qb il cui integrale generale ora possiamo dire che &

z(t) = diag (Cj,i = 1,...,n)(e )", + A71QTb.

dove C; sono costanti generiche. Dunque y(t) = Qz(t) = Qdiag(Ci,i = 1,...,n)(e M), +
QA'Q”Db. E evidente che y(t), per ogni scelta delle C;, tende a QA™'QTb = A~'b quando ¢ tende
a +0o (questo perché i \; sono positivi).

In conclusione, se A ¢ reale definita positiva, per ogni scelta di yo, la soluzione y(t) del problema
differenziale (*) viene attratta, per ¢ — 400, dalla soluzione del sistema lineare Au = b, cioe¢ da

A~'b. O

Dunque, ogni metodo numerico che risolve il problema differenziale (*) su [0, +00) & anche un
metodo numerico che risolve il sistema lineare Au = b.

In aula ho illustrato il noto metodo di Eulero per risolvere (*), che consiste nel sostituire y’(¢)
con un rapporto incrementale, (y(t+dt) —y(t))/6t = b— Ay(t) + O(dt), scrivere I'identita ottenuta
solopert =1t :=kxdt, k=0,1,2,3,...:

(y(ti + 0t) = y(tx))/6t = b — Ay(tx) + O(6t),

(v(tes1) — y(5))/0t = b — Ay(ti) + O(3t)

e, a partire dal vettore n, approssimante il vettore soluzione esatto y(ty), definire il vettore g1
approssimante il vettore soluzione esatto y(tx1) tramite I'identita:

(nkJrl — nk)/(St =b— A?]k, k= 0, 1,2,3, ce



ovvero tramite 'identita
Ne+1 = Nk + 0t(b — Ang), k=0,1,2,3,... . (+)

Ponendo 1y = y(0) = yo, vorremmo che i vettori 1 generati con (+4) fossero buone approssimazioni
dei vettori esatti y(tz). In particolare vorremmo che, come y(t;) — A~'b, si ha anche che 1 —
A~'b, quando k — +o00.

Teorema (RE) [caso reale]. Dato un sistema lineare generico Mu = ¢, M € R™ " det(M) # 0,
c € R", esso & equivalente all’equazione di punto fisso u = u + w(c — Mu), con w € R w # 0
parametro fissato. E quindi ben definita la successione di vettori

u € R", upy =ug +w(c—Mug) =1 —wM)ug +we, k=0,1,2,... . (RE)

Si osserva che u — uy = (I — wM)*(u — ug). Se u —u;, — 0, Yug, allora si dice che (RE) &
convergente.

(i) (RE) & convergente se e solo se p(I —wM) < 1 (risultato ben noto dalla teoria generale sui
metodi iterativi stazionari per la risoluzione di sistemi lineari)

(ii) (RE) & convergente se e solo se Re(\;(M)) > 0 (oppure Re(A\;(M)) < 0) Vi. Nel caso
Re(\;(M)) > 0 (oppure Re(\;(M)) < 0) Vi, tutti e soli i valori di w per cui (RE) converge sono in
un intervallo del tipo (0,w,) (oppure (—wy,0)) per un wy > 0.

(iil) Se M & definita positiva (cioe A = AT e vIMv > 0 ¥v € R" non nullo), allora (RE)
converge se e solo se w € (0,2/ max; \j(M)) e woyr := 2/(min; \;(M) + max; A\;(M)) & tale che
p(I —weM) < p(I —wM) Vw # woe.

Dimostrazione. Lasciata al lettore. [J

Il Teorema ci dice che:

1) Eulero applicato a (*) non ¢ altro che (RE) applicato ad Au = b, con ug = yo;

2) Eulero applicato a (*) genera una successione 7 convergente ad A~ 'b a patto che &t sia
sufficientemente piccolo. Pitl precisamente, 7, — A~ b se e solo se 6t € (0,2/ max; \;(A)).

Il metodo (RE) fu introdotto da Richardson come metodo per risolvere sistemi lineari. Abbi-
amo visto che esso puo essere ottenuto applicando il metodo di integrazione numerica di Eulero al
problema (*). Per questi motivi esso ¢ noto come metodo di Richardson-Eulero.

(RE) PER IL CALCOLO DI p = (P")"p, p >0, ||p|l1 =1

Sia G un grafo orientato di vertici 1,2,...,n. Sia deg (¢) il numero di archi uscenti dal vertice
idi G (1 =1,...,n). Sia P la matrice di transizione di G: P;; = 1/deg (i) se c’¢ un arco da ¢ a
j, e Pj = 0 altrimenti. Sia P’ = P +dv7, d; = 5deg ()0 (d =dangling page indicator), v > 0,
|v|l1 = 1 (v =personalization vector). Sia P” = cP’ + (1 —c)ev!, ¢ € (0,1), ¢ vicino a 1.

Sia p il vettore vertexrank (pagerank), cioe l'unico vettore che soddisfa le proprieta

p>0, |pli=1 p=(P")p.

E semplice verificare che p si ottiene risolvendo un sistema lineare. Infatti,

dato a tale che (I — cPT)a=v, ¢€(0,1), cx1, v>0, |v]|1 =1, sihap= 2



Per risolvere il sistema (I — cPT)a = v si puo usare (RE), infatti gli autovalori della matrice dei
coefficienti I — cPT hanno parte reale positiva (perché |P|lo < 1). Quindi (RE) & alternativo al
metodo delle potenze nel calcolo di p.

Lezione 2 Dicembre 2013

Inizialmente un riassunto:

b € R", A reale definita positiva

I affermazione: y(t) tale che (1) y'(t) = b — Ay(t), y(0) = yo, converge ad A~'b quando
t — 400 (Vyo)

IT affermazione: Il metodo di integrazione numerica “di Eulero” applicato a (1)

((2) no =y(0) = yo, mk+1 = ni + 6t(b — Any), k= 0,1,2,... (mp = n(két) = y(tk)))
genera una successione di vettori {1} che converge ad A~ !'b se e solo se 6t € (0,w*), con w* > 0
opportuno, cioe se 0t & abbastanza piccolo.

I affermazione: segue dall’espressione esplicita di y(t).
IT affermazione: (2) coincide con (RE) applicato ad Au = b, che converge se e solo se w €
(O, 2/ max; )\Z(A))

NOTA: Le affermazioni I e II sono ancora vere nell’ipotesi pitt debole Re();(A4)) > 0, V.

Dimostrazione. I affermazione: segue dal Teorema di Perron, oppure direttamente dall’espressione
esplicita di y(t) che si ottiene utilizzando la rappresentazione di Jordan A = XJX ! di A. II af-
fermazione: il metodo (RE) applicato ad Au = b converge se Re(\;(A)) > 0, Vi (vedi il Teorema
(RE)). O

Il vettore pagerank p risolve sistemi lineari:

(I —cPla=v,p= ma (Nota: a > 0, PT & quasi-stocastica per colonne)

Esercizio: dimostrare che (I—c(P')T)p = (1—c)v (Nota: 1 & autovalore di (P")” con molteplicita
algebrica e geometrica coincidenti > 1 (vedi nostro Libro); (P’)T & stocastica per colonne con
autovalori 1, N}, j =2,...,n, [\j| <1)

p come limite di successioni di ddp (distr. discr. di prob.):
Potenze a (P")”
p’ >0, [’ =1, p**! = (P")"p" k=0,1,... (Ip* - pll = O(*p(k)])).
Potenze inverse a (P”)T (14 ¢ ¢ una approssimazione di 1 !)
vy > 0, ||V0H1 = 1, (I - 1—_}_\5(P”)T)ak = 1—_ka_1, Vi = ak/HakHl, k= 1,2, N

(e > 0; [[vi — |l = O(le/(1 — ¢+ ¢)|¥|p(k)|), p(k) lo stesso polinomio dell’altra successione; il
fattore [p(k)| non c’¢ se P” & diagonalizzabile; (P”)T & stocastica per colonne positiva con autovalori
LA =c\,j=2,....,n, [N] = (1+¢)|>1—-c+e)

= In tre casi occorre saper risolvere sistemi del tipo (I — 7A)x =y, cony > 0, 7 < 1 7 vicino
al, p(A) <1, A> O, A quasi-stocastica oppure stocastica per colonne, A tale che A per vettore
costa poco. Nota: x > 0.

In generale non conviene usare metodi diretti, soprattutto se n & grande. Se ad esempio la matrice
A ha O(n) elementi che la definiscono non ha senso con una decomposizione di tipo LU o QR di
I —7A andare a produrre altri O(n?) numeri che la definiscono (per poi dover risolvere due sistemi di



complessitd O(n?)), anche perché il calcolo di tali decomposizioni puo richiedere troppe operazioni,
fino a O(n3). 1l fatto che I'operazione “A per vettore” costa poco, suggerisce invece 1'utilizzo di
metodi iterativi per la risoluzione di sistemi del tipo (I — 7A)x = y. Infatti, lo spazio richiesto per
la loro implementazione puo essere minimo, dell’ordine del numero dei parametri che definiscono
A; e minimo puo essere anche il costo di ogni iterazione, dell’ordine del costo dell’operazione “A
per vettore”. Se si usano metodi iterativi, pero, e importante che questi convergano abbastanza
rapidamente, cioe che non richiedano troppe iterazioni per produrre una buona approssimazione
della soluzione.

Esempio. Re(\;(I —TA)) > 0 = per risolvere (I — 7A)x =y usare (RE) con w € (0,w*):
xg ER", I =xI pw(y— (T —-7A)X) =T —w(l —7A)x’) +wy = Hw)x’ +wy, j=0,1,... .

Si osserva che p(H (1)) <7 < 1. Dunque w* > 1. Inoltre si puo dimostrare che p(H (1)) < p(H(w))
Yw # 1, cioe la scelta w = 1 ¢ ottimale. Quindi la massima rapidita di convergenza ottenibile con
(RE) & O(7*|p(k)|) (perché c’e il fattore p(k)?)

Domande: x

minimo?

come si sceglie nei tre casi? Per quale delle tre A il polinomio p(k) ha grado

Nel caso A = PT o A = (P')T, tale rapidita di convergenza non ¢ migliore di quella del metodo
delle potenze applicato a (P")T.

Ma se w potesse essere una matrice, forse si potrebbe rendere piu piccolo p(H(w)) ... Vedi la
Lezione di Francesco del 5 Dicembre 2013.

Ho assegnato, come gli anni scorsi, 'esercizio di Langville e Meyer, un grafo di 6 vertici (ho
citato un loro libro sull’argomento).

Esercizio: matrice di transizione associata a voi (... ha il cellulare di ...)

Ho insegnato, come gli anni scorsi, le pagine 139 ((P”)T - z costa quanto PT -z) e 140 (a che
serve p, Google come usa p?) degli appunti di Roberta Piersimoni.

OSSERVAZIONE

Discretizzando problemi differenziali di tipo ellittico con condizioni al bordo, si ottengono in
particolare due sistemi lineari Mx = ¢ dove M e rispettivamente

al -1 0 0
-1 a2 -1 0. 0
0 -1 az —10 0
M= (tridiagonale n x n) (1)
0 0 —1 Ap—1 —1
0 0 -1 ap |

con elementi diagonali a; numeri reali maggiori o uguali di 2, e

B -I O .. O
-I B O .. O

M=1 . . ... O | (tridiagonale n x n a blocchi) (2)
-1 B -1

o . O —-I B



con

4 -1 O )
-1 4
B=| . 0 (tridiagonale n x n)
-1 4 -1
o . O -1 4

(Nota: quest’ultima M & n? x n?).

Entrambi tali sistemi sono equivalenti a un sistema del tipo (I — A)z = y con la matrice A non
negativa, quasi-stocastica per colonne (se per quasi-stocastica per colonne si intende che la somma
degli elementi di ogni colonna fa un numero compreso tra 0 e 1), e tale che p(4) < 1.

Dimostrazione. Per il primo sistema, basta moltiplicarne la prima riga per 1/aq, la seconda per
1/ag, ... , I'ultima per 1/a,; per il secondo sistema & ancora piu facile, basta moltiplicarlo per 1/4.
O

Appendice: Teorema di Gershgorin rafforzato (tratto dal nostro libro)

Ad ogni matrice A € C™*™ si possono associare i seguenti n sottoinsiemi di C, detti cerchi di
Gershgorin:
K;, = {Z eC: |z—aii| < Z |CLZ‘J’|}, 1=1,...,n.
Jij#
Notiamo che i cerchi K; sono chiusi, quindi indichiamo con K; = K;\(0K;) la loro parte interna.

Teorema 3.1 (Gershgorin) Sia A € C™*™ e A un generico autovalore di A. Sia x un autovettore
di A corrispondente all’autovalore A\, e Z C {1,2,...,n} I'insieme degli indici 7 per cui |z;| = ||X]|co-
Allora valgono le seguenti affermazioni:

1. A€ K; perognii €.

2. Se A ¢ irriducibile e Z # {1,2,...,n}, allora 37 € 7 tale che A € K,.

Quindi, si ha sempre che A € U;K;, e, nel caso particolare in cui A ¢ irriducibile, si ha piu
precisamente che \ € (UZKZ) U (N;0K;).

Dimostrazione. Dall’identita Ax = Ax segue che Zj aijT; = A4, Zj:#i a;ijr; = (A — ay);,

A= aiillzi) <Y lagllzsl, i=1,2,... . (3.1)
JiJ#i

Per dimostrare il punto 1 basta osservare che scegliendo ¢ € Z in (3.1) si ottengono le disuguaglianze
IA—aiil <3752 lais|, i € Z. Per 2, sinota che, poiché A & irriducibile, deve necessariamente esistere
almeno una coppia di indicir € Z e k € {1,...,n}\Z per cui a,; # 0. Quindi (3.1) con ¢ = r implica

N =l < D anllagl = Y anillagl+ D lasllag] + lank |2k

jig#r jET:j#r JET: j#k
< Y anillzel+ D0 lagllae] + larkllze] = |z > lar],
JET: j#r JET: j#k jig#r

dove la diseguaglianza stretta segue dal fatto che |zx| < |z,| € a, 0. O



Problema di Cauchy:

Data una funzione di due variabili f(t,u) e due numeri reali xg, yo tali che f & ben definita e
continua in un intorno di (zg,yo), si puo considerare il problema di chiedersi se esiste, se & unica, e
se & possibile determinare una funzione y(t), y € C! in un intorno Z di zg, tale che

y'(t) = f(t,y(t)), t€Z, ylxo) = yo.

Esempio. Si consideri il seguente problema di Cauchy:

y'(t) =y(t), te R, y(0)=0. (*)

Esiste un numero infinito di funzioni y(t) € C*(R) soluzioni di (*). Esse sono

y(t) = { { ?t—;—c)2 i; :2 : ¢ € (—00,0] }

Si consideri il seguente problema di Cauchy:
y'(t) = ~y(t), t eR, y(0) =0. ()
Esiste un numero infinito di funzioni y(t) € C*(R) soluzioni di (*). Esse sono
0 t>—c
y(t) = { { (e o g ¢ CE0,F00) 3
Si consideri il seguente problema di Cauchy:

y'(t)=Iy@)l, te R, y(0)=0. (*)

Esiste un numero infinito di funzioni y(t) € C*(R) soluzioni di (*). Esse sono

(t—EC/)Q t> —
y(t):{ 0 —d>t>—c : € (~,0], cE[O,—i—oo)}.

—(H9)? t<—c

(Dimostrare queste affermazioni!). Quindi ci sono problemi di Cauchy la cui soluzione non & univo-
camente definita.

Si noti che le funzioni f(¢,u) che definiscono le tre equazioni differenziali dell’esempio, cioe
ft,u) = u, V/—u \/m , pur essendo continue ovunque, non sono Lip., rispettivamente, nell’intorno
destro, nell’intorno sinistro, e nell’intorno circolare di yo = 0 (per la Definizione di Lip. vedi piu
avanti). Dunque non sono soddisfatte tutte le ipotesi del ben noto Teorema di Esistenza e Unicita
della soluzione di un Problema di Cauchy enunciato qui sotto. L’esempio di cui sopra mostra anche
che per avere I'unicita della soluzione di un problema di Cauchy, & necessaria l'ipotesi di Lip. di
f(t,u) rispetto ad v in un intorno di t = g e u = yo.

Teorema. Sia f : R? — R continua in [a,b] x R e Lip. rispetto al suo secondo argomento, cioe

|f(t,u) — f(t,v)| < Llu—vl|, Yt € [a,b], Vu,v € R.



Sia (x0,%0) € [a,b] x R. Allora 3! y € C*([a,b]) tale che

y'(t) = f(t,y(t)), t € [a,b], y(zo) = yo.

Inoltre, se in tale funzione si mette in evidenza la sua dipendenza da yo, allora, per t € [a, b], si ha

ly(t, yo) — y(t, o)| < eXt=20lyg — gol.

Ne segue che, se la costante di Lip. & grande, una piccola variazione del dato yy pud comportare
una grossa variazione di y(t, yo).

(Nota: i risultati enunciati continuano a valere con l'insieme [a, b] x R ovunque sostituito da un
insieme di tipo K = [a, b] X [¢, d]; perd, in questo caso, la funzione y(¢) & ben definita, & C! e soddisfa
lequazione differenziale in un intorno di zy (contenuto in [a,b]) che puod non essere prolungabile a
tutto [a, b]).

Lip.

Una funzione g(x), g : R” — R si dice Lip. in K C R” (si puo immaginare K come la chiusura
di un aperto convesso limitato) se esiste una costante L > 0 per cui ||g(x) — ¢(X)|| < L||x — X|| per
ogni x,x € K. (Notare che g Lip. in K implica g continua in K, anzi uniformemente continua,
visto che K & un compatto).

Una funzione g € C1(K) ¢ Lip. in K. Dimostriamolo solo nel caso n = m = 1, in cui K & un
intervallo chiuso e limitato della retta reale: si ha

l9(x) = 9(&)| = |g'(€)(z — #)| < max g’ (w)||z 2],

¢ Eminimo intervallo contenente x e #; quindi basta porre L = maxy,ecx |¢'(w)].

Non ¢ vero invece che g Lip. in K implica ¢ € C'(K). Vediamolo di nuovo solo nel caso
n=m = 1. Ad esempio g(z) = |z — 1| ¢ Lip. in [0,2] (dimostrare che ¢ Lip. in R!), ma ovviamente
non & C! in [0, 2].

Sempre nel caso n = m = 1 diamo un esempio di funzione g continua in K che non & Lip. in
K. Sia g(z) = \/|z[. In [0,1] (0 in [~1,0] 0 in [~1,1]) la funzione g & ovviamente continua, ma non
¢ Lip.. Ad esempio, la condizione |g(z) — ¢(Z)| < L|x — Z| non puo essere soddisfatta per Z =0 e
x = 1/n, al variare di n € N; infatti le disuguaglianze

1 1

1 1
~) — < LIZ—0l=L=
9) —9(0)| = T < Ll 0/ = Lo, meN,

comunque grande si scelga L > 0, non possono essere tutte contemporaneamente verificate.

Le funzioni f(t,u) dell’Esempio f(t,u) = v/u, v/—u +/|u| non soddisfano la condizione
F(tw) = F(t,0)] < Liu— o], ¥t € T, Yu,v e T

(Lip. di f rispetto al suo secondo argomento), comunque si scelga Z intorno di xy = 0, e comunque
piccolo si scelga 7', rispettivamente intorno destro, intorno sinistro, e intorno circolare di yg = 0.



Questo risultato, per quanto visto sopra, ¢ evidente. Tuttavia lo riotteniamo qui sotto, facendo
anche altre considerazioni.
Sia f(t,u) la funzione definita su R? dall’identita:

f(tvu) = m

Studiando il grafico della superficie f, si osserva che essa ¢ continua su tutto R?, e che perd f ¢
C1(R?). Pitu precisamente si vede che f € C1(R*\{(¢,0) : t € R}).

Ci si chiede ora se f & Lip. in un insieme K contenente il punto (0,0). Sappiamo che se fosse
f € CY(K), f sarebbe Lip. in K (vedi sopra), ma f ¢ C'(K). Dobbiamo allora vedere direttamente
se, per qualche L > 0, ¢ verificata la condizione:

[f(t,w) — f(E D) < LIt w) = E D), V() (F8) € K.
Notiamo che quest’ultima condizione, per il fatto che la nostra f(t,u) non dipende da ¢, diventa

|\/m_ \/W| < LH(t’u) - (~’ﬂ)H’ V(t’u)’(N’ﬂ) €K,

che si riduce a
[V ul = vl]al] < Liju —all, Vu,i € [e,d] (%)

([e, d] =ordinate dei punti di K). Si noti che 0 € [¢,d] e che dunque, per quanto visto sopra, (**)
non puo essere soddisfatta per nessun L > 0.

Nota. Se f fosse stata la funzione f(t,u) = |u|, allora f sarebbe stata Lip. in K contenente
(0,0). In tal caso, bastava scegliere L = 1 (dimostrarlo!).

Se f fosse stata la funzione f(t,u) = u?, allora f sarebbe stata Lip. in K contenente (0,0). In
tal caso, bastava scegliere L = max, zc[. q [u + @] (dimostrarlo!).

Esercizio. Calcolare la soluzione dei problemi di Cauchy y/(t) = —200ty(t)?, y(—1) = 1/101, e
y'(t) =y(t)* y(1) = ~1L

Esercizio. Calcolare la soluzione del seguente problema di Cauchy del secondo ordine y”(t) —
4y'(t) + 3y(t) = t, y(0) = 4/9, v'(0) = 7/3. (Nota: le equazioni differenziali del secondo ordine di
solito hanno un insieme di soluzioni dipendente da due parametri). Scrivere il problema nella forma
di un problema di Cauchy del primo ordine ma relativo a un sistema di due equazioni differenziali,
cioe nella forma:

Zi(t) = fi(t,z1(t), 22(t)), Zé(t) = fa(t,z1(t), 22(t)), 21(0) = Z?’ 2(0) = Zg’

ovvero z'(t) = f(t,z(t)), z(0) = 2.



IT esonero di Elementi di Analisi Numerica (Novembre 2013)

(1) Dimostrare che, per ogni a, b, c € R, almeno un autovalore della matrice

1 -2 1 -3

A_| 2 4 -11/6 5/6
S| 1 -11/6 @ b
-3 5/6  -bi ¢

¢ nell'intervallo (—1/9,1/9). (Suggerimento: due colonne di A sono quasi linearmente dipendenti).

(2) Sia A la seguente matrice:

3 V32 4
A=1|+V3/2 2 V3
boovE 0

(i) Mediante una trasformazione per similitudine unitaria, trasformare A in una matrice del tipo

c 0 3 6
p-[& %] o[ 1) sem e

(usare il metodo di Givens che trasforma una matrice piena in una di Hessenberg). Dunque —1 &
autovalore di A e gli altri due autovalori di A sono quelli di C.

(ii) Sia M = B + z(esel + esel), x € R. Esiste un valore di  per cui det(\] — M) ha due
radici reali e coincidenti?

(iii) Calcolare gli autovalori di C effettuando un passo del metodo di Jacobi.

(iv) Sia Cy = C e siano My, Ny 2 x 2 tali che Cyp = MyNy. Posto Cy = NyMj si osserva che
Cy = My LcoMy e dunque C; ha gli stessi autovalori di Cy. Confrontare tra loro le tre matrici
C’fLU), C’fLLH), C’fQR) ottenute utilizzando le decomposizioni LU, LL¥, QR di Cy, e prevedere la
struttura di C’&L,U), C(%LH), C’égR). (Facoltativo: notare che C’fQR) = CéLLH)).

(v) Introdurre Ag 2 x 2 tale che esistono Lg, Uy per cui Ag = LoUp, ma non esistono L, U; tali
che Ay := UyLg = LUy, cioe anche se A n x n ammette la decomposizione LU, il generico passo
del metodo LU per il calcolo degli autovalori di A puo non essere ben definito.

(3) (i) Sia A la seguente matrice n x n:
0 1
A=pul + ) , weER.
0

Sia A(e) la perturbazione di A definita dall’identita A(e) = A—f—seie;‘-F, e >0, esia 0(A(e)) l'insieme
degli autovalori di A(e). Calcolare, in funzione dei valori di ¢, 7, le possibili espressioni di

max Ae) — ul.
/\(E)EU(A(E))| () =l



(ii) Nel punto (i) si & visto che gli autovalori di una matrice A con molteplicita algebrica maggiore
della geometrica possono essere molto sensibili a variazioni degli elementi di A.

In questo punto si mostra che una perturbazione O(e) degli elementi di A implica una pertur-
bazione dei suoi autovalori semplici che non puo essere di ordine maggiore di O(e).

Siano A € R™ ™ X un autovalore semplice reale di A, e x,y € R™ non nulli tali che Ax = Ax
eyl A= \y!. (Facoltativo: dimostrare che y’x # 0, ad esempio utilizzando la decomposizione di
Jordan di A).

Sia C' € R™™". Per € € R siano A(¢) € R e x(¢) € R" l'autovalore e 'autovettore della matrice
A+¢C che per e = 0 coincidono rispettivamente con A e x. E noto che A(e€) & una funzione analitica
di € in un intorno di 0.

Usando l'identita (A + £C)x(e) = A(e)x(e), dimostrare che

yT'Cx
yTx

AMe) = A0) = Le + O(¢?), L=

e, nel caso in cui A e C sono simmetriche, dare una limitazione per |L|.



(4) La principessa erede al trono, 1'ultimo giorno della sua visita alla citta di Roma, salutando
i giornalisti in una maestosa sala di un palazzo romano, si accorge che tra di essi vi sono anche le
due persone che il giorno prima ’hanno accompagnata in giro per Roma, alle quali aveva nascosto
la sua vera identita e da una delle quali si era separata con profondo dolore.

Conservandosi calma continua il suo discorso; € allo stesso tempo commossa, per avere ancora di
fronte a se la persona amata, e timorosa, che quelle due persone potessero anche metterla in ridicolo
riferendosi, in un loro eventuale intervento, alle cose che lei aveva fatto con loro in giro per Roma
il giorno prima, cose non molto opportune per una principessa.

La persona amata effettivamente interviene con una domanda, ma dalle parole di tale domanda
risulta alla principessa evidente che essi avrebbero tenuto segreto il loro incontro del giorno prima
e cosl ella si tranquillizza.

Al termine della conferenza stampa ella esprime il desiderio di salutare personalmente alcuni dei
giornalisti, confidando che in questo modo avrebbe potuto salutare da vicino, ancora una volta, la
persona che il giorno prima I'aveva fatta sentire tanto bene.

Quando lei arriva presso i due giornalisti suoi conoscenti, essi approfittano dell’occasione per
restituirle, in una busta da lettera, delle cose che il giorno prima le avevano sottratto a sua insaputa.

Cosa le avevano sottratto?



(B. Iannazzo) A n x n, A > O, A irreducible, a > p(A).
M=ol — A, My = [ L O }M.
0 - n—k
A A ] [ al — Ay —Ap ] [ al — A —An
A == = M = s M —
[ A1 Az —Ao ol — Ap * Aay A —al

Prove that

(i) My has k eigenvalues p1,. .., ux with real part greater than o — p(A), and n — k eigenvalues
k41, - - bn With real part smaller than p(A) — a.

(ii) Let fu, prg+1 be such that |ug| = minj—y g [ps], |pe+1] = minj—gi1, n|ps]- Then py and
Wi+1 are real.

Proof of (i).

By P.F. theory, p(A) is positive, p(A) is a simple eigenvalue of A, and there exists z > 0
such that Az = p(A)z. Set e = [L1... 1]7 and D = d(z). Then ADe = p(A)De and therefore
D~ 1ADe = p(A)e. So we have

1
D '——ADe =
pA) T

ie. DilﬁAD is a non negative, irreducible, stochastic by rows matrix. Then

1 1
— D 'MD=-%_T_D '~ AD=6I—-R

p(A) p(A) p(A)

with R > O, irreducible, stochastic by rows, and § = ﬁ >1=p(R).

The ith Gershgorin circle of 61 — R = ﬁD’lMD is C(0 — r4,1 —ri;). So, all Gershgorin
circles of 61 — R = ﬁDilMD pass through the point § — 1. Note that § — 1 is an eigenvalue of

_ _1 p-1
0l — R = p(A)D MD.
. . . . _ Ik; O o _ Ik; O L —1 .
The ith Gershgorin circle of * = [ O I, ] (601 — R) = [ O —I, ., ] ;DT MD s

C6—ril—ry),i=1,...,k, and C(ry — 0,1 — 1), i = k+1,...,n. So the first k£ of such
Gershgorin circles pass through the point § — 1, and the remaining n — k pass through the point
1 — 6. Note that § — 1 and 1 — ¢ are not eigenvalues (if 1 <k <n —1).

Then, by the three Gershgorin theorems, k eigenvalues of * have real part greater than o/p(A)—1
and the remaining n — k have real part smaller than 1 — a/p(A).

I )
—_1 p-1 k
Note that * = p(A)D { O —I, . } MD.
. 1 I, 0]
Thus k eigenvalues of — 0 M have real part greater than «/p(A) — 1 and the
—in—k
remaining n — k have real part smaller than 1 — a/p(A).
I, O

0 - n—k
remaining n — k have real part smaller than p(A) —a. O

01
1 0

So k eigenvalues of My = [ } M have real part greater than o — p(A) and the

Example. If R = [ ] , then the eigenvalues of 0/ — R are 6 — 1 and 6 + 1.



0
-1
one of them is greater than § — 1 (v/§%2 — 1) and the other one is smaller than 1 —§ (—v/62 — 1).

Proof of (ii).
R n xn, R> 0, R irreducible, R stochastic by rows, § > p(R) = 1.

If 6 > 1, the eigenvalues of [ (1) ] (61 — R) are £v 62 — 1. Note that they are real, and that

M =6 —R, My = L O ]M.
0O - n—k
Ry1 Rio } [ 0l —Ri1 —Rio ] [ 0l —Ri1 —Rio
R == = M == s M —
[ Ro1  Rao —Ry1 61 — Ro * Roy Rop — 01
We know that
(1) My has k eigenvalues ] ,... ,)\g with real part greater than 6 — 1, and n — k eigenvalues
Abg1s- -+ A, With real part smaller than 1 — d.

We want to prove the following assertion:

(ii) Let )\;,)\,;H be such that \)\;] =minj_; ])\;r], At | = minj—py1 ])\J_\ Then )\2_' and

)‘k+1 are real.

Introduce the notation

s e s e

MiXy =X, Jy, MoX_=X_J_,

where on the diagonal of J, there are )\f, e )\Z, and on the diagonal of J_ there are A, ,..., A,
Then the eigenvalues of the matrix

My — X_|X_]7HO Ln_pxn_i] My = [ *’3’“ o : ) ] (1)
n—kXxXn—

are the eigenvalues of Jy plus 0 with multiplicity n — k; and the eigenvalues of the matrix

Okxk O ]

My — X [X 17 Tk OIMz = [ *  kp_kxn—k 2
n—kXn—

are the eigenvalues of J_ plus 0 with multiplicity k. (Proof: apply the result (iii) of Exercise 4 of I
esonero EAN for X = X and WH# =[O I}, and for X = X, and W = [I O], respectively).
It follows that the upper left k& x k submatrix of (1),

61 — (Ry1 + [X_1|X_|""Ra1)
has the eigenvalues of J; and the lower right n — k x n — k submatrix of (2),
—01 + (Roa + [ X4 ][ X417  Rap)

has the eigenvalues of J_.



If Ryp + [X_ ][ X_|"'Ro; and Ros + | X4 |[X ] ' Ry2 are well defined (i.e. |X_]| and [X,] are
invertible) and nonnegative (!!'we will show that these assumptions are verified when k& = n — 1!I1),
then we would have

)\g =0 — p(Rll + [X_-l I_X_J_lel) and )\l;rl = -0+ p(RQQ + |_X+J fX+-|_1R12),
and Re()\;r) >\, V)\;r # A\, and Re(N;) < Agyq, VA; # A, Le. we would have the thesis.

Case k =n—1:

In this case J_ is 1 x 1 and is the only eigenvalue of My with real part less than 1—4§. Moreover,
it J_ must be real because otherwise also its conjugate would be eigenvalue of My (M4 has real
entries!) and thus My would have two eigenvalues with real part less than 1 — ¢, against the II
Gershgorin Theorem.

Moreover, [ X_| # 0, in fact [ X_| = 0 would imply (6] — Ry)[X_] = [X_]J_ with [X_]#0
i.e. J_ would be an eigenvalue of 6 — Ry and this is not possible since the eigenvalues of 61 — Ry
have real part greater than § — 1.

Also, [X_] must verify the equation (6 — Ry1)[X_] — Ri2|X_] = [X_]J_, thus [X_] =
(6 = J)I — Ry1) 'Ryp| X_| with 6 —J_ > 8 > p(R) =1 > p(Ry1). So

(X ] = ((6—=J)—Ru) "Ria| X |
= (5 — J,)_I(I — 5T Rll)_lng LXfJ
+oo 1
= (6-J)! Z mR’flRm | X_].
k=0 -
Since 01 — (Ry1 + [X_ ][ X_ J_lel) has the eigenvalues of J,, and since Ry + [X_]|X_| 'Ry =
Ryp+(0—J )71 +°° WRHRngl is a nonnegative matrix we can say that an eigenvalue of

Jyis 0 — p(RH +(0—-Jo)” Zk 20 J T R11R12R21> call it )\;, and thus the eigenvalues of J

different from )\g have real part greater than )\;r.

Dal T esonero di EAN (dell’Ottobre 2013)
4) Siano: A generica n x n (a;; € C),
X n x k (k <n) con colonne linearmente indipendenti tale che AX = X.J per una matrice k x k J,

Y n x (n — k) tale che la matrice n x n [X Y] & non singolare. Dimostrare che
(i) Esiste una matrice (n — k) x (n — k) B tale che

X Y] 'A[X V] = { ]
(ii) (Facoltativo) Per ogni matrice k x n W tale che det(W X) # 0 si ha
(X Y]—l(A - XJ(WHX)—IWH)[X Y] = [ g g ] .
(iii) Per ogni matrice k x n W tale che det(W*X) # 0 si ha
X Y]*1<A - X(WHX)*IWHA) X Y] = [ g *;' }

e WH (A - X(WHX)’lWHA) & la matrice nulla & x n.



I esonero di Elementi di Analisi Numerica (Ottobre 2013)

1) (i) Posto Z = fl\/g T +1x2 dz, trovare le approssimazioni Z 5_; e Z,5_, diZ fornite dalla formula

dei trapezi e dedurne, tramite il metodo di estrapolazione di Romberg, I’approssimazione di ordine
superiore Z s5_, . (Facoltativo: notare che Z 55_, approssima Z molto meglio di Z 5_,).

2 2 4
(ii) Si puo dire che la successione di approssimazioni Z 5_,, k =0,1,2,3,..., & non crescente?

ok
2) Sia fi(z) = Y12 By (z)t"/nl.
(i) Dimostrare che fi(z) soddisfa le due condizioni & fy(z) = tf;(z) e fol fi(z)dez = 1.
(ii) Dedurne una formula chiusa per f;(z).

3) Si vuole approssimare ¢(1 +¢) = 3.7 rllﬁ uniformemente per € € (0, 2].

(i) Usando la formula di Eulero-Maclaurin, trovare una funzione p(g,m,k), e e R*, m > 1, k >0
(m,k € Z), per cui vale 'identita

~+00 1
Z m = @(Evmv k) + uk+1(oo)7
r=m

dando una maggiorazione per |ug11(c0)| (in funzione di e, m, k).

(ii) Usare la maggiorazione ottenuta nel punto precedente per trovare una costante M, ;, tale che
|tug41(00)| < My, per ogni € € [1,2].

(iii) Porre m = 2 e, valutando la costante M, j, del punto precedente per k = 0,1,2, ..., determinare
il minimo valore di k per cui

1

H1+¢(e,2,k)} —c(1+¢)| < 55

Ve ell,2].

(Quest’ultimo risultato vale in realta per ogni e € (0, 2], con lo stesso k).
4) Siano: A generica n x n (a;; € C),
X nxk (k <n) con colonne linearmente indipendenti tale che AX = XJ per una matrice k x k J,

Y n x (n — k) tale che la matrice n x n [X Y] & non singolare. Dimostrare che
(i) Esiste una matrice (n — k) x (n — k) B tale che

-1 . J %
(X Y] A[XY]—[O E
(ii) (Facoltativo) Per ogni matrice k x n W tale che det(W# X) # 0 si ha
O « ]

X Y]—l(A—XJ(WHX)—le) X Y] = [ O B

(iii) Per ogni matrice k x n W tale che det(W* X) # 0 si ha
-1 Hy\—1yH O
X Y] (A—X(W X) WA)[XY]:[O B].

e WH (A _X(WHX)twH A) & la matrice nulla k x n.



(iv) Posto

01 0 0 11
a 0 1-a 0 1 -1 10

A=lo b 0o 1-p ¥ 10 ’J_[o —1]’
00 1 0 1 -1

si osserva che AX = XJ; dunque lo spettro di A & del tipo o(A) = {1, —1, A3, \y}. Osservare che si
puo usare il risultato in (iii) per
H [ 1000 }

0100

e, quindi, introdurre una matrice 2 x 2 i cui autovalori sono A3 e \4.



