(10)
A lezione si & visto che se I = ff flx)dx, I, = h[@—kzz;ll f(a—&-kh)—!—%b)],
h = b;—l“, e f ¢ sufficientemente regolare in [a, b], allora esistono ¢; € R tali che

I =1, +c1h? + eoh* + csh® +

(per ottenere tale risultato si ¢ utilizzata la formula di Eulero-Mclaurin). Da
questo sviluppo di I segue che

I =13, + 6132h2 + 6234h4 + 0336h6 +...,
321 = 321}, + 3%c1h? + 3%cah* + 3%c3hS + ... |
(32— 1)I = 3%}, — I3, + (3% — 34)02h4 + (32 =35 c3h® + ... |
I= —3_3 In—lan +02h4+03h6
Ovvero, il numero I, = %{“, definito in termini di due approssimazioni di
I di ordine O(h?), & una approssimazione di I di ordine O(h%).
Ad esempio, se f(z) = %, a=1b=2,siha

321,
3

2 n—1
1 1.1 1 1 1
I = —dzr =1 2,11 = —[= -1, h=—.
/1 g 4T T %8s 1 n[2+; 1+I€% +4]’ n

In particolare I; = 1-[1+1] = (2), 1

7

10° )
Usando Iy e Iy, approssimazioni di I di ordine O(h?), si pud definire I 1,

2
= T i = M@+ =

approssimazione di I di ordine O(h*):

2
othon_m
3 32 -1 160
Si nota che % = 0.69375 approssima log, 2 = 0.69314718.. molto meglio di
I, =0.7.

3

(9)
A lezione si & visto che, data una funzione f sufficientemente regolare in
[n, M], m,n € N, m < n, vale la seguente formula di Eulero-Mclaurin:

Zf )= g [ 5 dw+ZBQJ D )= (m)] g,

dove ugy1 = m [ £+ (2)Bogy1(z) dz e By, (x) =polinomio di Bernoulli

di grado n. Inoltre, si & visto che se f(?*¥2) non cambia segno in [m,n), allora

e < 212000 FHD () — 2D ().

. , _ _ 2 _ _ 3 _ _ s _
PowheE(x D= —z72, dde(x D =22 3,%@ D= 62714, ..., ddws(x b =

(=1)%(sz=+D) | dati m,n € N, m < n, per la formula di Eulero-Mclaurin ap-
plicata per f(z) = 1/x, si ha

D )+ 1L e+ Y Bz;;P[ (2j = D=2 4 (2§ — 1)lm ™2
n=2 4+ mTY) F Uy,

B]
= %‘F%—"loge logem+2j 1 2(0)[

]+ g1



dove

| Bag12(0)]
2k + 2

| — n=2k—2 4 m—2k—2| _ | Bak+2(0 )|| _ 1 1

k1] < k1 oaRrz T el

Quest’ultima limitazione superiore per |ugy1| € valida perché dd; (r=1) non cam-
bia segno nell’intervallo [m,n], per ogni s e, in particolare, per s = 2k + 2 .
Nell'uguaglianza di cui sopra, portando il termine log, n a primo membro e

sommando a entrambi i membri Zk L %, si ottiene lidentita:

"1 1 Baj( I
D 7 logon = E+2_ ——k’ge +; PO i) g,

n 1 m—1 1 1 k B (0)
NI _ 2j
V= i Qg —losem) = ) gk g —losemt D g + e (0)
k=1 k=1 =1
|Bar12(0)] 1

|[ug+1(00)| < Et1  mekte

Per trovare una approssimazione 4 razionale (in Q) di v siamo costretti, per la
presenza del termine log, m, a scegliere m = 1:

n k
. 1 1 B3;(0)
= lim kE: P log, n) =3 + jEZl T + ug11(00),

n—-+oo

| Bar42(0)]
< —.
una(0)] < A
Poiché
|B2(0)] _ 1 |Ba(0)] _ 1 [Bs(0)] _ 1 |Bs (0)]
< = = < < = — < =
jun (o)) < 22 = 2 jua(o0)] < IEE = g oo)) < L = 2 fua(oo)] < 12
I’approssimazione migliore di v ottenibile scegliendo m =1 &
1 &<By(0 1 1 1 23 1
. 25
K 2+; 2 2 12 120 10 1=l = 155
Se invece la nostra approssimazione di v puo coinvolgere il termine log, 2, allora
possiamo scegliere m = 2 ed ottenere approssimazioni molto migliori di ~:
. "1 Bs;(0)
= HETOO kZE log. n —1—|———10ge2+z 2j9% + Ug41(00),
|Bak+2(0)] 1
s (o0)] < A e
Poiché
[B2(0)] _ 1 |Ba(0)] _ 1 |Bs (0)] 1 |Bs(0)]
fur(eo)l < =5 g1 [12(00)l = =557 = G Iua(Co)l = g5~ = Goga ()l = Tggg

1

120

1
~ 307207



una approssimazione 7 di 7 tale che |[§ — 7| < goer ©

2;(0) 1 1 1
14 -—log 24 — — —.
9j2% T8 R T 1020

1
:1—|———10g()2+z

Si nota che 4 = 0.5771653.. .

(8)

Poiché B3(z) = Bs(x — k), © € [k,k+ 1), k € Z, si ha subito che B; €
C®((k,k+1)),Vk e Z.

Quindi, per dimostrare che B3z ¢ in C'(R) ma non in C?(R), basta far vedere
che B3 ¢ continua e derivabile, ma non derivabile due volte in 0. Cid & provato
dalle seguenti identita:

§/3(0+) = B3(0T) = B3(0) = 0, B3(07) 25/3(1_) = B3(1) =0,

B3 (07) = B3(07) = B;(0) = 3B»(0) = 3, B3(07) = B3(17) = B4(1) = 3By(1)
B, (07) = BY(0F) = BY(0) = 3B4(0) = 3 - 2B1(0) = —3,

By (07) = BY(17) = BY(1) = 3B4(1) = 3 - 2B;(1) = 3.

Notare che si & sfruttata pilt volte 'uguaglianza B/, (x) = nB,_1(x).

(7)

Abbiamo dimostrato a lezione che Bak11(0) = Bagi1(1) = BQk+1(%) =
0, Vk € N. Supponiamo che Bog+1(§) = 0, £ € (0,%). Allora BY, ., (n) =
Bh 1 () =0,1m€(0,8), ue (, %) Per la proprieta B, | (z) = (2k+1) Bay(z),
cio implica Bag(n) = Bar(p) = 0. Allora Bék(a) =0,0€ (n,p) C(0,3), e di
nuovo, questo implica Bag_1(0) = 0. Si ¢ dimostrato che se Baky1 si annulla
in (0, 5) allora anche Bgg_; si deve annullare in (0, %) In particolare Bg si
dovrebbe annullare in (0, 2) e questo sappiamo che non puo essere vero essendo
B3(z) = z(z — 1)(z — ).

2

(6)

Sia A € C™" tale che ua(A) = 1, ovvero, essendo (AT A) = pa(A)?,
tale che \/u2(AHA) = 1. Poiché A7 A & una matrice definita positiva (cioe
hermitiana e tale che z A# Az > 0, Vz € C", z # 0), gli autovalori di A" A,
A\; (A A), sono positivi e ps(A” A) = max; \j(AH A)/ min; \; (A% A). Quindi,
dall’identita \/p2(A” A) = 1 segue che esiste ¢ € R positivo tale che \; (A7 A) =
¢, Vi. Ma Af A & anche una matrice normale o, equivalentemente, esiste @
unitaria (Qf = Q') tale che Q' A" AQ ¢ diagonale. Ne segue che deve valere
lidentita Q~TAH AQ = ¢I, ovvero A® A = cI, ovvero

1 1
+—A)H (+—=A) =
( 7 )7 7 )
Riassumendo abbiamo dimostrato che se una matrice A ha numero di condizion-
amento in norma spettrale uguale a 1, allora esiste a € R, v # 0, tale che aA &
unitaria.
Una conseguenza di questo risultato e del seguente

Teorema (Bauer-Fike). Sia A € C"*™, con autovalori \;, j = 1,...,n.
Supponiamo A diagonalizzabile da T' (T ~' AT =diagonale). Sia A+JA € (C"X”



una perturbazione di A, e € C un autovalore di A + §A che non ¢ autovalore
di A. Allora
min A — 1 < ()9 A

Il problema degli autovalori di A & quindi ottimamente condizionato se e solo se
tra le matrici T che diagonalizzano A ce n’¢ una tale che uo(T') = 1.

(dimostrato a lezione) & che il problema degli autovalori di una matrice A & otti-
mamente condizionato se e solo se A & diagonalizzabile da una matrice unitaria,
ovvero (vedi le Lezioni) se e solo se A & normale (A% A = AAHY).

(5)

Sia A € C™ con autovalori A1, Ag, ..., A,. Supponiamo che siano noti A; e
x1 # 0 tali che Ax; = A\1x;. Si vuole introdurre una matrice W i cui autovalori
siano , Ag, ..., A, dove p € un qualsiasi numero complesso.

Sapendo che la matrice W = A — wi}lxl x;w ha, per ogni w, wix; # 0,
autovalori0, Ag, . .., A, (vedile Lezioni), la matrice richiesta si dovrebbe ottenere
ponendo

t
W=A4-— xywi | con t opportuno.
W X1
Infatti, sia X = [x1 y2 --- yn] con y; scelti in modo che X sia non singolare.
Allora
XT'AX = X7lAx; Ay; -+ Ay,
= X7'[\xg Ay - Ay,
= [/\1X_1X1 X_lAyQ X_lAyn]
= [hMer XAy, - XAy,
cioe
1 )\1 CT
XTAX =170 g5 | pa(A) =px-1ax(A) = (A = A)pe(N).
Si noti, in particolare, che Ao,..., A, 1 rimanenti autovalori di A, sono gli

autovalori di B, ovvero le radici del polinomio pg. Inoltre

XWX = X 'AX - X‘lw,fxl xiwh X
= X 1AX — wlf,xlelxleX
XTAX — wrfxl er[wx; why, - wiy,],

quindi

XWX = [ Aol C; }—{ 3 o } = [ Alo_t B ] , pw(N) = px—rwx (A) = A—=(A1—1))Pe(N).

Ne segue che W ha autovalori p, Ao, ..., A\, se Ay —t = u, ovverose t = A\y — p.
(4)
Occorre dimostrare che le seguenti matrici

00 0 00 0
A=|z 0 0|,B=]10 0],
0y 0 010

sono simili (cioe esiste S non singolare tale che St AS = B) se e solo se zy # 0.



Dimostriamo che zy # 0 € condizione necessaria affinché A e B siano simili.
Se fosse xy = 0 la matrice A avrebbe rango minore o uguale a 1, mentre la
matrice B ha rango 2 e, poiché due matrici simili devono avere lo stesso rango,
A e B non potrebbero essere simili. (Altra dim: AS = SB = S ha almeno una
riga o una colonna nulla, se z oppure y sono zero).

Ora mostriamo che se xy # 0 allora esiste S non singolare tale che S™1AS =
B. Provando con un S diagonale, abbiamo

di? 000 dq 0 0 0
dy! z 0 0 do = | didy'x 0 0
d3! 0y 0 ds 0 dody'y 0

dove l'ultima uguaglianza vale se do = ds/y e d1 = do/x = ds/(xy) (Vds # 0).
Quindi una S che realizza la similitudine richiesta & la seguente:

ds
zy

S = d—y3 ,dgEC,dg?éO.
ds
Si noti che essa ¢ ben definita quando z e y non sono nulli.
(3)
Sia F = T( (=DU=Dyn conw, € Ctalechew? =lewr £1,0<k <

n. Abbiamo visto a lezione che F & una matrice unitaria (FYF = FFH =T).
Dimostriamo che F? ¢ una matrice di permutazione simmetrica e che, quindi,
F*=F?’F% =1,

1,7=1>

1 n n

[F?); = - Zw,(j—lﬂk—l)wr(zk—l)(j—l) = % Xn: (i+i-2)(k=1) _ %Z i+j=2)k=1

k=1 k=1 k=1

Si noti che quando 1 < 7,5 < n, come nel nostro caso, si ha che 0 < i+ j5 —
2 < 2n — 2. Quindi wiT7=2 assume il valore 1 se e solo se 7,j sono tali che
i+ j—2=0,n. Per questi indici 7, si ha dunque [F?];; = 1. Invece, per i, j
. . . 2 I CoAR i+j—2 k
tali che i +j —2 # 0,n, si ha [F?];; = n o dove W = wi con
0 < k < n. Ne segue che, per tali 7, j, si ha [FQ]U =0/(#0)=0.
In altre termini, per la matrice F? si hanno le identita

1
F2 = . , (F?)(F*) =1=F"
1

(Si ricorda che se P € C™*" & di permutazione allora PTP = PPT = I, come
visto a Lezione).

(2)

Sia A € C**™ e A4, j =1,...,n, i suoi autovalori. Siano K i sottoinsiemi
di C, K; = {2 € C: [z —aiu|l <3 lawl}, i =1,...,n. Utilizzando gli
insiemi (chiusi) K; si possono avere informazioni utili per la localizzazione degli
autovalori A\; di A. Infatti valgono i seguenti tre Teoremi di Gershgorin:

I Teorema di G.: \; € U; K.

o~ O
= o O
o O O



IT Teorema di G.: Se m cerchi K; sono disgiunti dai rimanenti, allora I'unione
di tali m cerchi contiene esattamente m autovalori di A.

III Teorema di G.: Se A ¢ irriducibile, allora A; € (UJAQ) U (mf(?) dove K;
¢ la parte interna di K; e K; ¢ la frontiera di K.

Risolviamo ora l’esercizio. Una matrice A 2 X 2 con cerchi di Gershgorin
tali che uno di essi non contiene autovalori di A deve avere necessariamente i
due cerchi di Gershgorin non disgiunti (per il secondo Teorema di Gershgorin).
Quindi, per definire tale A potremmo ad esempio porre a1; = a2s = 0 e scegliere
a1s € as; molto diversi tra loro. Per la matrice

0 1
=[50
siha K; = {z: |2| <1}, Ka = {z: |2| <9}, e pa(\) = A2 — 9. E evidente che
K1 non contiene nessuno degli autovalori di A (che sono +3).

Vedremo che per le matrici normali cid non € vero, cioe¢ ogni cerchio di
Gershgorin di una matrice A normale deve contenere almeno un autovalore di

A.
(1)
Calcolo di §A:

2 -1 -1 2n1 1 i 2 —1 —1 —2—%”
1 2 —1 -1 1 2 —1 -1
A=l 9 1 o PATMA= L 9
. 2 L& 1 1 2
B
SA=(A+6A)— A= , B = gy
-8 ]
Calcolo di [|0A]2: [|[6A]l2 = /p((6A)E (§A)) = \/p(M) = 3, infatti
—B B 3
M = =
B - B2

Si osserva che A = M + 2I con M anti-hermitiana ovvero tale che M = —M
(ij = —m;;). Poiché le matrici anti-hermitiane hanno autovalori puramente

immaginari, si ha R(\;(A4)) = R(A\; (M) +2) = 2. Idem per A+ JA.

Infine si puo dire che A & una matrice normale, perché lo ¢ M (le matrici anti-
hermitiane, come le hermitiane e le unitarie, sono normali!) e perché valgono le
uguaglianze

(M+20)H(MA42I) = MEM+2MP42M 441, (M+2I)(M+20)H = MMT+2M+2M T 441,

(Altra dim.: A = M + 21 & un polinomio in M, e polinomi in matrici normali
sono matrici normali). Essendo A normale, possiamo dire che A ¢ diagonalizzata
da una matrice T" unitaria e quindi tale che p2(T) = 1. Ne segue che, per il
Teorema di Bauer-Fike, comunque preso p autovalore di A + dA (che non sia
autovalore di A) esiste un autovalore A di A tale che |\ — u| < pa(T)||0A]l2 =

164]l2 = b=y



2 -1 -1 -«

1 2 -1 -1 1 1
M(a) = 11 9 1 ,A:M(m),AJr&A:M(%).

a 1 1 2

i) Calcolare 6A ¢ [[0A]|2.

ii) Dimostrare che (A(A4)) = R(A(A+64)) = 2.

iii) Mostrare che per ogni u autovalore di A 4+ JA esiste A autovalore di A
tale che |u — Al < ||04]2.

2) Scrivere una matrice A 2 x 2 reale tale che uno dei cerchi di Gershgorin
di A non contiene autovalori di A.

3) Posto F = ﬁ(wr(f*l)(jfl))z’j:l, con wy, tale che (w,)" =1 e (w,)* # 1,
0 < k < n, mostrare che F* = 1.

4) Mostrare che le matrici

0 0 O 0 00
B=|100|,A=] 2 0 0|, z,yeC,
0 1 0 0 y O
sono simili se e solo se zy # 0.
5) Sia A € C™*™ e A1, Ag, ..., A, 1suoi autovalori. Supponiamo che A; € C,
x1 € C™ tali che Ax; = A\1x; siano noti. Dato p € C arbitrario, scrivere una
matrice W i cui autovalori sono g, Ag, ..., Ap.

6) Sia A € C™*" tale che us(A) = 1. Mostrare che allora esiste a« € R,
a # 0, tale che oA & unitaria.

7) Dimostrare che 0, %, 1 sono i soli punti dell’intervallo [0, 1] estremali dei
polinomi di Bernoulli B, (x) di grado n pari con n # 2.
8) Dimostrare che Bs(x) € C*(R).

9) Sia

Scrivere 4 € Q approssimazione di v tale che |[¥ — | < 5z ¢ 7 € Qlog, 2]
approssimazione di v tale che |§ — | < o=

8063
10) Posto
b n—1
b b—
I:/ f(z) dz, Ih:h[f(;) +Zf(a+kh)+§  h= n“,
@ k=1
i) mostrare che
- 3, — I3

I =1, +é&h*+éh+..., I, =

ii) calcolare Iy, I e f% nel caso f(r) =1, a=1,b=2 (I =log,2).



