Scritto d’esame Analisi Numerica, Matematica - 19 Febbraio 2013

Esercizio 1

Siano ;,7 = 0,1, ..., n, numeri reali distinti ed f una funzione C! in un aperto contenente
gli ;. Sia p(x) il polinomio di grado al piu n tale che p(x;) = f(z;), i = 0,1,...,n. Trovare
un polinomio r(z) tale che p(x)+r(x) ha grado minimo, p(z;)+r(x;) = f(z;),i=0,1,...,n,
e p'(zn) +1'(xn) = f'(zn).

Esercizio 2

Sia £ un sottospazio di C"*". Sia A € C™"*" e L4 la matrice di £ che meglio approssima
A in norma di Frobenius, cioe tale che ||A — L4]|r = minxer ||[A — X||r (Nota: L4 esiste ed
¢ unica). Nell'ipotesi che £ sia chiuso per trasposizione coniugata (cioe M € £ = MH € L),
mostrare che

i) A=A = L= (ﬁA)H

ii) £L={UDU" : D diagonali} e A definita positiva = L4 definita positiva. (U unitaria
n X n fissata).

Esercizio 3

Supponendo che esista la seguente decomposizione

di f
ey d
2 =LU, L =1
. f 1 ) Y
e
en  dy
L triangolare inferiore, U triangolare superiore,
i) osservare che L;; =0 = Uj; per i > j+ 1.
11) posto miy1 = Li+1,i7 1= 1, NS 1, € u; = Uii7 1= ]_, ..., N, mostrare che Ui,i—i—l = fi7
1= 1,...,TL—1, U1 :dl, ed mi:ei/ui,l, (' :di—mifi,l,i:l...,n.

iii) posto qo = 1, ¢1 = d1, ¢; = diqi1 — € fi_1Gi—2, 1 = 2, ..., n, mostrare che u; = ¢;/q;_1,
1=1,2,...,n.

Esercizio 4

Determinare il polinomio p(z) di grado minore o uguale a tre che meglio approssima
f(z) = 2" in [-1,1] nel senso minmax. Osservare che p(x) interpola f(z) in quattro punti.

Esercizio 1

E evidente che il polinomio r(z) deve essere tale che r(z;) = 0,7 =0,1,...,n, e quindi
r(z) = q(x) [Tj_o(x —2;), dove g(x) & un generico polinomio. L'uguaglianza p'(x,) +7'(2,) =
f'(n) diventa quindi p'(2,) +¢'(20) [Tj_o (@0 —25) +q(@n) D250 [Tj—0,jur (T —25) = p'(24) +
q(zy) H?:o, i 7&”(35” — ;) = f'(x,), da cui la seguente condizione sul polinomio ¢

n

a(xa) = (f'(an) =P (@a))/ I (20 —a). (%)

J=0,j#n



Infine, ¢ richiesto che p(x) +r(x) = p(x) + ¢(x) [[}_,(* — 2;) abbia grado minimo. Poiché p
ha un grado fissato, e il grado di [] j:O(I x;) e esattamente n + 1, non possiamo far altro
che minimizzare il grado di ¢. Il polinomio ¢ di grado minimo che soddisfa (*) & ovviamente
il polinomio costante

q(x) = (f'(zn) = p'(2n))/ H n =)

Jj=0,j#n

n

p(a) +r(2) = )+ ( (@) = p@))/ T] =) ) [[@ =)

J=0,j#n J=0

e ha sempre grado esattamente n+1 a meno che fortuitamente la condizione f'(x,)—p'(x,) =
0 ¢ gia soddisfatta, in tal caso il polinomio cercato p(z) + r(z) coincide con p(x) e, quindi,
ha il grado di p.

Esercizio 2

i) Sia £4 la matrice di £ per cui ||A — La||r = minxes ||A — X||p. Poiché la norma di
Frobenius di una matrice M ¢ uguale alla norma di Frobenius della trasposta coniugata M,
si ha che ||A — Lal|lr = [[(A— L) ||r = ||AT — (L4)||r. Ma, per ipotesi, A & hermitiana,
dunque ||A — Lal|lr = ||A — (L 4)"]|F, e abbiamo Iidentita:

|A— (L) ||p=||A—Lallr = ?6115 A= X]|F.

Inoltre, per I'ipotesi su £, essendo £ 4 un elemento di £ anche (£4)? deve essere un elemento
di £. Quindi, se la matrice (£4) fosse diversa da £,, avremmo due diverse matrici di £
che rendono minima ||A — X||p, al variare di X € £, mentre sappiamo che ve n’e solo una.
Ne segue che (L4)7 = L4.

ii) Siano £ = {UDU* : D diagonali} e A definita positiva (ciot A = A ez Az > 0Vz €
C", z # 0). Si vuole mostrare che allora anche £4 ¢ definita positiva. Si osserva innanzitutto
che £ & chiuso per trasposizione coniugata. Infatti, se M € L allora M = (UDUM)H
UDHUH = UDU" dove D & una matrice diagonale, dunque M € £. Quindi, per il punto
i) possiamo dire che £, deve essere hermitiana. Resta da dimostrare che z L,z > 0 per
ogni z € C", z # 0, o, equivalentemente, che gli autovalori di £4 sono positivi. Per farlo,
proviamo a cercare una rappresentazione di L4, usando il fatto che la norma di Frobenius e
invariante per trasformazioni unitarie. Dobbiamo minimizzare

|A—UDU"||p = UM AU — D|

al variare di D tra tutte le matrici diagonali, ovvero minimizzare

|UHAU = D||p = > |(UTAU) UyuZ; UHAU); — Dyil?
i#]



al variare di D; € C, 1 = 1,2,...,n. E evidente che il minimo si raggiunge quando
si sceglie D;; = (UM AU);;, Vi. Dunque si ha la rappresentazione di L4 cercata: L4 =
U diag (U2 AU);)U. Ora,

2 Lz = 2" U diag (UP AU, ) Uz = Z (U2),2(UT AU,

dove (UHAU); = (Ue;))" A(Ue;) > 0, Vi, perché A ¢ definita positiva. Dunque z” £ 4z > 0.
Notiamo infine che se fosse z7 L4z = 0 si dovrebbe avere Y. |(U"z);[* (U7 AU); = 0, e, di
conseguenza, (U%z); =0Vi, Uz =0, z= 0. Quindi, z/L,z > 0Vz € C", z # 0.

Esercizio 3
Sia A una matrice n xn tridiagonale e tale che esistono una matrice L triangolare inferiore
con L; = 1 ed una matrice U triangolare superiore tali che

di fi
A — €2 d'2

Siano [A];x; le sottomatrici 7 X 4 in alto a sinistra di A. Dal fatto che la rappresentazione LU
di A sia possibile segue che det([A]ix;) # 0, per i = 1,2,...,n — 1 (perché?). Inoltre, per
i=1,2,...,n, deve essere det([A]ix;) = [[;_, Uj; (perché?).

i) Dimostriamo ora che L;; = Uj;; = 0sei > j+1 (j =1,...,n —2), per induzione su
j. Si ha Ali = Uh‘ e Ail = UllLil- Dunque, Uli =0= Lib 1= 3, Lo, (perché U11 7é 0)
e la tesi ¢ dimostrata per 7 = 1. Supponiamo di aver gia dimostrato che per £ < 7 — 1 si
ha Uy =0 = Ly, 1 =k+2,...,n. Alloraper¢>j+1sihaAd; =L;;_1*x0+1xUj e
Aij =0xUj_y; + L;j * Uj;, da cui, essendo Uj; #0,sihaUj;; =0=L;j, i =7+2,...,n.

Nota: Piu in generale si dimostra che se A n x n generica ¢ decomponibile nel prodotto
LU e tale che A;; =0 peri > j+rej>i+s (A “matrice a bande”), allora L;; = 0,7 > j+r,
eU;;=0,7>i+s (L ed U hanno le stesse bande di A).

ii) Imponendo l'identita

d1 f1 1 Uy fl
€9 dg . . mo 1 Ug -
fn1 C S )
e, dy m, 1 Uy,
(ovvero che gli elementi (1,1), (i,5 — 1) e (¢,i), i = 2,...,n, del primo membro siano uguali
ai corrispondenti del secondo membro), si ottengono le seguenti condizioni
Uy = d17
€; = Mil;—1, ei/ui,l = my, 1= 2, e,y

di =mifio1 +u, di —mifiog =u, 1 =2,...,n,
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dalle quali si ricava il seguente algoritmo per il calcolo della decomposizione LU della matrice
tridiagonale A:

up =dy; per i=2,...,n: m;=e/ui_1, u=d —m;fi_1.
iii) Poniamo qo = 1, ¢1 = d1, ¢; = diqi_1 — €ifi_1¢i—2, © = 2,...,n, osservando che ¢; non
¢ altro che il determinante della sottomatrice 7 X 4 in alto a sinistra di A. Dimostriamo ora
per induzione su i lidentita u; = ¢;/q;—1, 1 = 1,2,...,n. Per i = 1 essa & vera. Supponiamo

ora che sia vero che u;_1 = g;_1/qi—2. Allora, per le identita di cui al punto ii), si ha

u;, = di — mifi—l =d; — fi—lei/ui—l =d; — fi—leiQi—2/Qi—1
= (di%;l - fzel@z‘%ﬁ)/q@;l = Qi/qul-

Nota: L’identita w; = ¢;/q;—1 ovvero l'identita det([A]ix;) = Uj; det([A]i—1xi—1) € vera piu
in generale per ogni matrice A decomponibile nel prodotto LU (cioé A non deve essere
necessariamente tridiagonale).

Esercizio 4

Si deve calcolare p(z), di grado minore o uguale a 3, polinomio di migliore approssimazione
minmax di z* in [—1,1]. Esso deve essere tale che z* — p(z) = 5 Ty(x), dove T} & il polinomio
di Chebycev di grado 4. Ricaviamoci Ty esplicitamente: Ty(z) = 1, Ti(x) = z, Th(x) =
22T (z) — To(z) = 22% — 1, Ty(x) = 22Th(x) — Ty (x) = 423 — 3w, Ty(x) = 22T3(x) — Ty(x) =
8z* — 8z + 1. Dunque deve essere 2! — p(z) = 5(8z* — 82% + 1) = 2* — 2% + 1/8, da cui
p(x) =2* —1/8.

Nota: Calcoliamo il polinomio p(z) di migliore aprossimazione nel senso dei minimi
quadrati (caso continuo) di z* in [—1,1]. T polinomi ortogonali rispetto all'intervallo [—1, 1]
e al peso w(z) = 1, ovvero rispetto al prodotto scalare (h,g) = f_llh(x)g(x) dx, sono:
po(x) =1, p1(z) = , po(x) = 2* — 1/3. Dunque, (po,po) = 2, (p1,p1) = 2/3, (P2, p2) = 8/45,
(f;p0) = 2/5, (f,p1) =0, (f,p2) = 16/105, quindi

p(r) = Z?:O((fapi)/(piapi))pi(x)
= ((2/5)/2) + ((16/105)/(8/45)) (2 — 1/3) = 1/5 + (6/7)(z? — 1/3) = 622/7 — 3/35

E interessante confrontare graficamente il modo in cui i polinomi 62 J7T—3/35ex*—1/8
approssimano z*.
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Esercizio 1

Si consideri I'equazione non lineare x = ¢/(1 + %) =: g(z), ¢ > 2, e sia a,. la sua unica
radice reale.

i) Dimostrare che 3¢ € R* tale che la successione x¢g = &, xx11 = g(zx), k=0,1,2,..., &
costituita dai due soli elementi £ e g(§) ed osservare che &, g(§) € (0, ¢).

ii) Dimostrare la disuguaglianza «,. > 1. Provare l'inclusione {z : = > 1, ¢'(x) > —1} C
{z : g(x) < z}. Dedurre che ¢'(a.) < —1, cioe la successione zj,1 = ¢g(zx) non pud
convergere ad a,. a meno che xy = a.

iii) Sia g(z) una funzione generica, regolare in un intorno di un suo punto fisso a. Sup-
poniamo ¢'(a) # 1.

Posto h(z) = ( (g9(x)) —2g(x) + x)/(g(x) — x), dimostrare che h(a) # 0.

Posto ¢(z) = v — (g9(x) — z)/h(z), dimostrare che o € un punto fisso di ¢ e la successione
Ty = V(z), 0, 1,2,..., converge ad « con ordine di convergenza almeno quadratico (se
To A Q).

Esercizio 2

Sia T = fol e dr.

i) Calcolare le approssimazioni di Z fornite dalle formule di quadratura di Newton-Cotes
a quattro nodi e Gauss-Legendre a tre nodi e confrontarle con Z.

ii) Posto x; = i%, 1t = 0,1,...,n, scrivere precisamente l’approssimazione ¢, ; di Z ot-
tenuta con la formula composta del trapezio, definita in termini dei n 4+ 1 valori f(x;),
i=0,1,...,n, e Ve > 0 determinare v, t.c. Vn > v, siha |t,,1 —Z| <e

(Nota: [, f(w)dz = 252(f(a) + f(8)) — 55 " ()

Esercizio 3

Sia A n x n non singolare con autovalori reali positivi.

i) Sotto quali ipotesi su a € R vale la seguente formula per A~ A= 1=a 3720 (1 — aA)F?
ii) Dare una limitazione superiore per gli « per cui vale - quando

i i=J
Ay=4 127" i<y, 1<i,j<n
1270 >

ESERCIZIO 1

L’equazione = = ¢/(1 + %) ha come radici reali le ascisse dei punti di intersezione tra la
bisettrice y = z e la funzione y = ¢/(1 4+ z?). Quest’ultima funzione & pari, in zero vale c,
e, per valori positivi di ¢, & positiva, decrescente in [0, +oo) e tende a 0" quando z — +oo0.
E quindi evidente che, per ¢ > 0, I'equazione x = ¢/(1 4 x*) ha una unica radice reale e che
essa ¢ contenuta nell’intervallo (0, ¢); chiamiamo a, tale radice. Supponiamo da ora in poi ¢
positivo.



i) La successione xg = &, 511 = g(z1), k = 0,1,2,. .., & formata da al pitu due elementi
se e solo se e verificata I'uguaglianza
c

99@©)=¢ & =0 & A+ et =0,
arer

e quest’ultima equazione e verificata se e solo se vale almeno una delle due seguenti identita

1+ &2
C =
3
La seconda identita ha come unica soluzione £ = «, e le soluzioni della prima identita sono

le radici di €2 — c¢€ +1 = 0. Quindi £ ¢ tale che g(g(&)) = £ se e solo se £ assume uno dei
seguenti tre valori

) C:€(1+€2)

¢ = a, fz%(c— 2 —4) =&, 5:%(04—\/02—4)::5*.

Osserviamo che per ¢ = 2 tali tre valori coincidono tra loro e con as; = 1, la soluzione
dell’equazione z = 2/(1 + x?). Per ¢ > 2 tali tre valori sono distinti e a., la soluzione
dell’equazione = = ¢/(1 + x?), appartiene all’'intervallo (£7,£T).

E quindi evidente che, per ¢ > 2, la successione zq = £+, T =c/(1+22), k=0,1,2,...,
assume alternatamente i soli due valori distinti £~ e £, entrambi positivi ed entrambi piu
piccoli di ¢, “ballando” attorno ad a,.. Con un disegno si capisce bene cio che accade.

ii) Sia ¢ > 2. Mostriamo che o, > 1. B sufficiente osservare che, essendo g(1) = ¢/2,
quando ¢ > 2 vale la disuguaglianza g(1) > 1, cioe il grafico di g in 1 sta sopra il grafico della
bisettrice. Allora la tesi segue dal fatto che per ¢ > 2 la funzione g ¢ decrescente in (1, +00).

Dimostriamo 'inclusione {z : = > 1, ¢'(z) > =1} C {z : g(z) < z}. Staxz € {z: = >
1, ¢'(x) > —1}. Allora

x x c 1+22 22422

—20——=2>-1 & 20— <1 = = < < = .
C(1+x2)2_ C(1+x2)2_ 9(@) 1+22 = 22 2z v

Proviamo infine che ¢'(a.) < —1. Se fosse ¢'(a.) > —1, allora, visto che a, > 1, per il
risultato precedente si dovrebbe avere g(a,.) < a. e cio ¢ assurdo.

iii) Sappiamo che g & una funzione generica tale che I'equazione = = g(x) ha un punto
fisso a € R (a = g(«)), g & regolare in un intorno di «, e in « la derivata di g non & uguale
a1, cioe ¢'(ov) # 1.

Posto h(z) = (g(g(x)) —2g(z) +x)/(g9(x) — x), occorre verificare che h(a) # 0. Si osserva
che il limite

lim h(x) = g(g(a)) — 29(a) + « _ g(a) — 20+ « _a—2at+a 0

r—a g(a) — g(a) —a a—a« 0




¢ una forma indeterminata. Allora, si applica de 'Hospital e si ottiene

9'(9(x))g'(x) —2¢'(x) +1 _ g'(g9(a))g'(a) — 29’(04) +1_ g(a)g'(e) -
g'(e) — g'(@) =
Quindi il valore h(a) € ben definito ed uguale a g'(«) — 1, e siccome per ipotesi g'(a) —1 # 0,
si ha che h(a) # 0.

Posto ¢(x) = x — (g(z) — z)/h(z), usando il fatto che h(a) # 0 si conclude subito che

¥(a) = a—0/h(a) = a, ovvero che a € un punto fisso per 1. Dobbiamo ora dimostrare che
Y'(a)) = 0. Essendo

’(a) +1 _ ()1,

xhg(lx hiw) = ag% g(x)—1

¥/(a) =1~ ((¢(2) = Dhx) = H(@){o(x) =) s,

V'(a)=1-(¢'(a) — 1)h(a) h((ly) + ;1_1)1611 W(z)(g(z) - x))h(i)Q - ;1_{1(11 W (x)(g(z) — x))@,

occorre investigare se h'(x)(g(x) — z) & ben definito in « e in caso affermativo che valore
assume:

(¢'(9(x))g'(z) = 29'(x) + D(g(x) — =) — (¢'(x) — )(g(g(2)) — 29(x) + x)

lim A (z)(g(x) —2) = lim Fep

_ i 99(@))g (2)* + ¢ (g(2))g" () — 29" (2)](g(x) — =) — g"(2)[g(g(2)) = 29(x) + 4]

2—a g'(x) -1
_ [9"(g(e))g' (@) + g'(g(a))g" (@) — 29" ()] (g(ar) — @) — g" () [9(g(ev)) — 2g(cr) + o
() =1

= 0. ’

Dunque lim, ., '(z)(g(z) — 2) = 0, e, di conseguenza,
1 0
77Z)/(Oé> = ig% h,(I)(g(l’> - x»h(ZL’)Q = h(Oé)Q = 0.

Le condizioni a = ¥(«), 9 regolare in un intorno di «, e ¢'(a;) = 0, ci dicono che esiste § > 0
tale che, se rg € (v — §, v + ), allora la successione xp 1 = ¥(xy), k =0,1,2,..., converge
ad «a con ordine di convergenza almeno quadratico.

ESERCIZIO 2 i) Sia Z = fol 2 dr = §. Occorre calcolare le approssimazioni di 7
fornite dalle formule di quadratura di Newton-Cotes a quattro nodi e di Gauss-Legendre a

tre nodi. La formula di quadratura di Newton-Cotes a quattro nodi in [—1, 1] & del tipo

[ f@)de = Aof(=1)+ Auf=3) + Aef () + Aaf() + E

1

= A(f(=1) + FO) + Ai(f(=3) + f(%)) +E
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(si ha A; = As_; perché i nodi e il peso sono simmetrici rispetto al centro dell’intervallo di
integrazione). Per determinare i coefficienti Ay e A; imponiamo che E sia zero per f =1, z?
(per f = x, 23 l'errore E sara automaticamente zero perché in tal caso sia l'integrale che la
formula di quadratura hanno valore zero). Otteniamo cosi le condizioni: 2 = 24, + 24,
2/3=2A0+ A12/9, cioe A} = 3/4, Ag = 1/4. Quindi la formula di quadratura cercata e

[ s =300+ 50+ 2 + 1)+ 5

403
e, in [a, b]
b b—a (Y a+Db b—a
/f(x)dx = /1f( ;_ +1 5 ) dt
b—a [
- 2 /1f(t)dt
b—a/l, - . 3. 1. 1. -
= S (FFED+ W) + () + 7N + E)
b—a 3,,,a+b 1b— a+b 1b—a

= (U@ o)+ S - S (e ) B

Nel nostro caso in cuia=0,b=1, f(z) =1/(1 + z2?):

/0 e =S (O S S0E) +FEN) + B = (0t )+ (4 1) + B

| 3/1 23 51
d ( 9—) E=2"1F=0784615.. + E.
/01+x2w s\t 0 TP T T -

Ricaviamo ora la approssimazione fornita dalla formula di quadratura di Gauss-Legendre a
tre nodi. In [—1, 1] per una funzione integranda qualsiasi f, la formula era

/f (=) + [(€) + o fO) + B, €= \f

(si vedano i calcoli nel II esonero). Quindi

[ s =5 [ g =5 [ foa=3 (300 + fen + 570+ F)
= 5<§(f(——€) f(5+E) + o 7(3) +E)
- (5 : : 82) + E
a 1_8<(1Jr 5o +1+1(f+f) )+ g)+
1,25-28 16
= J(Er t )t E=0T826. +E.



Poiché Z = 7/4 = 0.78539816 . . ., la formula di Gauss-Legendre a tre nodi risulta piu precisa
della formula di Newton-Cotes a quattro nodi, nell’approssimazione di Z.
ii) Siano z; = i/n, i = 0,1,...,n, e f(z) = 1/(1+ z?). Allora esistono 7; € (z;, z;11) ed
n € (0,1) per cui
n—1

[ st = Z [ e = X [0 + )~ g 0]

i—0

L f0) | fD) R .
- E<— T+;f ) 12n2f(77)

1 1
— Z J(1+(i/n)*)) — 1277/2]”’(77) = lpg1 — 12n2f,/(77)~

Cerchiamo una limitazione superiore per 'errore che si commette approssimando Z con la

)
EEL

7 € non decrescente in [0,1]. Inoltre, f(0) = —2,

e

formula composta dei trapezi t,,,1 appena ottenuta. Poiché la funzione f"(x) = 247

positiva in (0, 1), la funzione f”(z) = 2(:1)’+
f"(1) = 1/2. Dunque per ogni z € [0, 1] vale la maggiorazione |5 f"(2)| < 532 = 73
Possiamo dunque concludere che V'errore |Z — t,,11| sara minore di € > 0 (piccolo quanto

si vuole) se o5 < €, ovvero se n > 1/1/(6¢).

ESERCIZIO 3 Sia A non singolare con autovalori reali positivi. Quindi in particolare A
¢ invertibile.
i) Ci chiediamo per quali valori di @ € R vale la formula A™! = a 3"7%5(1 — aA)*,
Non vale sicuramente per a = 0. Supponiamo « # 0. Allora dimostrare la formula &
equivalente a dimostrare I'identita:
L - —aay = +f([ — a A, (%)
@ k=0
Ora, comunque presa una matrice M, si ha che (I — M)(I+ M +M?+ ...+ M*1) =T — M*.
Se M soddisfa la condizione M* — O, per k — +o0, ovvero p(M) < 1, allora esiste (I —M)~*
el — Mk — I, per k — +o00. Unendo queste due osservazioni si pud dire che se p(M) < 1
allora

(I =M™ = (I +M+M+...+MD <=M -(I-M]—o,

ciot per (I — M)~ vale la rappresentazione (I — M)™" = limy_ o0 Sorg M* = S25% Mo,

Ne segue che una condizione sufficiente affinché valga (*) & che p(I — «A) sia minore di
1, ovvero che « sia tale che max; |1 — a);| < 1, essendo \; gli autovalori di A. Visto che i \;
sono reali positivi e la scelta di « ¢ ristretta ad R, otteniamo dunque le seguenti equivalenti
condizioni su «:

—l<l—aN<l, Vi & 0<a<2/\, Vi, & 0<a<2/max)\; =2/p(A).



Riassumendo, se 0 < a < 2/p(A), allora la formula (*) ¢ sicuramente vera.

ii) Si chiede di dare una limitazione superiore (e inferiore) per gli « di cui al punto i) —
ovvero per 2/p(A) — nel caso in cui A & definita come segue: Ay =i, A;; = Aj; = 1/(2771),
i<j(1<ij<n).

Si nota innanzitutto che A e reale simmetrica e, quindi, ha autovalori reali. Inoltre,
I’i-esimo cerchio di Gershgorin K; di A ha

-1 = 1
centro ¢ e raggio Z. + Z

9i—1 9j—1

j=i+1
(1t =1,2,...,n). Quindi, per il I teorema di Gershgorin, gli autovalori di A, dovendo stare
nell’unione dei cerchi K;, devono necessariamente essere maggiori o uguali a (1/2)"71 cioe

sono positivi. Ne segue che possiamo applicare il risultato del punto i): se a & tale che
0 < a < 2/p(A), allora I'inversa della nostra matrice A ammette la rappresentazione (*).

Sia Apax un autovalore di A tale che Ay, = p(A). Notiamo che I'n — 1-esimo e I'n-esimo
cerchio hanno, rispettivamente,

n—2 1

centro n — 1 e raggio o=l + ST

Con—1
centro n e raggio =%

e, quindi, hanno intersezione vuota, se

n—2 1 n—1 3n—4
1> (G ) () =

on—2 on—1 on—1 on—1 ’

ovvero se n > 5. Ne segue che per n > 5, per il II e per il III teorema di Gershgorin
(applicabile perché A non avendo zeri & ovviamente irriducibile), Ay.x appartiene alla parte
interna del cerchio K,,, dunque

n—m—-1)/2"") < Anax = p(A) <n+ (n—1)/(2"71).
Riassumendo, per la nostra matrice A si ha

2 L2 2
n+m-1/2"") " p(4) n—(n-1)/2")

2

n+(n—1)/(2"~1)

tazione (*). Si noti che la limitazione superiore W e facilmente calcolabile, mentre
2

la limitazione superiore (4 ho.

e, dunque, prendendo a < siamo sicuri che per 'inversa di A vale la rappresen-
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IT ESONERO Analisi Numerica, Matematica - 22 Gennaio 2013

1) Data I’equazione non lineare = ¢/(1 + x?), ¢ > 0, trovare i valori di ¢ per cui

i) L’equazione ha una unica radice in R.

ii) L’equazione ha una unica radice in (0, c).

iii) La successione zy,1 = c¢/(1 4+ %), k =0,1,2,..., & convergente per ogni xq € [0, c|.
Usare il metodo di Newton per risolvere I'equazione in R, scegliendo f(z) e zp in modo
opportuno. Studiarne I'ordine di convergenza.

. . e e . 1 . .
2) Siano g, 1, . . ., Tp—1 numeri reali distinti, p,_1(z) = > iy @', € Yo, Y1, - - - , Yp—1 NUMeri
reali qualsiasi.

i) Osservare che le condizioni p,_1(zx) = yg, K = 0,1,...,n — 1, sono equivalenti ad un

sistema lineare Aa =y, scrivendo esplicitamente A.
ii) Dimostrare che A, nota come matrice di Vandermonde, ¢ non singolare (sugg. usare
la teoria sull’interpolazione vista a lezione).

Siano w = /" g =Wk k=0,1,...,n— 1, p,_1(x) = Z;:ol @, Yo, Y1, - - -, Yp—1 DUMeETI
complessi qualsiasi, e Aa = y il sistema lineare equivalente alle condizioni p,_i(zx) = yg,
k=0,1,...,n — 1. Dimostrare che la soluzione di tale sistema ¢ a = %QAy, essendo @ la

matrice di permutazione con Q;; =1sei=j=1lesei=n—j+2 (1 <475 <n).

3) Sia Z = [} Ldz =log, 2.
i) Calcolare le approssimazioni di Z fornite dalle formule di quadratura di Newton-Cotes
e Gauss-Legendre a tre nodi e confrontarle con 7.

ii) Posto z; = 1 + i%, 1 =0,1,...,2n, scrivere precisamente le approssimazioni to, 1 €
Son+1 di Z ottenute con le formule composte del trapezio e di Simpson, definite in termini dei
2n+ 1 valori f(z;),i=0,1,...,2n, e Ve > 0 determinare v e v/ tali che Vn > vl e Vn > v/

valgono, rispettivamente, le disuguaglianze

|t2n+1 —I’ < g, ’82n+1 —I‘ < E.

Nota: [0 f(z)de = 252[f(a)+f(0)]— LR 17(6) = L2[f(a)+4F(452) + F(B)] - &(552)° £ (n)
ESERCIZIO 1 Sia data ’equazione non lineare

C
r =
14 22

=:g(z), ¢>0.

Disegnando i grafici delle due funzioni y = z e y = ¢/(1 + x?), ¢ > 0, ¢ evidente che essi si
incontrano in uno ed in uno solo punto la cui ascissa e positiva. Quindi ’equazione data ha
una unica radice reale per ogni ¢ > 0 e tale radice e positiva. Quindi la risposta alla domanda
i) e Ve>0.
Inoltre, poiché g(x)|,—0 = ¢ > 0 = 2|0 € g(@)|s=c = ¢/(1 + ) < ¢ = 2|,—, tale radice
e nell'intervallo (0,¢), Ve > 0. Quindi, V¢ > 0, 'equazione ha una unica radice reale a, e
€ (0,¢). Quindi la risposta alla domanda ii) e: V¢ > 0.
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Ora vorremmo che YV xqy € [0, ¢, la successione xp1 = g(zx), k = 0,1,..., converga ad «..
Una condizione sufficiente affinché cid avvenga & che |¢'(z)] < 1 per ogni = € [0,c]. Allora
cerchiamo di imporre questa condizione.

Essendo ¢'(z) = —2cz/((1+ 2%)?), st ha ¢'(0) =0, =1 = —(1 +*)?/(1 + *)?) < ¢'(c) =
=22 /(1+c*)?) <0Ve >0, ¢(+00) =07, ¢'(x) <0Vz € [0,+00). Dunque la funzione
regolare ¢’(x) deve avere almeno un punto di minimo globale ', in (0, +00). Trovando %y,
(vedendo dove si annulla ¢”) e imponendo ¢'(zymin) > —1, avremo che ¢'(z) > —1 in [0, +-00)
ed in particolare in [0, c].

Si ha
<0 0<z<1/V3
=0 z=1/ V3
>0 o>1/V3

Quindi zpp, = 1/V3, e ¢'(1/v/3) = —9¢/(8v/3) > —1 se e solo se ¢ < 8/3/9.

Riassumendo, se ¢ < 8v/3/9 allora —1 < ¢'(z) < 0 per ogni x € [0, 400) e in particolare
per ogni x € [0,¢|, quindi |¢'(z)] < 1, Yo € [0,¢], e siccome in (0,¢) ¢’¢ una unica radice
a, dell’equazione x = g(x), per un risultato visto a lezione la successione xpy3 = g(z),
k=0,1,..., deve convergere ad «. per ogni scelta di zo € [0, c|.

Si noti che se ¢ > 8v/3/9, allora ¢/(1/v/3) < —1 e 1/v/3 € (0, ¢), cioe ¢’e almeno un punto
in (0,¢), 1/v/3, ove ¢’(z) < —1; dunque se ¢ > 8v/3/9, senza ulteriori studi non si puo dire
che comunque preso zg € [0, ¢] la successione xp11 = g(zx), k =0, 1,..., converge.

Quindi I'affermazione iii) ¢ vera per ¢ € (0,8v/3/9).

Domanda. Per c grande o, puo diventare un punto di repulsione per la successione xj 1 =
g(x)? L’affermazione iii) & vera per ogni ¢ > 07 Si dimostra con ragionamenti geometrici non
ovvi che I'affermazione iii) vale anche per ¢ € [8v/3/9,49+/3/48), e che tale risultato puo essere
ulteriormente migliorato. Allora ci si pone la seguente domanda: indipendendentemente dal
valore di ¢ > 0, & vero che se xg € [0, c] allora z; € [¢/(1 + ¢?),c] Vk. Se si’, allora ...

3x4+2x2—1_ 32 —1

o@) = 2y = X

Moltiplicando 'equazione data per 1 + 22, si osserva che essa ¢ equivalente all’equazione
flz)=2+2—c=0.

Poiché f'(z) = 32°+1 > 0Vxz € Re f’(z) = 6z, la funzione f & una cubica crescente su
tutto R con un punto di flesso in 0. Quindi, f”(z)f(x) > 0 per ogni x € (a., +00) dove a.. &
la radice di f, che sappiamo essere in (0,c¢). Ne segue che se, ad esempio, inilizializziamo la
successione di Newton

Tpo1 = x — f(ag)/ [ (xg) = 2 — (aci—l—mk —c)/(3xﬁ+1), kE=0,1,...

con xy > ¢, otteniamo una successione monotona decrescente {a:k} convergente ad «, con
ordine di convergenza almeno quadratico (f’(a.) # 0!) indipendentemente dal valore di
¢ > 0. In realta, graficamente risulta che la successione {z} generata dal metodo di Newton
converge ad a, per ogni scelta di xy € R.
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ESERCIZIO 2

N -1
i) Sihap, 1(xx) =Yk, k=0,1,...,n—1, se esolo se a0+a1xk+a2xi+. T = Y,
k=0,1,...,n—1, se e solo se
2 n—1
1 2 Ty T ao Yo
2 n—1
L m Ty oI . a1 (%
Aa= |1 3 - xy as = Yo =y.
2 n—1
1 Tn-1 LTp1 = Tp_ an—1 Yn—1

ii) Se la matrice A del precedente sistema lineare fosse singolare, allora il sistema o non
avrebbe nessuna soluzione o ne avrebbe infinite. Ma cio € come dire che o non esiste p,_;
(polinomio interpolatore di grado al pitt n — 1, tale che p,_1(xx) =y, k = 0,1,...,n — 1)
o ne esistono infiniti. La prima eventualita si verifica solo se almeno due degli x, ad es.
x; e x;, coincidono e y; # y; (essendo p,_1(x;) = pn_1(x;), le condizioni p,_1(x;) = y; e
Pn-1(x;) = y;, yi # y;, sono incompatibili); la seconda eventualita si verifica solo se almeno
due degli zy, ad es. x; e x;, coincidono e y; = y; (le condizioni p,_1(x;) = y; € pr_1(x;) = y;
sarebbero identiche, ovvero p,_; dovrebbe soddisfare meno di n condizioni di interpolazione
e quindi non sarebbe unico). Ma gli z, per ipotesi sono diversi tra loro, quindi nessuna delle
due eventualta puo verificarsi. Ne segue che la matrice di Vandermonde A deve essere non
singolare.

Nelle ipotesi 2 = w*, k= 0,1,...,n — 1, w = 27" p, (z) = 3.7, a.2®, le condizioni
Pn—1(zr) = Yk, yx € C, sono equivalenti al seguente sistema lineare

1 1 1 . 1 aop Yo
1w w2 . wnl a; Y1

Aa= |1 w2 w? A A az = Y2 =Y
1 wnl D2 . (e-Dn-1) Q1 Yn—1

Per verificare la tesi, ovvero che la soluzione di tale sistema e a = %QAy, con

di permutazione, ¢ sufficiente far vedere che %QA2 e la matrice identica. Ma, per i,j =
1,...,nsiha

n

[AZ]ij _ Z Aty = Zw(ifl)(kfl)w(kfl)(jfl) — Z(w(iﬂﬂ))kq’
k=1 k=1

k=1
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quindi [A%];; = (1 — wH=2m) /(1 — WD) = 0 se W2 £ 1 e [A%);; = nse w72 =1,
ovvero [A%;; =nsei+j—2=0oppure i +j—2=n, e [A?,;; = 0 altrimenti. Ne segue
che A? = n@Q, da cui 'uguaglianza *QA? = Q* = I (ogni matrice di permutazione ha come
inversa la sua trasposta).

ESERCIZIO 3
i) Nel caso dell’esercizio in cui f(z) = 1/x e [a,b] = [1, 2], la formula di Simpson (Newton-
Cotes a tre nodi) produce il valore

b—a a+b 1 2 1 25 _
5 fla) +4f( )+ f(b) =6(1+4§+§):%=0.694.

Ricaviamo, per una f generica, la formula di Gauss-Legendre a tre nodi nell’intervallo [—1, 1]
e poi, da questa, la formula di Gauss-Legendre a tre nodi nellintervallo [a, b]. I tre nodi della
prima sono gli zeri del polinomio di Legendre di grado 3 relativo all'intervallo [—1, 1],

ps3(x) = C3((2? =13 = C3(6x(2? — 1)2)P) = C3(6(2® — 1)% + 2422(2® — 1))V
= C5(24w(2® — 1) + 48x(2? — 1) + 482%) = C3(1202° — 722) = 2® — 3x
(C3 si € scelta in modo che p3 sia monico), cioe x; = —t, x9 = 0, 3 = t, t = /3/5.
Quindi la formula di Gauss-Legendre a tre nodi nellintervallo [—1, 1] dovra essere del tipo
fj1 flz)dx = Ay (f(=t) + f(t)) + A2f(0) + E, t = \/3/5 (A3 = A; perché sia il peso che
i nodi sono simmetrici rispetto al centro dell’intervallo di integrazione). Sappiamo che, per
la particolare scelta dei nodi, imponendo £ = 0 per f polinomi di grado al piun —1 =2
(n & il numero dei nodi, n = 3 nel nostro caso), automaticamente si avra £ = 0 per tutti i
polinomi di grado al pitt 2n — 1 = 5. La condizione E = 0 per f(z) = 1 e f(z) = 2? produce
le condizioni 2 = 24, + Ay, 2 = A1 dacui Ay = 2, Ay = 5 (per f(z) =xsiha 0=0+E,
cioe E =0 & vera V Ay, As). Possiamo dunque concludere che la formula di Gauss-Legendre
a tre nodi nell'intervallo [—1, 1] &

8
[ g =250+ 10) + 550+ B 1= VAP,
e, di conseguenza, quella d1 Gauss—Legendre a tre nodi nell'intervallo [a, b] f f(x
Tf—lfaTer +th50) dt = f ft) ((f(—)+f()) gf() ),ovvero
b b—ab/,a+b b— a+b b= a+b
/Gf(x>da:— 5 [g(f(7 )+ £( 5 )) —f( N+E, t=1/3/5.
Quindi, nel caso dell’esercizio in cui f(z) = 1/x e [a,b] = [1, 2], la formula di Gauss-Legendre

a tre nodi produce il valore

[ (1/( )+1/( ;)) +g§] — 0.69312169.. .
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Quest’ultimo ha due cifre precise in piu rispetto al valore fornito dalla formula di Simpson
(Nota: log, 2 = 0.6931471806..).

ii) Posto f(z) =1/, 2; =1+i5- e fi= f(1+i5) =1/(1+iyp), i=0,1,...,2n—1,2n,
utilizzando la Nota, si ottengono le identita

/ ) de = Z / f (@) da = [%(fi_ﬁfi)—Wf”(@]

1= 1

=—Z firt £) - (%)%Zf”(@)

n

2 PR— .
[tﬂwdr::§j ﬂ@dw=§:F@—iz—Uﬁg+4hzy+hﬂ oo (s |

S — 6 90
o 11 (f +4f +f Zf////
- 2”3 21—2 2i—1 21 90 2
1
= -3 f0+f2n+22f22+42f22 1= 150 2n)4f””(n)

n—1 n
= Sony1 — <%> @f””( n), Sonp1 = %% [fo + fon + 2; Jai + 4; f2¢-1],
per opportuni &, n € [1,2], dove tg,11 € So,41 SONO note rispettivamente come formule (di
quadratura) composte del trapezio e di Simpson.

Usando le espressioni dell’errore per tali formule di quadratura su visualizzate e maggio-
razioni in [1,2] di f” e f, si puo contare il numero di valutazioni della funzione integranda
sufficienti affinché ’errore commesso da 9,11 € So,11 nell’approssimare f1 x)dr = log, 2
sia minore di € > 0, fissato arbitrariamente piccolo.

Infatti, poiché f”(x) =2/(2®) e f™(x) = 24/(x%), valgono le maggiorazioni |f”(z)| < 2,
|/ (x)| < 24, Vz € [1,2]. Quindi Ve > 0, si ha

2 2
I/fww—%M<a|/ﬂ@M—%M<&

se rispettivamente 1(5-)? < e e Z5(5)* < £, ovvero se rispettivamente n > vl := [(1/(£24))"%]

en>vi:=|[(1/ (5120))1/ 1. Questo risultato ci dice in pratica che se alla formula di Simpson
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composta servono 100 valutazioni della funzione integranda f per ottenere una certa preci-
sione di approssimazione, alla formula del trapezio, per ottenere una precisione simile, ne
occorrerebbero circa 2 x 1002.
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APPENDICE
Osservazioni sull’equazione non lineare x = ¢/(1 + z?), ¢ > 0, successive al

secondo esonero di Analisi numerica 1, e precedenti allo scritto d’esame (Gennaio
2013))

Supponiamo ¢ = 8/(3v/3) (> 8/(3/3)), ovvero ¢’(1/v/3) = —1 (< —1). Ovvero, non &
pit vero che Yz € [0, ¢] vale la disuguaglianza |¢'(z)| < 1.

Per ¢ = 8/(3v/3) (> 8/(3v/3)) si ha g(1/v3) = 2/v/3 (> 2//3).

Calcoliamo l'ascissa 3. del punto di intersezione tra la retta per (1/v/3,g(1/+/3) = 3c/4)
con pendenza ¢'(1/v/3) = —c3+/3/8 e la bisettrice. Ovviamente, essendo 1/4/3 un punto di
flesso per g (cioe, dopo 1/v/3 la ¢’ aumenta), si ha a. > f. e se imponiamo ¢'(3.) > —1
avremo senz’altro che ¢'(a.) > —1.

Retta richiesta: y = 3¢/4 — (v — 1/v/3)3c\/3/8. Ascissa del punto di intersezione di essa
con la bisettrice y = z: 3. = 9¢/(8 4+ ¢3v/3). Valore di ¢’ in B.: —18¢(8 + ¢3v/3)3/(((8 +
¢3v/3)% 4+ 81c2)?). E evidente che per ¢ maggiore di un tot si avra ¢'(8,) < —1, ma questo
non esclude che, invece, per tale ¢, ¢'(a.) > —1.

Se imponiamo ¢'(3.) = —18¢2(8 + ¢3v/3)%/(((8 + ¢3v/3)? + 81¢?)?) > —1, avremo che per
c € (0,tat), si ha ¢'(a) > —1 e questo probabilmente con tat > 8/(3v/3). Ad esempio,
per ¢ = 8/(3v/3) si ha B, = 3/(2V3) e ¢'(B.) = —cl6v/3/49. Quindi, ¢'(3.) > —1 se ¢ <
49/(16v/3). In altre parole, si pud dire che ¢'(,.) > —1 anche per ¢ € [8/(3v/3),49/(16v/3)]
(anche se per ¢ in tale intervallo non & piu vero che |¢'(x)| < 1 Vx € [0, ¢]).

Cambiamo metodo.

A) Si dimostra che se ¢ > 2 allora:

9(g(3(ct Ve —4))) = 3(cEV — 4) (Nota: 5(ct+v/c? — 4) sono le radici di €2 —c+1 =
0, quindi #l loro prodotto deve fare 1). Graficamente Uidentita g(g(§)) = £ per £ # g(§)
corrisponde al fatto che g per ¢ > 2 ha un punto di simmetria rispetto alla bisettrice, quindi
la successione zy,; = g(zx) = ¢/(1 + x3) se parte dall’ascissa di tale punto ritorna a tale

ascissa dopo una iterazione. Nota: 1(c++v/c? —4) € (0,¢).

JG(cEVE—4)=—(ctVE—4)/(53(ct Ve —4)—c) = —p*, epTp” =4/(c?) che
¢ minore di 1 (cioe p™ < 1/p7) se ¢ > 2. Se ¢ > 2, inoltre, allora p~ > p*. Da tale risultato
si intuisce graficamente che per ¢ > 2 si ha ¢'(a.) < —1, cioé a, € un punto di repulsione per
la successione x4 1 = g(xk) (9(x) = ¢/(1 + 2?)).

Come conseguenza di queste osservazioni si puo dire che:

Se ¢ > 2 allora esiste xy € [0, ¢] tale che la successione zy,1 = g(zx), k =0,1,2,..., non
converge ad a.: g = %(c +vc? —4). Vedi il punto i) dell’esercizio 1 del primo appello di
Febbraio di Analisi numerica 1.

Un conto: ¢"(z) = 24cx(1 — 2%)/((1 + 2%)%).

B) Si dimostra che per ¢ > 2 il punto fisso a. é sempre un punto di repulsione (g'(c.) <
—1). Vedi il punto ii) dell’esercizio 1 del primo appello di Febbraio di Analisi numerica 1.
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Per 0 < ¢ <2 il punto fisso a. € sempre un punto di attrazione (0> g'(a) > —1).

Dimostrazione (tipo il caso ¢ > 2).

Sia g(z) =c¢/(1+2%),c>0. Allora {z: 0 <z <1, ¢'(z) < -1} C {z: g(z) > z}.

Infatti, sia z € {z : 0 <z < 1, ¢'(z) < —1}. Allora 2cz/((1 + 2?)?) > 1 = g(x) =
c/(1+2?) > (1 +2%)/(2x) > (22 + 2?)/(2z) = .

Se ¢ < 2 allora ¢g(1) = ¢/2 < 1, quindi 0 < a, < 1 (per la non crescenza di g in [0, 4+00)).
Quindi, se fosse anche ¢'(a.) < —1, per I'inclusione dimostrata si dovrebbe avere g(a.) > a.,
il che ¢ assurdo. Ne segue che ¢'(a.) > —1. O

Per ¢ = 2 si ha equazione z = g(z) = 2/(1 + z?) che ha come radice 1 (ay = 1). Inoltre,
g(1) =1, ¢(1) = =1, ¢"(1/V/3) = 0, g(1/+/3) = 3/2. Graficamente si vede che la radice
a. = 1 dovrebbe essere un punto di attrazione per xy; = g(z).
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I LEZIONE

Sia A € C™" m > n, e b € C™. Supponiamo che le colonne di A siano linearmente
indipendenti. In generale b non ¢ detto che appartenga allo spazio generato dalle colonne di
A. Questo e come dire che il sistema lineare Ax = b in generale non ha soluzione, se non nel
senso dei minimi quadrati che andremo a precisare.

Si cerca x tale che la misura in norma euclidea del vettore residuo b — Ax sia minima:

b — Ax3 = min b — Az} = min > b= 3 a5
7i=1 j=1
Osserviamo che ||b — Az||3 = (b — Az)" (b — Az) = 2T A# Az — 2" Ab — b Az + ||b|*> =
2z A Az — 2R (21 Ab) + ||b||?> =: F(z), dunque F(y+z) = (y +2)T AT A(y +2) — 2R((y +
z)7T AHDb)+|b||? = F(y)—2R(z" Alb)+2z! A Ay +y" A Az+2" AH Az = F(y)+z" A" Az—
2R (z7 A" (b — Ay)). Ne segue che, se x ¢ I'unico vettore di C" tale che A” Ax = Ab, allora
F(x+z) = F(x)+z" A" Az > F(x) per ogni z € C", z # 0.
In altre parole, il vettore x € C" tale che

b — Axls = min ||b — Az,

esiste, & unico, e coincide con la soluzione del sistema lineare A7 Ax = A"b.
FEsercizio. Dimostrare che la matrice A” A ¢ definita positiva.

Esercizio. Nel caso m = n dimostrare che il numero di condizionamento di A7 A nella
norma spettrale soddisfa I'identita (A" A) = ps(A)%. Se invece m > n, cosa si pud dire?

[lustriamo un modo per calcolare x. Supponiamo di conoscere una decomposizione QR
di A, ovvero di conoscere una matrice unitaria () m X m e una matrice m X n R triangolare
superiore con R; #0,i=1,...,n,e R;; =0, ¢ > j, per cui A = QR. Si osserva che

A Ax = A"b & (QR)"QRx = (QR)"b < RYQ"QRx=R"Q"b < R"Rx=R"Q"D.

R/
O

m X n (unitariamente ortonormale per colonne) tale che Q = [Q’ Q"]. Allora

Chiamiamo ora R’ la matrice triangolare superiore n X n tale che R = [ ] , € Q' la matrice

RYRx = RIQ"b < [(R)H O][ g

& (R)"Rx=(R)"Q)"b < Rx=(Q)"b,

=1y ol (2 b

quindi si ha il seguente
Teorema. Sia A € C™" b € C™, m > n. Conoscendo la decomposizione QR =

/
Q" Q"] [ g } di A, il vettore x per cui |b — Ax||2 = min, ||b — Az||; esiste, & unico e si puo
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calcolare risolvendo il sistema triangolare superiore R'x = (Q')?b. Inoltre, per ||b — Ax||
vale l'espressione ||b — Ax||s = [[(Q")"b||..

Dimostrazione. A = QR = [Q' Q"] [ g ] implica

. . R
min, |[b — Az|f3 = min, [b— [ Q"]| ) |23

= min [ {0 Jb= [ 5 Jal3 = @b

dove 'ultima uguaglianza vale per z = x := (R)~"}(Q")b. O

Vediamo due possibili procedimenti per calcolare () ed R tali che A = QR.

1) Procedimento di Gram-Schmidt. Siano a; € C™, i = 1,...,n, m > n, le colonne
linearmente indipendenti di A, cioe A = [a; a5 -+ a,).

Sia vi = (1/||ai||2)a;.

Sia Vv, = ay — r1vy, con 1y tale che vivy = vil(ay — ri9vy) = 0, cioe 715 = via,. Sia
vy = (1/||¥2]]2)V2 (V2 # 0 perché altrimenti a sarebbe linearmente dipendente da ay).

Sia v; = a; — Y71 ry;v;, con ry tali che v, = vi(a; =S rivi) =0, s = 1,...,j—1,
cioe ry; = vHa;. Sia v; = (1/]|vj|l2)v; (v; # 0 perche altrimenti a; sarebbe linearmente
dipendente da ay,...,a; ).

Riassumendo, posto r1; = |lai|l2 e vi = (1/r11)a;, per j = 2,3,...,n si effettuano le
seguenti operazioni:

D)ry;=vH aj, i=1,...,7—1,
2) V; =a; — > 11TZJVZ7
3) rj; = ||Vjll2 (# 0 se ay, ..., a; indipendenti),

4) vj = (1/r;)v;.

Vediamo da un punto di vista matriciale cosa si sta facendo. Valgono le identita r;,v; =

Z] LTV, J =1,...,n, ovvero a; = 2321 TijVi, 7 =1,...,n, ovvero
1 Tiz2 - Tin
/
ayay - an} - [vl v | YT T R — (g Q”][g ] ~ QR
0 -0 T

dove Q" si puo scegliere arbitrariamente in modo che () sia unitaria.
2) Procedimento di Givens (caso A 3 x 2). Si vuole triangolarizzare la seguente matrice:

a b
A= 1| c¢c d
e f
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Si potrebbero utilizzare trasformazioni elementari di Gauss o trasformazioni di Givens:

R o N i | F S R  §

a=a/va®+ 32, = —c/Va®>+ 2. 1l metodo di Gauss richiede a # 0, si procede solo con
Givens. Quindi abbiamo ottenuto che

a —F 0 a b Va2 +c2 ab-— pd
6 a 0 c d| = 0 Gb+ad |,
0 0 1 e f e f

a=a/va*+ 2, [ =—c/vVa®>+ 2. Ora si determinano nuovi «, 3, per cui
a 0 —p va?+e2 i Va+c2+e2 abl —gf

01 0 0 d | = 0 d ,
6 0 « e f 0 O + af
a=+va2+c2/Vaz+ 2+ e, 3= —e/va2+ 2+ e2. Ora determiniamo nuovi «, 3, per cui
1 0 O Vvat+c2+e2 albl —3f Vvar+ 4+ e? abl — Bf
0 aa —f 0 d = 0 (d)2+(f2 |,
0 0 « 0 1 0 0

a=d/\(d)?+(f)? 6 =—f//(d)?+(f)? Abbiamo introdotto tre matrici unitarie
reali Q1, ()2, Q3 tali che Q3Q2(Q1 A e triangolare superiore.

Pilt in generale, data A = [a; ay -+ a,], a; € R™, m > n, si intuisce facilmente come
costruire matrici unitarie @Q; = {ay, 3;} di Givens m x m tali che ...Q30Q2Q1A = R con R
triangolare superiore.

Nota: Nel caso piu generale in cui a; € C™, invece delle rotazioni di Givens reali, si possono
utilizzare le rotazioni di Givens complesse o le riflessioni di Householder per raggiungere lo
stesso scopo.

Nota: Per l'esistenza della decomposizione QR di A, con R triangolare superiore ed R;;
arbitrari, non ¢ necessario che i vettori a; siano linearmente indipendenti. Se ad esempio a;
e a, fossero indipendenti, ma ag fosse dipendente da a; e ay allora, dopo aver messo zero
I’elemento 3,3 di R, si passerebbe a triangolarizzare la quarta colonna.

Osservazione sugli algoritmi di triangolarizzazione

Nei metodi diretti per la risoluzione di sistemi lineari, di solito si trasforma il sistema
dato Ax = b nel sistema equivalente F,_;--- F1Ax = E,_1---FE1b,ove U = E,_{--- 1A
e triangolare superiore. Se le matrici utilizzate F; in tale trasformazione sono le matrici
elementari di Gauss allora ||E;|| > 1 (vedi l'esercizio seguente), quindi ||U]], essendo ||U|| <
| En-1ll - - - ||E1|||A]l, potrebbe anche essere molto piu grande di ||A||. Se le F; sono invece
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unitarie, allora ||U|| = ||A|| (perché?). Ne segue che tra gli algoritmi di triangolarizzazione
di una matrice (o di risoluzione di un sistema lineare triangolarizzando la matrice dei coeffi-
cienti), quelli che utilizzano E; unitarie sono i pin stabili (Givens e Householder migliori di
Gauss).

Esercizio. Mostrare che la norma spettrale della matrice £ = {

se u # 0.
Risoluzione. ||E||%2 > ||Fe.||3 =1+ [ul]3 > 1.

? } € maggiore di 1

Esercizio. Siano A € C"", z € C". Dimostrare che se ¢ € C™"™ & unitaria allora
1QAl2,r = [|[AQl2.r = ||All2.F, [|Qz]]2 = ||2]|2. Se @ & inoltre tale che Qz = ey, allora

o] = |l

FEsercizio. Sia @ unitaria ed £ lo spazio delle matrici della forma QDQ*, con D diagonale
generica. Data A € C"*" scrivere D4 diagonale tale che

|QDAQ" — Allr = min [QDQ" — Al

Dimostrare che se A ¢ hermitiana (definita positiva), allora anche QD 4Q ¢ hermitiana
(definita positiva).

Esercizio. Siae € Rtaleche 0 <e <1, e

1+e 1—-¢ 0
A= 1 =2 1
0 ;3

Sono vere le seguenti affermazioni?
i) p(A) non ¢ autovalore di A.
ii) A ha due autovalori reali e uno complesso non reale.
iii) A & non singolare.

FEsercizio. Dimostrare che p(A) < ||Al| per ogni norma matriciale
Risoluzione. Se Ax = Ax con x # 0, allora AX = AX, con X =[x 0 --- 0] # O, dunque
[A[IXI = [JAX]] = [IAX ] = [AIX]] 1X ] # 0. Da cui la tesi [A] < [|A]l.

APPENDICE

Esercizio (relazione con la teoria dei minimi quadrati in approssimazione). Sia {p(a,z) :
z € C"} una classe di funzioni di a € C'. Ad esempio, tale classe puo essere formata da
funzioni lineari {> | z;pi(a) : 2; € C}. Supponiamo di avere m dati (a;,y;), a; € C,
y, € C,i=1,...,m, a; # a; se © # j, ottenuti osservando, per 7 = 1,...,m, il valore y; in
corrispondenza della situazione a; (m > n).

Cercare x € C" che realizza il seguente minimo

m m n
min Z lyi — plai, 2)|, melgz lyi = > zepslai)]”
i=1 =1 s=1
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vuol dire poter utilizzare p(a,x) o Y _._, zsps(a) per indovinare il valore y prodotto dalla
situazione a # a;.

Esempio: Siano n =1 e ps(a) = as. Allora

m
ming ly; — E zsps(ay)| —mmE ly; — E 250 | 2 — min E ly; —
2z, €C 4 z;€C zeCn 4 T

1=

(sistemi sovradeterminati).

Esempio: Siano I =1 e ¢4(a) = a*~!. Allora

: s 112
min E ly; — E zsps(a;)|® = min E ly; — E zsa; |
2z, €C 2z, €C

(approssimazione ai minimi quadrati con polinomi).

IT LEZIONE

Minimi quadrati in approssimazione (caso discreto)

FEsercizio. Determinare la retta p di migliore approssimazione nel senso dei minimi

quadrati della parabola f(z) = z? nei punti —1,0, 1. Confrontarla con la retta di Chebycev
di fin [~1,1].
Risoluzione. Visto che f e pari e i punti —1,0,1 sono simmetrici rispetto 0, € evidente che
p(z) = ¢ per qualche ¢ € R. Dobbiamo allora minimizzare, al variare di ¢, la funzione
(p(=1) = f(=1))*+ (p(0) = f(0))*+ (p(1) = f(1))? = (c = 1)* +* + (c—1)* = 2(c—1)*+¢* =
3c¢* — 4¢ + 2. Dunque si conclude facilmente che la retta cercata ¢ p(x) = 2/3. La retta di
Chebycev richiesta e per definizione il polinomio p di grado minore o uguale a 1 che minimiza
max,e[—1,1] [¢(z) — 2%| al variare di tutti i polinomi ¢ di grado minore o uguale a 1. Visto che
f(x) = z* & simmetrica rispetto al centro dell’'intervallo [—1,1] dove ¢ richiesta la retta, &
evidente graficamente che p(x) = (minge;—11) f(2) + maxge—1,1) f(2))/2 = 1/2. Quindi i due
criteri di approssimazione, minmax e minimi quadrati, danno due risultati diversi.

Discussione su tanti modi per approssimare (minimi quadrati, minmax, interpolazione;
dati discreti o continui), con diverse classi di funzioni (¢(z,co,c1,...,¢,) 0 >y cipi(T),
polinomi, polinomi trigonometrici, funzioni raxionali, Pade’, e con Pade, ...).

FEsercizio. Determinare la parabola p di migliore approssimazione nel senso dei minimi
quadrati della funzione f(x) = |z| nei punti —1,—1/2,0,1/2, 1. Confrontarla con la parabola
di migliore approssimazione minmax di f in [—1, 1].

Risoluzione. Visto che f & pari e i punti —1,—1/2,0,1/2,1 sono simmetrici rispetto 0, &
evidente che p(z) = a + bx? per a,b € R. Dobbiamo allora minimizzare, al variare di a, b, la
funzione (p(—1) — f(—1))* + (p(=1/2) — f(=1/2))> + (p(0) — f(0))* + (p(1/2) — f(1/2))* +
(p(1) = f(1))* = (p(0) — £(0))* +2(p(1/2) — f(1/2))* + 2(p(1) — f(1))* = a® + 2(a + b/4 —
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1/2)®> + 2(a + b — 1)%. Annullando le derivate parziali rispetto ad a e b, si ottengono le
condizioni 5a + 3b/4 = 3/2, ba + 17b/4 = 9/2. Dunque si conclude che la parabola cercata &
p(x) =6/35+ 622/7.

Teoria dei minimi quadrati per polinomi, base standard, basi opportune e
ortogonali
Fissati m+ 1 numeri reali distinti z;, ¢ = 0, 1, ..., m, ove sono noti i valori di una funzione
f, si vuole minimizzare
m
D (anlw:) = f(2:)* = llgn(x) = FX)II3

=0

al variare di ¢, tra i polinomi di grado al pit n. Posto ¢,(x) = Z?:o a;x?, occorre minimizzare

Fa) = Z(Zaa z>2 ;(;()ajakxﬁkjtf(wl —2f(x Zaa >

S IO SRS SEETED o ST

7,k=0
= a’Aa—2a’b+c, A= ZxZ”Lk, bj = Zf(xz)arf, c= Zf(x2)2, j=0,1,...,n,
i=0 i=0 i=0

Risultato: F(A™'b) < F(a), Va € R"". Infatti, essendo VF(a) = 2(Aa — b), il vettore
A~'b & I'unico punto estremale per F. Inoltre, essendo V2F(a) = 2A costante e definita
positiva (perché?), A~'b deve essere un punto di minimo assoluto globale.

Dunque il polinomio cercato & p,(z) = Y 7_;a;z’ con a = A~'b. Notare che ||p,(x)||5 =

D imo Pa(i)? = ZZO(Z? 04 ) Zk] 0 @ka; D iy Z*'“ =a’Aa=Db"A"'b.

Esercizio. Dimostrare che F(a+d) = F(a) +2d”(4a —b) + d? Ad, Va,dR""'. Dunque
F(A™'b) < F(x) per ogni x # A~'b. Inoltre, osservare che ||p,(x) — f(x)||3 = F(A™'b) =
¢ —=bTA b = | f(x)[* = [lp(x)[3-

Osservazione importante Se i nodi x; sono distribuiti uniformemente in [0, 1], allora si puo
dire che

m 1
. , 1
A Ar = Ax xfk%/ Ay = ——— 0< 4,k <n.

In altre parole, la matrice A del sistema lineare che occorre risolvere per calcolare il poli-
nomio di migliore approssimazione nel senso dei minimi quadrati della tabella (z;, f(x;)),
1=0,1,...,m, ¢ ameno di un multiplo vicina alla matrice di Hilbert, la quale, come ¢ ben
noto, ha un numero di condizionamento che cresce molto velocemente con m.

Minimi quadrati con dati continui: cercare I'unico polinomio p,(x) tale che fab( f(z) —

p(z))?dr < f — ¢n(2))? dx per ogni polinomio ¢, di grado minore o uguale ad n.
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Esercizio. Se f ¢ simmetrica (antisimmetrica) in [a,b], anche anche p, ¢ simmetrica
(antisimmetrica) in |[a, b].

Interpolazione, formula di Lagrange

Dati n+ 1 numeri reali distinti xq, x1, ..., x, ed n+ 1 numeri reali qualsiasi yo, y1, - - -, Yn,
si vuole determinare un polinomio p tale che p(z;) = y;, i =0, 1,...,n, ovvero un polinomio
interpolante la tabella 7,41 di n+ 1 dati (z;,v;),i=1,...,n.

Prima di verificare la effettiva esistenza di un polinomio p interpolante la tabella 7,1,
osserviamo che se p esistesse, allora ogni altro polinomio

plz) = p(x) + q(z) [ (= — =) (%)

=0

interpolerebbe 7,1, e, viceversa, ogni polinomio p interpolante 7, ,; dovrebbe ammettere la
rappresentazione (*). Da questo ragionamento segue che si puo avere 1'unicita del polinomio
interpolatore richiedendo che il suo grado non superi n (in questo caso, infatti, g(z), nella
rappresentazione, dovra essere per forza identicamente zero).

A questo punto se esibiamo un polinomio di grado al piu n interpolante la tabella 7,1,
automaticamente avremo dimostrato ’esistenza e I'unicita di un polinomio con tali caratter-
istiche.

Cominciamo con l'introdurre i seguenti polinomi di Lagrange associati ai nodi x;:

- T 22

x. p— l’.‘
§=0,j#i " J

Ciascun [; ha grado esattamente n, in z; vale 1 e in z;, j # 4, vale zero. I polinomi [;
costituiscono una base per I'insieme dei polinomi ¢, di grado al piu n, infatti per tali g, vale
ovviamente la seguente rappresentazione: ¢, (z) = . gn(z;)li(x) (perché?).

Esercizio. Rappresentare il polinomio 1, di grado minore o uguale di n, utilizzando la
base per l'insieme dei polinomi di grado minore o uguale ad n di Lagrange associata a n + 1
numeri distinti x;: {lo(x), 1 (2),. .., 1, (z)}.

Il seguente polinomio

p(z) = Zyz‘li(ﬂﬂ)a li(r) = | 11 . x,_wj.

ha grado al pit n (essendo combinazione lineare di polinomi di grado esattamente n) e
p(xj) =y;, 7 =0,1,...,n. Quindi, abbiamo dimostrato che esiste ed & unico un polinomio
p(z) interpolante 7,41 e tale polinomio ha grado al piu n.

E chiaro che p(x) potrebbe avere effettivamente grado inferiore ad n, ad esempio se la
tabella e formata da dati allineati allora il polinomio interpolatore sara ovviamente una retta.
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Esercizio. Dati xy < o7 < ... < x,_1 < =, scrivere in termini del polinomio p(x)
interpolante 7,1 il polinomio p di grado minimo tale che p(z;) =y;, 7 =0,1,...,n, p'(x) =
Yo: D' (Tn) = Yn-

Risoluzione. Sappiamo che deve essere p(z) = p(x) + c(x) [[\_,(x — ;). Poiché p'(x) =
p'(z) +d(2) [[ino(z — 2:) + c(2) Z?:o H?:o, i;éj(x — ;), si ha

P(xx) = p'(an) + c(zx) | H (e — @)

Dunque la condizione p'(z)) = yj, ¢ soddisfatta se c(vx) = (v — p'(xx))/ [Limo,izr (r — 23)-
Allora basta porre

n n—1

c(@) = (g — 1/ (20))/ T (w0 — 2)—" + (s — p/(2a))/ [ [ (& — )

—x
i=1 0 n i=0

r — 2o

ITn — X9
e le condizioni p'(zg) = vy, p'(z,) = ¥y, sono soddisfatte.

IIT LEZIONE

Polinomi densi nelle funzioni continue (Weierstrass)
Sia f € C°([0,1]). Comunque fissato € > 0 esiste v. € N tale che Vn > v,

I = Buli Dllwson < 2, Balai )= 3 1()(( ) a1 - 0

(9l o) = mociag 9(2)])- Nota: f(z) = S0 f(a) (Z)xm )k,
Senza dimostrazione.

Polinomio minmaz di funzioni continue
Sia f € C%([a,b]). Esiste ed & unico p,, polinomio di grado minore o uguale ad n tale che
Y= ||f - pn“oo,[a,b] - gn,nggiylllﬁn ||f - gn”oo,[a,b]'
Inoltre, esistono almeno n + 2 punti xy < 27 < ... < &, < Tpy1, ; € |a,b] per cui f(z;) —
pn(x;) = (—1)"y (oppure (—1)"1y).
Senza dimostrazione.
Esercizio. Se f € C%[a,b]) ¢ simmetrica (antisimmetrica) rispetto ad (a + b)/2, allora p,,

il polinomio di migliore approssimazione minmax di f in [a,b] di grado al piu n deve essere
simmetrico (antisimmetrico) rispetto ad (a + b)/2.

Esercizio (retta di Chebycev). Calcolare la retta di migliore approssimazione minmax
di g(r) = 2/(1 + 2?) in [—1,1]. Scrivere 'equazione della retta di migliore approssimazione
minmax di g(z) regolare convessa (concava) in [a, b].
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Polinomio monico di norma sup minima in [—1,1] (Chebycev)
Proposizione. Se p,_; € il polinomio di grado minore o uguale di n — 1 di migliore
approssimazione minmax di z" in [—1, 1], cioe

p=la" = prs@)looag = min_ " = gt e

allora 2™ — p,_1(x) = 52=T,,(z), dove T,,(x) & I'n-esimo polinomio di Chebycev.
Prima di dimostrare la Proposizione, vediamo un sua immediata conseguenza:
Corollario.
1

min { $g[1_al},{1] |gn(x)| : ¢, monico di grado n} = :vg[l—al},{l] |FTn(x)| =

2n71‘

Dimostrazione (della Proposizione). Sappiamo che il polinomio p,_; esiste ed & unico. Sia
y(xr) = 2" — pp—1(x). Sappiamo che ci sono almeno n + 1 z;, con g < 27 < ... < Ty,
r; € [—1,1], tali che y(z;) = (=1)'u [(—=1)"'u], « = 0,1,...,n. Si nota che y'(z) & un
polinomio di grado n — 1 e che ha n — 1 zeri reali distinti, ovvero xy,xs,...,T,_1. Se x( fosse
maggiore di —1, ¢y’ avrebbe almeno n zeri reali distinti e quindi dovrebbe essere nullo, il che
non puo essere. Dunque zy = —1. Per un ragionamento analogo si ha z,, = 1. Si consideri
ora il polinomio di grado 2n y(x)? — % Esso si annulla negli z;, i = 0,1,...,n, e, poiché la
sua derivata, 2y'(x)y(x), si annulla negli x;, i = 1,...,n — 1, questi ultimi sono zeri doppi.
Abbiamo dunque tutti gli zeri di y(z)* — p?, ne segue che esiste una costante ¢ per cui

y(z)? — p? = c(2® — 1)y (z)*.

La costante c si ottiene imponendo che il coefficiente di 22" del secondo membro sia 1. Dunque
c=1/n?

2 ! 2 /
i Y (I> i y (I> narccosz + ¢ = + arccos M,

=2 @ V=2 /- G 1

da cui y(z) = pcos(narccosx + ¢), £u = 1 — p,—1(1) = pcosc. Dunque ¢ = km, k € Z.
Riassumendo, se p,_1 € il polinomio di migliore approssimazione minmax di z™ in [—1, 1],
allora

2" — pp_1(x) = y(x) = £ cos(n arccos x)

(I'uguaglianza si & ottenuta supponendo z? < 1).

Prima di concludere ora occorre fare una osservazione. Si considerino i seguenti polinomi
To(x) = 1, Ti(x) = x, To(x) = 22Ty (x) — To(x) = 22 — 1, Ty (x) = 22T (z) — Ti_1(2),
i =1,2,..., ovviamente ben definiti su tutto R. Si noti che il coefficiente di z™ di T, (z) &
21 cioe Ty (x) = 2"tz + .. ..

Esercizio. Trovare gli zeri e gli estremali di T,.
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Risoluzione. cos(narccosz) = 0 sse narccosz = 7/2 + km sse x = cos((2k + 1)7/2n),
k =0,1,...,n — 1. sin(narccosz)/v1—2? = 0 sse narccosx = km sse © = cos(km/n),
k=1,...,n—1.
Si consideri poi la funzione ¢,(x) = cos(narccosz), ben definita Vo € [—1,1]. Si noti che
co(z) =1, c1(z) =z, co(x) = 20> —1, €, Poiché Cpim () + Cjnom|(z) = 2¢,(x)cm(2), vale anche
I'uguaglianza ¢, 1(z) = 2¢, () —c,—1(x). Ne segue l'osservazione: ¢, (x) = cos(n arccosx) =
L) (-1.-

Dunque, in (—1,1) si ha 2™ — p,_1(x) = Lpuc,(x) = £uT,(x)|(—1,1) ed ora e evidente che
in questa identita, per essere vera, si deve scegliere il segno + e si deve porre p = 1/2"71.

Calcolare il polinomio interpolatore in un punto (Aitken-Neville)

Indichiamo con Iy, () il polinomio interpolatore la tabella (z;,v;), 7 = 0,1,...,n. Allora
1 To. h-1nt1.n(T) = — 24 1 Lo n(x) -2
I n I — det cer oee — det ces
o1.n(7) Ty — Tp, { Lo k—1kr1.a(T) T =2 Tp — T Ioi.n1(7) 2 —x0

Esempio. Si vuole calcolare in z il polinomio /y123(2) interpolante la tabella (0, —1), (1/3,0),
(2/3,0), (1,2):
10:—1, 11:0, IQZO, 13:2,

1 I (2) w—xl]zl

IOl(ZE) = 1 — Zo det |i Io([[’) r — 20 E(ZE — Il),

L(z) - ] o

L(z) z—m

1
112(.’17) = mdet |:

Ios(2) = x;xz det [ ggg T } _ %2(:@—932),
AR ) TV
hse) = [ 1500 000 ] = e e

o) = e 20 S0
_ %[%(w xg)(x—xl)(x—xo)+2im(x—x1)(x—x2)(x—x3)]
= 93— et - )3 1)
— - - G- 5) = 5@ e 3)



Si verifica che il polinomio Igi23(z) effettivamente per z = 0,1/3,2/3,1 assume i valori —1,
0, 0, 2. Si indovina il grafico di Ipj93(x) osservando che & una cubica con derivata nulla per
r=1/3.

Esercizio. Data la funzione g(x) = ¢/(1 + 2?), ¢ > 0, si vuole trovare la parabola di
migliore approssimazione minmax di g in Z = [—%, %] (si noti che £1/+/3 sono punti di
flesso per g, quindi, effettivamente, g nell’intervallo Z somiglia molto a una parabola e ha
quindi senso cercare di approssimarla con una parabola).

Risoluzione. Cominciamo con l'osservare che la parabola che cerchiamo deve essere una
funzione pari, come la g (vedi I'Osservazione). Quindi sara del tipo ax®+ 3. Inoltre, sappiamo
che g(x) — (ax? + 3) deve alternare in Z il suo valore massimo almeno quattro volte, e per la
parita e per la concavita sia di g che di ax?+ 3 (ci si aspetta ovviamente che o venga minore
di zero) si puo indovinare che le volte saranno cinque. Piu precisamente, possiamo dire che

devono valere le seguenti identita:
T

con g = —1/V/3, 2, = €, 15 = 0, 23 = &, x4 = 1/4/3. Dobbiamo dunque determinare
a<0,8>0,u>0,e¢c(0,1/v3) che soddisfano le identita suddette.
Devono essere verificate le uguaglianze

9(0) = (a0 + ) = g(1/V3) = (a(1/V3)* + B), (a0®+ ) — g(0) = g(€) — (a&” + 3)

e, nello stesso tempo, |(a&? + ) — g(£)| deve essere maggiore o uguale di ogni altro |(az? +
8) - g(@)|, = € [0,1/v/3].

La prima uguaglianza diventa ¢ — 3 = %c —§ — B3, da cui a = —3c/4. Quindi la parabola
che stiamo cercando sara del tipo —3cz?/4 + 3. La seconda uguaglianza diventa 3 — ¢ =

c/(1+ &%) 4 3c¢€?/4 — 3, da cui la seguente formula per [3:

B = %c(l +1/(1+ €?) +3§2/4>.

Come abbiamo detto, nello stesso tempo, la quantita

2
deve essere in modulo massima (in [0,1/v/3]). Poiché p(0) = ¢(1/v3) = 0, e ¢'(§) =
£(36* 4662 —1)/(2(1+£2)?) & negativa per gli £ positivi per cui 0 < £ < —1+4 2+/3 e positiva
per gli & positivi per cui €2 > —1 + %\/g, la funzione ¢ assume valori negativi in (0,1/v/3)

c/(14+&%) +3c€%/4— 3 = —%c—i— %c/(l +£%) +gc§2 = %c(— 1+1/(14€%) +Z§2) = 1cgo(g)

ed & minima (ovvero, il suo modulo & massimo) per £ = y/—1+ 2v/3.
Abbiamo quindi trovato il punto £ incognito, di alternanza per la parabola minmax di ¢

inZ: {=4/-1+ %\/g Sostituendo tale valore nell’espressione di cui sopra di 3 in termini
di &, otteniamo il coefficiente 3 della parabola minmax di g in Z: 8 = 1c(v/3 +1).
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Riassumendo, la parabola di migliore approssimazione minmax di g in Z e

1 1
—3cx? /4 + 50(\/5 + Z),

i punti di alternanza sono xy = —1/\/5 T = —\/—1+3 2{3, xy = 0, z3 = /—1+ 2\/_

x4 =1/V/3, e poiché B — ¢ = 2¢(v/3 — 1) <0, il valore p alternato & 2¢(2 — v/3) e in zero la
parabola minmax e sotto la g.

IV LEZIONE

Si disegna la cubica interpolante la tabella (0, —1), (1/3,0), (2/3,0), (1,2), ottenuta nella
precedente lezione, notando che se i dati —1, 0,0, 2 della tabella fossero imprecisi tale cubica
molto probabilmente non rifletterebbe 'andamento della funzione che si vuole approssimare
(conoscendo i suoi valori in 0,1/3,2/3,1).

Si dimostra la formula di Aitken-Neville, che, data la tabella (xl,yl) 1 = 0,1,...,n,

esprime il polinomio /y;_, () interpolante la tabella negli n41 punti x;, ¢ = 0,1, ..., n, in ter-
mini del polinomio oy p—1p41..n(2) interpolante la tabella sugli n punti xg, 1, ..., p_1, Ths1, - -, Tn
e del polinomio oy k_1x+1..n(x) interpolante la tabella sugli n punti zg, 1, . . ., Tk_1, Thit, - - -, Tn-

La dmostrazione consiste nell’osservare che ’espressione di Aitken-Neville ¢ un polinomio
di grado al piu n che nei nodi z; vale y; come In; _,(x) (scrivere i dettagli!).

Minimi quadrati con dati discreti in spazi di funzioni lineari

Dati: f(zo), f(z1), ..., f(Tm), con z; reali distinti.

Classe di funzioni: appo(x) 4+ a191(x) +. ..+ anpn(x), con p;(z) linearmente indipendenti.
Ipotesi: m > n.

Allora la seguente somma di quadrati

Z (Z aj(pj(xT) - f(xr))27 a; € R,

€ minima se gli a; risolvono il seguente sistema lineare:

m m

(D eilan )o@ jmolas)imo = (D flar)pilen))iy

r=0 r=0

(stessi passaggi del caso ¢;(x) = x7). Si osserva che, per la lineare indipendenza delle funzioni
©;, la matrice dei coefficienti di tale sistema ¢ definita positiva (dimostrarlo!).

Inoltre,
u 1= . -
Zosoxxr)goj(xr)—{ 0 iy 0 VShi<n = ai—;mm(m
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(Nota: I'ipotesi che si fa sulle ¢; in quest’ultima affermazione non ¢ altro che una condizione
di ortonormalita rispetto al “prodotto scalare” (g,h) = " g(z.)h(z,)).

Esempio (classe di funzioni polinomiali).

Si vuole calcolare la retta p di migliore approssimazione nel senso dei minimi quadrati
della tabella f(zo), f(x1), ..., f(zm), con z; reali distinti, usando una base ortonomale per
polinomi. Si cercano innanzitutto ¢o(x) = v e pi(x) = ax + (3 per cui

Z@O(wT)Z - 2(100 wr 901 wr = ngl wr —
r=0

Si vede subito che tali identita sono soddisfatte se valvono le seguenti condizioni:

1 m m m
= a) . +Am+1) =0, ®Y 22+2a8Y z,+3(m+1)=1.
I et R P A
Dalla seconda di queste ultime, segue che § deve avere il valore § = —a(} ", z,)/(m+1), che

sostituito nella terza produce la seguente equazione in a: (Y 22—(>"  x,)?/(m+1))a? =
1. Dunque,

1 1 o
oo(r) = ——, pi(r)=ar+ 0, « L B=— E:xr
1 m 1
m+1 \/ZT 0T7 — m+1(zr:0 x,)? m + p—

Ora che abbiamo le funzioni ¢ e o1, ricordando che ag = > f(z)po(x,) e ar = Y%, f(zr) 1 (z,),
si puo scrivere immediatamente la retta p:

p(z) = angolw) + arpr(a), ag = Wn%“ S S ar=a fa)e+ 8 fla,).

Usiamo il risultato ottenuto per trovare la retta di migliore approssimazione nel senso dei
minimi quadrati della tabella (0, —1), (1/3,0), (2/3,0), (1,2). In questo caso si ha

14 1 3 o 3

3
m =3, ZxT:Q’ Zwi:—’ o= = = ﬂ:__2:_—a
= = 9 14/9— 122 V5 4 2v/5

quindi i primi due polinomi ortonormali rispetto al prodotto scalare (g, h) = Zi:o g(r/3)h(r/3),

SOno
1 3 1

polz) = 2 p1(x) = ﬁ(ﬂf - 5)-
Dunque, la retta di migliore approssimazione nel senso dei minimi quadrati della tabella
(r/3, f(r/3)),r=0,1,2,3, ¢

3 3

1 3 1 1
aoé—l-al%(x—é), ay = 2; f(r/3), a1 = z; f(r/3) r/3——Zf (r/3).
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Nel nostro caso
3

3
S /3y =1, > f(r/3)r/3=2
r=0 r=0

dunqueaoz% —%2—%—2ﬁ,elarettae
11 n 9 3 (x 1) 11 n 27

——Ft ——(r—=)=——+ —=.

22 255 10 10

2
Si disegna la retta ottenuta e si osserva che se i dati —1,0, 0, 2 della tabella fossero imprecisi,
questa retta molto probabilmente sarebbe una approssimazione della funzione f (di cui la
tabella ¢ un campionamento) migliore del polinomio interpolante la tabella.

Esercizio. Calcolare la parabola p di migliore approssimazione nel senso dei minimi
quadrati della generica tabella f(xg), f(x1), ..., f(xm), con x; reali distinti.

Esempio (classe di funzioni trigonometriche).
Esempio (classe di funzioni razionali (che non sono lineari!)).

Formula per l’errore nell’interpolazione (supponendo la funzione f che si sta inter-
polando sufficientemente regolare)

Siano z; € R, i = 0,1,...,n, numeri reali distinti e y; € R, 2 = 0,1,...,n, numeri reali
qualsiasi. Supponiamo che gli y; siano i valori assunti in x; da una funzione f sufficientemente
regolare in un intervallo aperto contenente gli x;. Sia p il polinomio di grado al piu n tale che
p(z;) = y; = f(z;), Vi. Siano R(t) = f(t) — p(t), w(t) = [[;_(t — z;). Scelto x nell’intervallo
di cui sopra e non coincidente con nessuno dei nodi, poniamo F(t) = w(t)R(z) — w(x)R(t).

Sia Z il minimo intervallo reale aperto la cui chiusura contiene z e tutti i punti z;, cioe
T = (a,b), a = min{z;, z}, b = max{z;, x}. Siosserva che F si annulla negli n+2 punti distinti
x; e . Dunque F’ si annulla in almeno n+1 punti distinti di Z. F” si annulla in almeno n punti
distinti di Z. F"” si annulla in almeno n— 1 punti distinti di Z, ..., F®*Y si annulla in almeno
un punto di Z. Quindi esiste £ € Z tale che 0 = F" V(&) = (n + 1)!R(z) — w(z) f™+D(€),
ovvero tale che

Fr(E)

R(z) = f(x) — p(z) = CFSL w(z).
Si osserva che I'espressione trovata per R(z) vale anche se x ¢ uno dei nodi.

V LEZIONE

Sia f : R — R una funzione sufficientemente regolare in un aperto contenente l'intervallo

la,b]. Siano x;, i = 0,1,...,n, numeri reali distinti e p(z) il polinomio interpolante la tabella
(x;, f(x;)), i = 0,1,...,n. Sappiamo che esiste £ nel minimo intervallo contenente gli z; e
x € R per cui

f(n—i—l n

Jj=
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Ci si chiede: come vanno scelti gli x; affinché nell'intervallo [a, b] il polinomio p(x) approssimi
f(z) il meglio possibile? Osservando che

Ve lab], |f()—p()] < maxe | £ rmaerw—x]

(n+1)! 1)' te z€la,b]
viene naturale scegliere, se possibile, gli z; in modo che sia minima la quantita max,c,y | H;‘:O(a:—
x;)|. Quindi, dobbiamo risolvere il seguente problema:

Problema: Calcolare il polinomio wy () monico di grado n + 1 tale che

max |we ()] = min max |wey ()|
[a,b] W zefab]
dove il minimo e effettuato su tutti i polinomi monici w di grado n + 1.

Tale problema e gia stato risolto nel caso [a, b] = [—1, 1]. Dobbiamo dunque semplicemente
“trasformare” quel risultato da [—1,1] ad [a, b]. Sia w(z) un generico polinomio monico in x
di grado n + 1. Cominciamo con |'osservare che

a;—b+tb;a) o) = <b;a>n+1q(t>

ove ¢ € un generico polinomio monico in ¢ di grado n + 1. Dunque

w(z) = w(

b_a n+1
max lwo(n)] = (5) max, Ja(0)],

b_a n+1
min max |w(z)| = ( ) min max |q(t)|
w  z€la,b] 2 q te[-1,1]
b—a\ntl 1
= —T,
(7))
B <b— a>n+1 1
= o

= (5" g e i (PGP

Riassumendo, il polinomio we; che risolve il Problema di cui sopra e
b—a\ntl 1 r—(a+0b)/2
o = _Tn <—> )
Wort (2) < 2 ) 20 " (b= a) /2

e, di conseguenza, gli x; per cui il polinomio p(x) approssima f(z) il meglio possibile in
[a,b] (ovvero, per cui il fattore [[[_y(x — x;) nella formula del resto ha modulo minimo per
x € |a, b)), sono i nodi di Chebycev:

b b— 2]+ 1
a:j:a+ + acos(J+ )W, 7=0,1,...,n.
2 2 2(n+1)
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Osserviamo che tali nodi sono tutti all’interno dell’intervallo (a,b) (come era prevedibile) e,
all’aumentare di n, tendono ad accumularsi pit agli estremi che al centro di tale intervallo.

I nodi x; dell'interpolazione di una f potrebbero essere scelti secondo altri criteri, non
meno significativi. Uno di questi richiede che gli x; siano scelti in modo che eventuali pic-
coli errori sulla tabella non implichino grosse variazioni sul polinomio interpolatore. Piu
precisamente, ricordando ’espressione di Lagrange di p(x),

pla) =Y fa)li(x), Lx) = [] —%.
i=0 §=0,j#i (i xﬂ)
notiamo che la sostituzione dei dati f(x;) con dati perturbati f*(z;), produrrebbe un poli-
nomio perturbato p*(x) tale che

p(z) = p*(z)] < Z () = f* (@)l |L(2)] < 62 |li(2)]

(si suppone di conoscere una limitazione superiore per le possibili perturbazioni). A questo
punto diventa interessante studiare la funzione fattore di ¢ nella maggiorazione di cui sopra.
Se non vi fosse il modulo essa sarebbe identicamente uguale a 1 (perché?). Ma il modulo c’e.

Esercizio. Mostrare che Y. li(z) =1e > " |li(z)] > 1.

In letteratura, fissato un intervallo [a, b] si studia il seguente numero

(costante di Lebesgue) e la possibilita di minimizzarlo al variare degli z; = :L*;") in [a,b] e

al variare di n. Ad esempio si mostra che se i nodi sono scelti equidistanti in [a, b], allora
l, > c2"/(ny/n). Inoltre, si mostra che comunque si scelgano i nodi, I, & sempre maggiore o
uguale di cn logn. Infine si prova che se gli xg»n) sono i nodi di Chebycev allora [,, € abbastanza
piccolo, ma non ottimale. Presso I’Universita di Potenza si sono studiate successioni di nodi
ottimali.

Esercizio. Siano f € C%Ja,b]) e z; € [a,b], ¢ = 0,1,...,n, distinti. Sia p il polinomio
interpolante f negli z;. Mostrare che per ogni = € [a, b],

|f(2) = p(z)| < (min max [f(x) — q(2)])(1 + Z (1)

q x€|a,b]

dove il minimo e effettuato su tutti i polinomi ¢ di grado al piu n.

Risoluzione. |f(z) —p(z)| < |f(z) = q(z)] + |q(z) — p(x)| = [f () — q()| + | 2o (a(i) —
flx)li(x)] < |f(x) — q(@)| + > i lg(z:) — f(z:)| |li(x)]. Completare la dimostrazione. [
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FEsercizio. Calcolare la parabola che meglio approssima nel senso dei minimi quadrati |z| in
[—1,1] e cos x in [0, 7 /3], usando rispettivamente i punti —1,—1/2,0,1/2,1e 0,7/6,7/4,7/3.
Calcolare i polinomi che interpolano le funzioni |z| e cosx nei punti indicati. Confrontare i
grafici delle funzioni ottenute.

FEsercizio. Trovare una espressione esplicita per il polinomio di migliore approssimazione
minmax della funzione f(x) = 1/(1 + z) nell'intervallo [0, 1].

Teoria essenziale sui polinomi ortogonali

I polinomi ortogonali, studiati in questa sezione, permettono di introdurre formule di
quadratura ottimali per I'approssimazione di integrali (vedi piu avanti).

Due funzioni f e g sono ortogonali tra loro rispetto al peso w(z) > 0 e all’intervallo
(a,b) C R, se fab w(z) f(z)g(x) dr = 0. Sivuole costruire un polinomio p;(z) monico di grado j
ortogonale ad ogni polinomio di grado inferiore. Supponendo di avere gia costruito i polinomi
p;(z), j =0,1,...,n, con tali proprieta, si vuole costruire p,1(x). Quindi cerchiamo p,4;
monico di grado n + 1 tale che

/ ()P (@)ga(x) da = 0

per ogni polinomio ¢, di grado minore o uguale a n. Sia ¢,(z) = apz™ +a;x" ' +.... Tenuto
conto che p,(x) & monico, si ha che g,(z) — agp,(z) & uguale a un polinomio ¢, _1(z) di grado
minore o uguale a n — 1. Dunque ¢,(z) = aopn(z) + ¢n—1(x). Analogamente, ¢, 1 si puo
rappresentare come segue: ¢,_1(x) = aypn—1(x) + gn_2(z). Ne segue che il generico polinomio
¢n PUO essere scritto in termini di p,, e p,_1 attraverso una formula del tipo:

@n(x) = aopn(z) + aépn—l(ﬂﬁ) + Gn—2(z).

Allora, la condizione di ortogonalita caratterizzante p,,; diventa: soddisfare I'identita

/ (@) P () (@00 (2) + Ahp1(z) + gus(z)) diz = 0

per ogni ag,a;, € R e per ogni ¢,—» polinomio di grado al pit n — 2. Ma tale richiesta &
equivalente alle tre seguenti equazioni:

/ wW(2)ppi1(2)pn(x) dz =0, / w(z)ppi1(2)pr_1(x) dz =0, / W(2)ppa1(T)gn_o(z)dx =0, ¥ ¢p_o.

Cerchiamo come soluzione delle precedenti tre equazioni un polinomio p,.; della forma
Prni1(z) = (& + bp)pn(x) + cppn_1(x). Un tale p,1 soddisfa la terza equazione per ogni
scelta dei parametri b, e ¢,. Dunque tali parametri possono essere scelti in modo che p,, 11
soddisfi anche le altre due equazioni:

b b
[ w(x)zp,(x)® da . _fa w(z)xpn(x)pn—1(z) dx

JPw(@)pa(a)?de " 7)o (2)? da
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f: w(x)pn (x)? dz
f: w(@)pp—1(z)2de’
RiSOIUZiOHG. DPn = (l’ + bnfl)pnfl + Cpn—1Pn—2 = p% = (l’ + bnfl)pnflpn + Cpn—1Pn—2Dn-

Esercizio. Mostrare la seguente altra espressione per c,: ¢, = —

Una volta noti po(x) (po(x) = 1) e pi(z) (trovare p;!), possiamo dunque calcolare tutti i
successivi polinomi ortogonali. Notiamo che essi sono univocamente determinati. Se infatti
fosse vero che

b b
/ w(T)ppi1(2)gn(z) de =0, / w(z)ppi1(2)gn(z)de =0, Vg, d¢, <mn,

per due diversi polinomi monici di grado n + 1, allora si avrebbe

/ (@) (P () — P (2)) () dz = 0

anche per ¢, = ppi1 — Pna1, il che € assurdo a meno che p, 11 — Ppi1 € identicamente zero.

Concludiamo con una importante osservazione. Il polinomio ortogonale p, ha le sue n
radici tutte reali e contenute nell’intervallo aperto (a,b). La dimostrazione di questa osser-
vazione si suddivide in quattro passi. Il risultato del primo passo implichera i risultati degli
altri tre.

a) Si dimostra che ogni fattore di p, deve cambiare segno in (a,b). Sia infatti p,(z) =
¢ (2)Gn—r(x), con 1 < r < n —1. Allora, per la proprieta che caratterizza p,, si deve avere
f:w(x)qr(x)qn_r(x)Z dr = 0. Ma w(x)G,_(z)> > 0 in (a,b), dunque esiste ¢ € (a,b) tale che
¢-(€) = 0 e ¢, cambia segno in &. In particolare, ogni fattore di p,, possiede almeno uno zero
reale in (a, b).

Si dimostra che p,, non puo avere radici complesse non reali. Sia infatti o 4 i una tale
radice. Essendo p, a coefficienti reali, anche o — i deve essere radice di p,. Dunque il
polinomio non negativo ¢z(z) = (z — (o — if))(z — (o + i) = (z — a)* 4+ 3* deve dividere
Pn, 1l che contraddice a).

Si dimostra che p,, non puo avere radici reali non semplici. Sia infatti o una tale radice.
Allora il polinomio non negativo ¢2(x) = (z — a)? deve dividere p,, il che non & possibile per
a).

Si dimostra che p,, non puo avere radici reali fuori dell’intervallo (a, b). Sia infatti o una
tale radice. Supponiamo « < a. Allora il polinomio ¢;(z) = = — «, positivo in (a,b), deve
dividere p,, il che di nuovo per a) non ¢ possibile. Stessa conclusione se a > a.

Esercizio. Dimostrare che se la funzione peso w e simmetrica rispetto al centro dell’intervallo
(a,b), allora anche gli zeri di p, sono simmetrici rispetto al centro dell'intervallo (a,b).

VI LEZIONE

Risultati sulla “convergenza” dei polinomi interpolatori

Sia f ben definita in [a,b] C R. Per ogni n € N, siano .:EE»"), j=20,1,...,n, numeri reali
(n
J

distinti in [a, b], e p,(z) il polinomio interpolante f negli x ). Ci chiediamo se e quando &
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vero che, per n — 00,

[f(x) = pn(z)] = 0, Vaz € [a,b]. (%)
Elenchiamo dei risultati noti a riguardo.
1 Se gli xg-n) sono scelti equidistanti in [a,b] (z gn) = a+ j(b—a)/n), allora esiste f €

C°([a, b]) per cui (*) non & vero. Esempio: f(z) =1/(1 + z?), [a,b] = [-5, 5].

2 Se f € C?*([a,b]), scegliendo opportunamente la successione degli xg-"), (*) & vera.

3 Comunque scelta la successione degli xg-n)

, esiste f € C%([a, b]) per cui (*) non & vera.
4 Se f € C*([a,b]) con derivate tutte limitate dalla stessa costante M, allora (*) ¢ vera.

Dimostrazione. Si prova solo il risultato 4). E noto che per ogni n e per ogni = € la, b],
esistono &, € (a,b) per cui

F N T - o) < (b - ay

|f(x) — pu(z)| = (n+1)!

1
(n+1)!’

e la quantita a destra, per n — 400, tende a zero. [

FEsercizio. 1l risultato (4) non sembra poter essere vero. Ad esempio, infittendo i punti
solo in [a, (a + b)/2) come si puo ottenere la convergenza a zero di f(x) — p,(x) quando x &

n ((a+b)/2,b]?
Per maggiori particolari, vedere il libro di Davis sull’approssimazione funzionale.

Formule di quadratura per ’approssimazione di integrali

Siano xg < 1 < ... < T, l;(x) i corrispondenti polinomi di Lagrange, e f una funzione
ben definita in un aperto contenente [a, b] e gli x;. Allora, per x € [a, b], la funzione f(z) puo
essere rappresentata tramite la seguente formula: f(z) = Y7, f(x;)li(x) + R(x), dove R(z) ¢
ovviamente sempre ben definito (se f ¢ regolare allora R(z) = f™+1(¢) [1_o(z—z;)/(n+1)!
con £ nel minimo intervallo contenente x e gli x;; si noti pero che e sempre valida una formula
per R(z) del tipo R(z) = g(x,z0,21,...,2,) [[]_o(* — x;), da cui si deduce che R(x) puo
essere grande se x € lontano dagli x;, per tale formula vedi 'appendice).

Moltiplicando questa rappresentazione di f(z) per una data funzione peso w(x) positiva
n (a,b), e integrando da a a b, si ottiene la seguente identita:

b n b b

/ w(z)f(x)de = Zf(xi)Ai +E, A= / w(z)li(x)de, E = / w(z)R(x)dz. (%)
a =0 a a

La formula )"  f(z;)A;, A; = fabw(x)lz(x) dzx, & detta formula di quadratura “interpolato-

ria” e si puo usare per approssimare 'integrale f;w(x) f(z)dz.
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Elenchiamo fatti importanti sulle formule di quadratura interpolatorie.

- Si ha £ = 0 se f & un polinomio di grado minore o uguale di n. Quindi, una volta
decisi i nodi z; della formula di quadratura, i suoi coefficienti A; possono essere calcolati,
anziché usando la formula in (*), imponendo lidentita £ = 0 per f(z) = 1,z,2% ... 2"
(o per f(x) = wo(x), p1(2),...,pn(zr) dove le ¢; formano una base qualunque per I'insieme
dei polinomi di grado al pit n). Ad esempio, imporre il minimo, cioe £ = 0 per f(z) = 1,
produce la seguente condizione sugli A;:

/abw(x)dx:iz:;fli.

- Se i nodi z; sono simmetrici rispetto al centro dell’intervallo (a, b) e la funzione peso w
pure, allora A; = A,,_;.

Dimostrazione (nell'ipotesi (a + b)/2 = 0). Si dimostra che Ay = A, lasciando al lettore la
dimostrazione del caso generale.

S r—a; b — oot T
o) =[—> b= — =14 =1l —" =@, =
Ty — Xj To — Tj P —To + T, e Tp — Tp_j

J=1 J=1

to= [(emar= [(w@ii-a = ["oCopwa= [ o=

-Sew(x) =1lex; =a+ilb—a)/n,i=0,1,...,n (nodi equidistanti), allora le cor-
rispondenti formule di quadratura sono note come formule di Newton-Cotes (chiuse). Esse
sono esatte per polinomi di grado al pit n se n ¢ dispari (come sapevamo), e sono esatte per
polinomi di grado al pitt n + 1 se n & pari. Infatti, per f(z) = (x — (a +b)/2)""! si ha gratis
l'identita £ = 0, essendo ovviamente fab flx)dr =0e> "  Aif(z;) = 0 per la simmetria dei
nodi z; rispetto ad (a + b)/2 e per l'identita A; = A,,_;.

- Se si considerano anche i nodi incogniti, allora esiste una loro scelta per cui le formule
di quadratura sono esatte (E = 0) per ogni polinomio di grado al piu 2n + 1. Tali formule
sono dette Gaussiane.

- Le formule di quadratura non potranno mai essere esatte per polinomi di grado maggiore
di 2n + 1 perché ad esempio per f(x) = [[/_y(z — x;)?, l'integrale fabw(w)f(a:) dx & positivo,
mentre Y . f(x;)A; = 0.

Formule di quadratura di Newton-Cotes (N.C.)

Troviamo le formule di Newton-Cotes relative all’intervallo [—1,1] e ai nodi —1 + i%,
1=20,1,...,n. Ovvero, troviamo A; = Af.”) tali che I'identita

' — ) 2
/_lf(w)dx:;fli f(—1+zg)+E, Ai:/

-1

1 1

li(z)dz, E :/ R(z) dx,

-1
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e vera con F = 0 per ogni [ polinomio di grado al piu n. Per farlo e utile ricordare che
A=A,

Per n = 1si ha f_ll fx)de =Aof(—1)+ A1 f(1)+E = Ao(f(—1)+ f(1)) + E. Imponendo
E = 0 per f(z) =1 si ottiene la condizione Ay = 1. Quindi abbiamo la formula di N.C. a
due nodi in [—-1,1]:

1
| t@ds= -1+ f0) + B ()
-1
Da questa segue subito la formula di N.C. a due nodi o del “trapezio” in [a, b]:
b —a h3 ()
s (Fa) + F0) + B, E=-" @) h=b-a  (trap

(porre = (a + b)/2 +t(b — a)/2 e usare (*); n € (a,b); si omette la dimostrazione
dell’espressione dell’errore).

Per n = 2 si ha [, f(z)dz = Aof(—1) + AL f(0) + Ao f(1) + E = Ag(f(—1) + f(1)) +
A, f(0) + E. Imponendo FE = 0 per f(z) =1 e f(x) = z* (per f(x) = x & superfluo perché
E ¢ gia zero) si ottengono le condizioni 2 = 24, + Ay, % = 2A,, cioe Ay = %, Al = %. Quindi
abbiamo la formula di N.C. a tre nodi in [—1, 1]:

[ 5@ =501 470 + 570+ 8
Da questa segue la formula di N.C. a tre nodi o di “Simpson” in [a, b]:
b — b hb h—
[ =" @500+ 1D E B = g, h= "5 (impe

(n € (a,b); si omette la dimostrazione dell’espressione dell’errore).

FEsercizio. Calcolare con le formule di quadratura del trapezio e di Simpson (o Newton-
Cotes rispettivamente a due e a tre nodi) due approssimazioni dell’integrale ff % dr = log, 2.
Risoluzione: Con la formula del trapezio h3 (f(a) + f(b)), h = b—a, si approssima l'integrale

fab f(z) dz. Quindi, nel nostro caso 3 (1 +3 ) = approssima ff ~dx = log,2. Con la formula

di Simpson h[5(f(a)+ f(b))+ gf(“;rb)] h = %2, si approssima 'integrale f f(z) dz. Quindi,
nel nostro caso 3(3 + 5) = 2 approssima f1 i d:zc = log, 2.

Esercizio. Abbiamo trovato le formule di Newton-Cotes per n = 1,2. Trovarle per
n =34

Formule di quadratura composte
Esempi di formule di quadratura non interpolatorie si ottengono “componendo” quelle
interpolatorie. Si introduce ora la formula composta dei trapezi. Sia f definita in [a,b] e si
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vuole ottenere una approssimazione dell’integrale fab f(z)dz. Poniamo x; = a +i(b— a)/n,
fi=f(x;),i=0,1,....,n, e h = (b—a)/n. Allora esistono n; € (z;_1,x;) ed n € (a,b) per
cul

/abﬂx)da: - Z/ I

D LT L

i=1

2 n—1 h3 .
= h(# + ;fz) - E”f (n)

. n—1 h2 .
— h(LJQFf +;ﬁ-)—ﬁ(b—a)f (n)-

La formula di quadratura cercata e I, := h(f°+f” + ZZ | fi). Osserviamo che, se f €
C*([a, b)), allora I, — fabf(w) dx se n — +oo e lordine di convergenza & O(h?) = O(1/n?).
Tuttavia, dalla teoria dell’integrazione di Riemann sappiamo che basta la continuita di f in
la, b] per avere che I}, — fab f(x)dx

Il resto —%(b —a)f"(n), se f & sufficientemente regolare, ammette 1'ulteriore rappresen-
tazione

thg B2J f(2j 1)( ) — f(ijl)(a)] + Upi1

(ugs1 = O(h?*2)), ove i ng(O) sono i numeri di Bernoulli: By;(0) = (—1)771(2(24)!/((27)%))
Tale formula giustifica I'efficienza del procedimento di estrapolazione di Romberg con la for-
mula dei trapezi per la approssimazione di integrali (argomento piu avanzato).

Si puo comporre allo stesso modo la formula di Simpson ed ottenere una formula di
quadratura non interpolatoria in generale molto piu precisa della formula composta dei
trapezi. Vedi la prossima lezione.

Spezzare l'intervallo [a, b] in tanti sottointervalli, approssimare f in tali sottointervalli con
polinomi di grado basso, unire i risultati e far crescere il numero di sottointervalli € un modo
per ottenere approssimazioni sempre migliori di una funzione f in [a, b] alternativo a quello
di aumentare il grado del polinomio approssimante f in [a,b] (definito via interpolazione,
minmax o minimi quadrati).

Ad esempio le formule composte dei trapezi e di Simpson si ottengono in pratica calcolando
le aree sotto approssimazioni regolari a tratti (rette a tratti o parabole a tratti) della funzione
f che si vuole integrare. Tali approssimazioni sono, in [a,b], solo continue. Accenniamo al
fatto che si possono ottenere approssimazioni di f polinomiali a tratti in [a, b], piu regolari in
la, b]. Consideriamo l’esempio delle spline cubiche. Dati zg =a <21 < ... <z, <z =10
e f definita in [a, b, & possibile imporre le seguenti condizioni:
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1) g(z;) = f(z),i=0,1,....n,

2) 9lizi,is1) € un polinomio di grado minore o uguale a tre (Vi),

3) g € C*([a,b]).

Infatti, abbiamo a disposizione 4n parametri (ovvero, i parametri che definiscono gli n
polinomi di grado al piu 3 distribuiti negli n intervalli [z;,x;11]). La condizione 1) occupa
2n di questi parametri (il polinomio dell'intervallo [z;, ;1] nell’estremo destro e sinistro di
tale intervallo deve assumere il valore della f). Affinché g sia C! dobbiamo imporre altre
n — 1 condizioni (il polinomio a destra di x; e quello a sinistra di x; devono avere derivate
coincidenti in z;). Idem affinché g sia C*?. Rimangono dunque due parametri liberi che
possono essere scelti in vari modi (ad es. tali che g”(a) = ¢”(b) = 0, spline naturali, o tali

che g'(a) = f'(a), ¢'(b) = f'(0)).
APPENDICE alla VI lezione

Interpolazione e differenze divise

Dati x;, ¢ = 0,1,...,n, numeri reali distinti,  # x;, ed f definita su un aperto contenente x e
gli z;, diamo le seguenti definizioni:
f(@o) — f(@)
f[x7 xo:l = -

ro— T
da cui f(x) = f(xo) + (z — o) f[z, z0],

f[x,x()’xl] — f[xoaﬂ;jl] :i[éU,iU()]’

da cui f(x) = f(zo) + (x — z0) flwo, 1] + (x — z0)(x — 1) flz, T0, 21,

o, T1, T2 — flx, xo, 21
f[l',l'o,l'l,l‘Q] = f[ : : ] [ : : ]7
To9o — T

da cui f(z) = f(zo) + (x — zo) flzo,21] + (x — @o)(z — z1)f[z0, 21, 22] + (x — 2o)(x — z1)(z —
$2)f[$,$0,$1,.1‘2],
..., e, infine,

[l 20,71, 22 2] = flro,z1,m2,.. ., 20] = flx,m0, 71, ..., 20 1]
s L0, ’ yecesdln Ty — )

da cui la seguente rappresentazione per f(z):

f(x) = p(z) + R(z),

dove

p(z) = f(zo)+ (x — 20)f [0, z1] + (z — o) (z — 21) f[w0, 21, 22]
+(z — zo)(x — z1)(z — m2) f[x0, T1, T2, T3] + . ..
)

+(x —wo)(x — w1)(T — 22) -+ (¥ — wp1) f[w0, X1, T2, T3, - . ., Ty
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n i—1
= Zf[:vo,...,xi]H(x—xj),
i=0 j=0
R(z) = f[x,xo,:zl,:zg,...,xn]H(a:—xj).
=0

Si osserva che p(xg) = f(xg). Se ripetessimo le definizioni di cui sopra, anziché usando I'ordine
0y X1y -+ Tj—1,%j,Tj41,---,Tn, usando lordine z;,z1,...,T;-1,T0,Tjt1,-..,Tn, Si otterrebbe la
rappresentazione

dove
plx) = f(x) + (@ —2j) flog, v1] + (v — z5) (@ — 21) fl2g, 21, 22
+(x —xj)(r — x1)(x — x2) flw), 1, 22, 3] + ...
+(@ —zj)(z —z1)(x —22) - (96 — o) (T — zn—1) flag 21,22, - 205 -, T,
R(m) = flz,xj,21,22,...,20 H:z:—xj
Si osserva che p(x;) = f(z;). Ma flz,zj,z1,22,...,20,...,2,] = flz,z0,21,...,2j,..., 2] (vedi

piu avanti), dunque deve essere p(x) = p(z). Ne segue che p(z) ¢ il polinomio interpolante f nei
punti z;.

Esercizio. 1 polinomi 1, x—xg, (x—z¢)(z—21), ..., (x—z¢)(x—21) - - - (x—2p—1) costituiscono una
base per I'insieme dei polinomi di grado al piu n. Quanto visto sopra prova che i coefficienti rispetto a
questa base del polinomio interpolante f nei nodi x; sono le differenze divise f [:1:0, ..., x;]. Mostrare
che effettivamente la soluzione del sistema di n+ 1 equazioni lineari > ;¢ [[i_ P 0( xp—xj) = f(ag),
k=0,1,...,n, ¢ data da ¢; = f[zg,...,z;], i =0,1,...,n

Si dimostra ora la seguente rappresentazione per la differenza divisa relativa a k+ 1 numeri reali
distinti

k k
f[x07:1:17‘”7 Z H.’E—.T] (*)
:0 ’ =0
dalla quale segue che il suo valore non dipende dall’ordine dei numeri, cioe, se ig,41,...,% € una
permutazione di 0,1,...,k, allora
flro,z, .. zk] = flzig, iy, oo, x4, ]
L’identita (*) si dimostra per induzione. Supponiamo (*) vera per k =0, 1,...,n—1, e dimostriamola

per k = n. Siano w;(z) = H;Z:_Ol(x — ;) e wp(z) =[]} (v — z;). Allora

flxo,1,. ..,z = f[l'lg...,l‘n1751';]:;:([].%0,1‘1,...,1‘”1]
I SRS (NI S W i)
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Osserviamo che w(x) = (z — z¢)w,(z) = wi(z)(z — z,), dunque W'(z) = w,(x) + (z — zo)w).(x
wi(x)+wj(z)(x —2,). Ne segue che w'(z;) = (@i —xo)w).(xi), i =1,...,n, e W' (2;) = wj(;)(z; —xp
1=0,...,n—1. Allora

1 " flai)(z — L fay XTi — T
f[:vo,xl,...,xn] = m(;%_z%>

=0

~—

)

_ 1 i(f(%)(%i—fﬁo) f(wi)(wi;a:n)>

Tn — To <= w'(x;) a W' (x;

_ 1 & fw)
= e 2 (a1 0) ()
_ Zn: f(z:)
= w'(@i)
Si lascia al lettore la dimostrazione della base dell’induzione.

VII LEZIONE

Supponiamo di aver trovato AE”) tali che 'identita

/f da:—ZA(”f( 1+zg)+E

1=0
e vera con E' = 0 per ogni f polinomio di grado al piu n. Allora
[P f(x)de = Yo [ F(e gty dt =ba 1 f
2)

b—a
2
= 2 (> oAn)f( 1"‘@ =)+
= e A f(g 4 jbe) 4 b

Quindi

b n n+2 £(n+1) . . o
_pn E : (n) ~ hvr= f (n,) n dispari _b—a

(newtoncotes)

(si omette la dim dell’espressione dell’errore).

Abbiamo visto i casi particolari n = 1,2,3,4. Si puo vedere che per n circa 10 e oltre
alcuni dei coefficienti AE”) vengono negativi. Questo puo essere un inconveniente. Infatti, in

generale, invece della formula Q) = ), A; f;, per approssimare fabw(w) f(z) dzx, si usa effetti-
vamente Q* =Y. A; fF, dove le effettive f; sono solo approssimazioni delle vere f;, dunque

- ZAifz‘* < Z |4l fi — f7] < 52 | Ayl
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Se gli A; cambiano segno, la quantita ) |A;| puo crescere al crescere di n, e, di conseguenza,
la formula di quadratura effettiva (Q* potrebbe avere un valore molto diverso da quello
della formula di quadratura vera (), quindi ()* potrebbe non essere una approssimazione
di f:w(a:)f(a:) dx buona quanto Q.

Siccome, in generale, > . A; = fab w(z) dz, sarebbe sufficiente che gli A§”> siano positivi per
ogni n per avere 'errore | Y A; f; — > A; f| limitato, V n, dalla stessa quantita fabw(a:) dx.

Le formule di Newton-Cotes non hanno gli Aj.”) positivi. Quelle composte del trapezio e
di Simpson invece si. Ricordiamo la prima, gia calcolata in precedenza,

[ s@a =123 parim + B -2

2 n
(Nota: usa n + 1 nodi (valori di f) ed & esatta solo per polinomi di grado < 1!). Per quanto
riguarda la formula di Simpson composta, posto h = (b — a)/(2n), si ha
fabf(x) dr = Z?:l ;22;,2 fx)dz =377, [%(fZifZ +4foic1 + fa) — g—;f(4) (m:)]
= %(fo +A4fi+2fo+4f3+ ...+ 4dfon 1+ fon) — g_(zlnf(4)(77)
= L(fo+afi+2fo+4fs+ ...+ 4fon1+ fon) — 50— a) fD(n)

(Nota: usa 2n + 1 nodi (valori di f) ed ¢ esatta solo per polinomi di grado < 2!).

C’e una classe di formule di quadratura, alternative a quelle di Newton-Cotes, i cui coeffici-
enti sono sempre positivi, ovvero per qualsiasi numero di nodi. Sono le formule di quadratura
di Gauss, che, usando n nodi, sono esatte per tutti i polinomi di grado < 2n — 1.

Dati [a,b] C R e w ben definita e positiva in (a, b), tale che fabw(x) dxr < +00, si vogliono
cercare x; ¢ A; tali che

b n
/ w(z)Pop—1(z) dx = Z A;Pop_1(x;), V Py, polinomio, 0Py, 1 <2n —1.
a i=1
(condizGauss)
Notiamo che A; = fabw(x)lz(x) (si scelga f(x) = [;(z) in (condizGauss)). Notiamo anche che
'uguaglianza non pud essere soddisfatta per f(x) = II;(x —x;)?, quindi non possono ottenersi
formule di quadratura (del tipo Y " | A;f(z;)) esatte per polinomi di grado < 2n.
Sia p,(z) = I;(x — x;). Esistono ¢,—; ed 7,_; polinomi di grado al pitt n — 1 tali che
Pop1(x) = pp(2)@n-1(z) + rn—1(z), quindi la condizione (condizGauss) diventa

b n
/ w(z)Pop_1(z) dx = Z Airon_1(x;)

ovvero, per ogni r,,_1 € q,_1 di grado al pit n—1, devono verificarsi le seguenti due uguaglianze:
b b n
/ w(2)pn(2)gn-1(x) dx =0, / w(@)rp-1(x) de = Z Airon_1(x;).
a a i=1
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Sappiamo che la prima condizione ammette una unica soluzione p,, e che tale soluzione ha
n zeri reali e distinti in (a,b). Quindi la prima condizione definisce univocamente i nodi z;
della formula di quadratura ottimale che stiamo costruendo: essi devono essere gli zeri del
polinomio n-esimo ortogonale rispetto all'intervallo [a,b] e al peso w(z). Una volta stabiliti
i nodi, per determinare i coefficienti A; si procede soddisfacendo la seconda condizione, cioe
imponendo che la formula sia esatta per tutti i polinomi di grado minore o uguale a n — 1.
Automaticamente, a causa della particolare scelta degli x;, la formula sara esatta anche per
polinomi di grado maggiore, fino al grado 2n — 1.

Gli A; dovranno venire necessariamente tutti positivi. Per provare questa affermazione,
osserviamo innanzitutto che se P, _; ¢ un polinomio di grado al pitt 2n—1 tale che Py,,_1(x;) =
0, Vj, allora necessariamente f;w(w)Pgn,l(a:) dx = 0 (perché?). Poi notiamo che l;(z) —
li(z)?, dove gli I; sono i soliti polinomi di Lagrange (I;(z) = ;4(z — ;) /1L u(x; — x5)),8
effettivamente un polinomio di grado al pitt 2n — 1 tale che [;(z;) — ;(z;)* = 0, V4, j. Quindi,
fabw(x)(lz(x) — l;(z)?)dx = 0, e, di conseguenza, A; = fabw(x)lz(x)Z dz > 0.

Un metodo per costruire I’ennesimo polinomio ortogonale.
Siano () ed R due funzioni sufficientemente regolari. Osserviamo che

PO @)R(x)de = QU V(2)R(@)|, — 7 Q" (x)RY (z) dx

QU (z) R(x)[2 - <“<x>R<1 D)+ [ Q"D (2) R () do
= @<n 1<x> @)l; = Q"2 (a) R <x>|b

A (1) 1Q(r) R

)(z)| (1fQ (z)R™ (x) dz .

Dunque, se @ fosse tale che Q™ Y(a) = Q™ V() = 0, Q" H(a) = Q" 2(B) =0, ...,
Q(a) = Q(b) = 0, allora si avrebbe

/ Q™ z)dr =0, ¥ R(z) polinomio, 0R <n — 1

e se p, polinomio di grado n monico fosse tale che w(x)p,(z) = Q™ (z), allora p, dovrebbe
necessariamente essere 1'n-esimo polinomio ortogonale rispetto all’intervallo [a, b] e alla fun-
zione peso w(x).

Esempio 1. 1 polinomi di Legendre, ortogonali rispetto a [—1,1] e w(z) = 1. Sia Q(x)
tale che QU1 (~1) = Q" V(1) =0, Q"I (-1) = Q" (1) =0, ..., Q(-1) = Q(1) =0,
Q™ (z) & un polinomio di grado esattamente n. E evidente che () deve essere un polinomio
di grado esattamente 2n e che deve avere —1 e 1 come radici di molteplicita n. Quindi,
necessariamente, Q(z) = C,, (22 — 1)" e p,(z) = C,((2% —1)")™. La costante C), va scelta in
modo che p,, risulti monico, visto che p,, cosi e stato definito. Ad esempio,

pa(z) = Coy((a? —1)>)? = Cy(4x(2? — 1))D
= Co(4(2* — 1) + 82?) = Co(122” — 4) = 2* — 5
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ps(x) = Cs((2® = 1)) =03(6:r(=%‘ —-1)%)®
= Cy(6(2” — 1) +622(2” —1)22) 1V = Cy(6 (a* — 17+ 24 (22 — 1))
= O5(24x(2? — 1) + 48z(x% — 1) + 4823) = C4(1202° — 72x)

3 3
T, T = \/;, $2=0,$3=\/;

Esempio 2. 1 polinomi di Laguerre, ortogonali rispetto a (0, +00) e w(z) = e™*. Sia Q(x)
tale che Q™ 1(0) = QM Y (4+00) = 0, Q"2 (0) = Q" (+00) =0, ..., Q(0) = Q(+o0) =
0, e Q™ = e p,(x). Se prendiamo Q(z) = C,z"e ", si osserva facilmente che tutte le
condizioni richieste sono soddisfatte, quindi p,(z) = Cpe®(2"e™*)™, con C, tale che p, &
monico.

Esempio 3. 1 polinomi di Hermite, ortogonali rispetto a (—oo, +00) e w(z) = e "
Sia Q(z) tale che Q" V(—oc0) = Q" V(+00) = 0, Q"2 (—c0) = Q" ?(+0) = 0, ...,
Q(—00) = Q(+0) = 0, QM = e_““"Qp (z). La scelta Q(z) = Che™* verifica tutte le con-
dizioni, quindi p,(z) = C,e**(e7*")™, con C,, tale che p,(z) = 2" + ...

= xg—

VIII LEZIONE

Dati [a,b] C R™ e w(x) ben definita e positiva in (a,b) e tale che f;w(x) dr < +o0,
esiste ed ¢ unica una successione di polinomi {p, ()}, con p, di grado n, monico e tale che
f;w(w)pn(x)qn,l(x) dr = 0 V ¢,_; polinomio di grado < n — 1. Il generico polinomio p,, di
tale successione di polinomi ortogonali (rispetto [a,b], w) ha n zeri reali, distinti, contenuti
in (a,b) e, ovviamente, non ha altri zeri in C. Siano essi z; = xE”), T, < Ty < ...< Ty

Esercizio. E vero che se w & simmetrica rispetto al centro dell’intervallo [a, b] allora anche

gli z; lo sono? Cioe, x; = “T“’ —& = Tpoip1 = aTer + &7

Siano ora A; = AE") gli m» numeri reali univocamente definiti imponendo per ogni f
polinomio, 0f <n — 1, la seguente identita

b n
/ w(z)f(zr)de = Z A f(zy) (condizXesattezzaGauss)
a —1

(nota: A; = fabw(x)lz(x) dr, lj(z) = I u(x — ;) /1 (x; — z;); nota: gli A; si ottengono
imponendo 'uguaglianza per gli n elementi di una base generica dell’insieme dei polinomi di
grado < n —1).
FEsercizio. Osservare che per [a,b] = [-1,1], w(z) =1/v/1 —2?siha A, = A=7/nVi.
Sappiamo che allora 'identita (condizXesattezzaGauss) vale in realta per ogni f poli-
nomio, df < 2n — 1. Pil precisamente si pud dimostrare che se f € C?"([a, b]) allora

f(%)(n

dn € (a,b) | / w(z)f(zr)de = ZA f(z) 2] / w()(x — ;)% dx
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I polinomi di Hermite, Laguerre e Legendre sono, rispettivamente,

) = Cleem (e )™, pp(a) = Crtet(@me )™, ppe(a) = Cre((a® = 1)),
Calcoliamo pi¢(z). Si ha

ps(z) = Cse® ()0 = Cye”’ (—2xe™ )
= Oy’ (=2 + 4:1526_1’2)(1) = Cse
2

(12
= G120 -80%) =2 — fo = a(e® - )

v _ rde=)

3
2
di Gauss, esatta per polinomi di grado minore o uguale a 2n — 1 = 5. Essa ¢ del tipo

/i:oe—ﬂ:?f(x)dx:Alf(—\/g)+A2f(0)+A3f(\/§)+E

dove, sappiamo, A; = A3 (w simm e nodi simm = A; simmetrici). Imponendo E = 0
per f polinomi di grado minore o uguale di n — 1 = 2, cio¢ per f(z) = 1,x,2? (nota: per
f(z) = x & superfluo farlo, gia sappiamo che in quel caso E = 0), si ottengono le condizioni:
t=2A, + Ay, u = 3A;, dove t = fj;o e dr, u = fj;o 22e7*" dz, e, quindi, la seguente
formula di quadratura di Gauss-Hermite a tre nodi:

+00 U
| ey - R C PR R R

Ricordiamo che la formula rappresenta semplicemente I'integrale f e~ P(z) dx dove P(x)
e il polinomio interpolatore della f nei punti —\/; , 0, \/; .

FEsercizio. Calcolare t e, per parti, u. Osservare che u = %t.

Quindi z; = — T =0, x3 = \/g . Calcoliamo la corrispondente formula di quadratura

Calcoliamo pi¢(z). Si ha

pa(z) = Cue® (e = Cye” (122" — 8xPe "))
Che (127" — 482%™ + 16zte™")
= (04(12 — 4822 + 162*) = 2* — 322 + %.

Quindi x; = —\/3+2‘/6, Ty = —\/3’2‘/6, T3 = 4/ 3’2‘/5, Ty = \/%. Calcoliamo la cor-

rispondente formula di quadratura di Gauss, esatta per polinomi di grado minore o uguale a
2n —1=7. Essa e del tipo

))+E.

+00 — -
/ o F(a)do = Ay(f(— 34V6, L [3 4V 3-V6, . [3 2\/6
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Imponendo E = 0 per f polinomi di grado minore o uguale di n—1 = 3, cio¢ per f(z) = 1,22
(nota: per f(x) = z,x® & superfluo farlo, gia sappiamo che in quei casi £ = 0), si ottengono
le condizioni: ¢ = 2A; + 24,5, u = (3 +v6)A; + (3 — v/6)A,, dove t,u sono come prima.
Completare 'esercizio.

Calcoliamo pZ®(z). Si ha

ps(x) = Cse®(23e7®)B) = e (3227 — 2%e7)?)
C3e®(6re™™ — 6x2e™ + ade )

Cae™(6e™" — 18ze™" 4 9z%e™* — ade™")

= (3(6 — 18z + 92? — 2?) = 2* — 922 + 18z — 6.

Non e semplice calcolare una espressione esplicita di z1, xo, x3. Pero si possono calcolare
con Newton delle approssimazioni buone quanto si vuole di tali radici di ps , dapprima
localizzandole in intervalli e poi partendo dall’estremo destro o sinistro di tali intervalli in
modo che la successione generata da Newton sia monotona convergente. Si puo prevedere
che x1, x5, 3 non siano troppo lontano da 0 essendo la funzione peso maggiore vicino a zero.

Poiché ps(0) = —6, ps(1) = 4, ps(2) = 2, ps(3) = —6, ps(6) = —6, p3(7) > 0, ps(3+V/3) =
0, p45(3) = 0, le radici cercate sono in (0, 1), (2,3), (6,7), e, prendendo & rispettivamente
uguale a 0, 3, 7, la corrispondente successione &1 = & — p3(&)/p5(&), ¢ = 0,1,2,...,
convergera in modo monotono (da sinistra, da destra, da destra) a zy, xq, x3.

Calcoliamo la corrispondente formula di quadratura di Gauss, esatta per polinomi di
grado minore o uguale a 2n — 1 = 5. Essa e del tipo

400
| e de = A (@) + Aaf(ws) + Asf (o) + B
dove, stavolta, i coefficienti A; potrebbero essere diversi tra loro. Imponendo E = 0 per f
polinomi di grado minore o uguale di n — 1 = 2, cio¢ per f(z) = 1,z,z* (nota: stavolta
e essenziale farlo anche per f(x) = z), si ottengono le condizioni: ¢t = A; + Ay + As,
u = Ayx1+ Ao+ Azzz, v = Aya3+ Agxd+ Azzi, dove t = 0+°O e rdr =, u= f0+oo re *dr =
ev= f0+oo e % dx =.

Ricordiamo che la formula ottenuta rapresenta semplicemente I'integrale f0+00 e "P(z)dx
dove P(x) ¢ il polinomio interpolatore della f nei punti xy, z9, x3.

Esercizio. Calcolare le approssimazioni fornite da Newton-Cotes a tre nodi e Gauss-
Legendre a tre nodi per 'integrale ff i dz, e confrontarle con il valore esatto log, 2.

Risoluzione numerica di problemi differenziali di Cauchy, Medodo di Eulero,
Metodo di Eulero implicito

... da scrivere ...

IX LEZIONE
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Risoluzione numerica di problemi differenziali di Cauchy, metodi di Taylor
(cenni), di Runge-Kutta (cenni). Introduzione ai metodi multistep (via interpo-
lazione)

In generale, i metodi utilizzati per la risoluzione di problemi differenziali di Cauchy si
dividono in metodi a un passo (one-step) e a piu passi (multi-step). I metodi di Eulero e di
Eulero implicito, visti nella precedente lezione, sono esempi di metodi a un passo. Si possono
ricavare metodi a un passo precisi quanto si vuole troncando piu avanti lo sviluppo di Taylor
della soluzione esatta y(t) del problema di Cauchy, y(z+h) = y(z) + hy'(z) + h;y”(x) +...+
%y(p) (x) +.... Ad esempio, per migliorare Eulero, ovvero per avere una approssimazione
n(z + h) di y(z + h) tale che |n(z + h) — y(z + h)| = O(|h|?) (nell'ipotesi n(z) = y(x)), &
sufficiente porre

2 2

n(z+h) = y(ﬂf)+hy'($)+%y”($) = y(z)+hf(z, y($))+%[fx(x’ y(@)+fy (2, y(@) f (2, y(2))].

Si ottiene cosi il metodo di Taylor di ordine 2 (2 perché |n(x + h) — y(z + h)| = O(|h]?) =

’n($+h}1_y(z) _ y(x—&-h}z—y(z) _ O(‘h‘Q)):

n(xo) = y(xo) = yo, peri=0,1,2,. - :
n(x; +h) = g(a:i) + hf (i (@) + B[l (@) + fy (s, n(@:) f (@, m(z:))],
Tit1 = T; + h.

Ogni passo di tale metodo richiede la valutazione di tre funzioni, f, f., f,, in (x;,n(x;)). Nel
metodo di Taylor di ordine 3, le funzioni da valutare in (z;,7(z;)) sono 6: f, fu, fy, foxs foy,
fyy- Pil in generale si vede facilmente che per utilizzare un metodo di Taylor di ordine p
occorre valutare 1+2+.. .4 p funzioni diverse in (z;,n(x;)). Notiamo che tali calcoli possono
essere molto dispendiosi poiché le derivate parziali della f di solito sono piu complicate della
f. Inoltre, se la f del problema di Cauchy non ammette derivate parziali, diventa impossibile
usare i metodi di Taylor per ottenere maggiore precisione nell’integrazione del problema di
Cauchy: 'unico metodo di tale classe che si potrebbe usare sarebbe Eulero. Inoltre, i metodi
di Taylor di ordine maggiore di 1 non sono facilmente applicabili quando occorre risolvere
problemi di Cauchy associati a sistemi di equazioni differenziali. Piu precisamente, dato il
problema

y,(t) = f(tay(t))7 le ((l, b)7 y(x()) = Yo, Zo € (CL, b)7
si puo applicare immediatamente Eulero (o Eulero implicito) per integrarlo,

n(xi + h) = n(z;) + £z, n(2:)), g1 =2 +h,

ma come applicare, ad esempio, il metodo di Taylor di ordine 27 Nel caso dei sistemi, anche
solo la definizione di tale metodo sarebbe tutt’altro che banale e, in ogni caso, coinvolgerebbe
matrici di derivate parziali di funzioni.
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Quindi, anche se la f (f) & sufficientemente regolare, i metodi di Taylor appaiono molto
dispendiosi, e, nel caso di sistemi, pressoché inutilizzabili. Per questo motivo essi non si usano
molto.

Al loro posto si usa 'altra classe importante di metodi a un passo: i metodi Runge-Kutta.
In essi si riesce ad ottenere una maggiore precisione andando a valutare la f, oltre che in
(x;,m(z;)), anche in altri punti opportuni, calcolabili con la sola conoscenza di n(z;) ed h. Ci
sono metodi Runge-Kutta di ordine p che ad ogni passo richiedono p valutazioni della f (per
p < 4), quindi sono molto meno dispendiosi dei corrispondenti metodi dello stesso ordine
di Taylor. Inoltre, essendo definiti solo in termini della f, sono immediatamente applicabili
anche nel caso di sistemi di equazioni differenziali. Il loro studio e tuttavia omesso, per
ragioni di tempo.

Nei metodi a un passo, n(z; + h) puod essere calcolato conoscendo solo h ed n(z;). Nei
metodi multi-step occorre conoscere anche altri valori n(zy), k < i. Introduciamo ora, usando
la teoria dell’interpolazione, una particolare classe di metodi multi-step lineari, omettendo lo
studio della consistenza-convergenza di tali metodi.

Sia y(t) la soluzione del seguente problema di Cauchy:

y'(t) = f(t,y), t € (a,b), y(zo) = yo, 7o € (a,b).
Siano h > 0 e z; = xy + jh, j = 0,-1,1,-2,2,.... Allora, per ¢ > 0, s > —1, posto
li(t) = H;:ﬂ’#k(t—a:nﬂ)/(xmk —Tpyj), k=—s,...,1,e By = fjl li(xy, +1rh) dr, si ha che

) = vlon) = ) de = / " () di

n—i n—1i

= [ a0 + R9)

n—i k=—s

= Z f(l’nJrk, y(wnJrk)) /anrl lk(t) dt + /$n+l R(t) dt

k=—s n—i n—i

1
= h Y Buf @ik y(tnsr)) + R
k=—s

In altre parole, posto @(a) = y(w i) +h S0, Bef (@i y(@ass)) + hBif (znsr,0) + B, il
valore y(z,+1) € punto fisso di ¢. Notiamo inoltre che, se h ¢ sufficientemente piccolo, si ha

1" (y(xn11))| = |hB1 fy(@ni1,Y(Tnt1))] < 1 e quindi la curva (o) in y(z,4+1) taglia la biset-
trice o. Ne segue che la curva ¢(0) = y(2,_:) + 2> o Bef (Tnin, Y(@nsk)) +hB1f (2011, 0)
— minima traslazione della ¢ — taglia la bisettrice o in un punto vicino a y(x,.1), cioe & ben
definito un numero 7(x,1) punto fisso di v,

0

N(@ni1) = Y(@n-i) + 1 D Bif @niks Y(@nin)) + BB (Tn1,1(wn11)) = V(0(2n11)).

k=—s
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Potendosi assumere |¢'(1(zn41))| = |hB1 fy(2n+1, n(zns1))| < 1, tale punto fisso si puo calco-
lare come limite della successione 1(z,11))’ ™ = ¥(n(z,41))’, 7 =0,1,.. ..

Ovviamente, se B; = 0, la funzione v (¢) non dipende da o, dunque il valore di n(x,1)
e ricavabile esplicitamente.

II calcolo dei coefficienti B; delle formule multi-step
Sappiamo che i By devono soddisfare la seguente identita:

Y(Tni1) = Y(@n_i) +h Z Bky/(wnJrk) + Ra (*)
k=—s

dove R =0 (R(t) = 0) se /(t) & un polinomio di grado al pit1 s+ 1, ovvero se y(t), la soluzione
del problema di Cauchy, € un polinomio di grado al piu s + 2.
Allora possiamo trovare i By, imponendo direttamente che 1'uguaglianza (*) sia verificata
con R = 0 quando al posto di y(t) mettiamo polinomi ¢;(t) di grado i, i = 0,1,2, ..
R—O%M)—llzh

—Ose y(x) =z —x, 1= —i+>,___ By
=0se y(x) = (x — )% 1 =2 4+23__ Bik;
=0sey(r) = (r—x,)% 1= —®+3>,__, Biek?;
Esempi
s=—1:
1 - —Z —|— B17
77(.1’n+1) = y(xnfl) + h(l + Z.)f<xn+1a n(anrl)) (l = 0: Eulero anhCltO)
s =20:
ordine 1:

1= —7:—|—B0+Bl, esempio: Bl = 0, 1 :0, BO = 1,

N(Tni1) = y(@n) + hf (20, y(2,)) (Eulero).
ordine 2:

l=—i+By+ By, 1=42+2By, By=(1+4)?/2, By = (1 -1?)/2,
i)2 2

N(@pg1) = y(Xn_s) + h(HT)f(me y(zn)) + thf(fner N(Tp41))

(¢ = 0: trapezio; ¢ = 1: mid-point).

s = 1:

ordine 3:

l=—i+B 1+By+Bi,1=+2(—B_1+By), 1 = —3+3(B_1+By), By = 1+i— £
B, = %(1451'3 1Ei2)’ B, = %(1451'3 _ 1Ei2);

i=1: By=4/3, By =1/3, B_; =1/3,

. n(xn—sl) = y(xn—l) + h[%f(xn—lay(xn—l)) + %f(xmy(xn)) + %f(xn—klan(xn—i—l))] (Mﬂne'
impson).

51



FEsercizio. Si consideri il problema

y'(t) = —2ty(t)*, y(=1) = 1/2, y(t) = 1/(1 +1%).

Valutare y(0) con le approssimazioni 1(0;1/n), n = 1,2,3, fornite dal metodo di Eulero.
Osservare che tali approssimazioni di y(0) migliorano al crescere di n.

Esercizio. Si consideri il problema

y'(t) =y(t)? y(1) = -1, y(t) = -1/t
Valutare y(1 + h) con i metodi di Eulero, Eulero implicito e trapezio ponendo h = 1/4.

Esercizio. Si consideri il problema
y'(t) = —200ty(t)?, y(—1) = 1/101, y(t) = 1/(1 + 100¢?).

Valutare y(0) con le approssimazioni 7(0;1/n), n € N, fornite dal metodo di Eulero (usare
una calcolatrice). Si osserva che inizialmente piu n cresce, piu le 1(0;1/n) approssimano
bene y(0), ma poi, per n maggiore di un certo v, le approssimazioni cominciano a peggiorare.
Perché?

Metodi multi-step lineari generici
In un generico metodo multi-step lineare, supponendo noti y(zy), k < n, si definisce come
approssimazione di y(x,.1) il numero n(z,1) definito dalla seguente identita

0 0
N(@n) + Y Ciy(@nrs) = h D> Bif (@nirs y(@nsn)) + B (@01, n(n41)).

j=—t k=—s

I coefficienti By, C;, By sono scelti in modo che n(z,4+1) = y(z,4+1) quando y(t) € un polinomio
generico di grado al piu tot. Allora tot—1 si dice ordine del metodo.

Vi sono almeno tre sottoclassi significative di tali metodi:

1)i =0, Cy = —1: Adams. Quelli espliciti sono noti come Adams-Bashforth (es. Eulero),
quelli impliciti come Adams-Moulton (es. trapezio).

2)i=1,Cy=0,C_; = —1: se espliciti sono noti come Nystrém (mid-point), se impliciti
come Milne-Simpson generalizzati (es. Milne-Simpson).

3) B, =0, k <0, By # 0: backward difference formulas, sono indicati per risolvere
problemi stiff .

Nota: un possibile esercizio potrebbe essere di mostrare che un metodo one-step o multi-
step ha un certo ordine.

Sul metodo di Eulero

Concludiamo studiando pit approfonditamente il metodo di Eulero: convergenza di n(z; h,,)
per n — 400, andamento di 7(x;; h) per h fissato, andamento dei numeri n*(x;; h) e n*(z; hy,)
con i quali si ha effettivamente a che fare quando si implementa Eulero su un calcolatore.
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Dalle equazioni

n(xi + hy h) = n(xi; h) + hf (2, n(2s; ?)),
y(xi +h) = y(z;) + hf (i, y(2)) + %Z/”(fz‘)a £ € (x,x; + h),
segue che
y(xi +h) = n(zi +hh) = y(@) —nesh) + h[f (2, y(2:) — (@ n(@sh))] + h y" (&),

it )~ e+ BB < (L4 B () — n(e )]+ A

(si suppone che f, f,, f, siano limitate su [a,b] X R). Dunque, grazie al seguente risultato
(la cui dimostrazione ¢ lasciata al lettore)
Lemma. Se &1 < (14+0)&+ B, i=0,1,2,..., allora & < ¢ + B(e? — 1)/
possiamo concludere che

h|M
| ’L (e"E—1), i=0,1,2,...

ly(z:) = n(zi; h)| <
(y(x0) = n(wo; h)).

Convergenza: posto h = h, = (x — x¢)/n, fatti n passi, si ottiene un valore 7(zx;h,)
tale che |y(x) — n(x; hy)| < |hn|M (el — 1) /(2L), dunque per n — -+oo la successione
ly(x) — n(z; hy,)| deve tendere a zero.

Andamento: per h fissato positivo, anche piccolissimo, per i grande n(x;; h) pud non aver
nulla a che fare con y(z;).

FEsercizio. Studiare la propagazione dell’errore dovuto al fatto che si usa il calcolatore,
dunque invece di

n(xi + hy h) = n(x; h) + hf (2, n(25 h))

si calcola
0 (xi + by h) = 0" (s h) + f(zn"(zis h)) + &5, || <e,

cioé trovare una maggiorazione per |n(z;h,) — n*(x; h,)| (usando sempre il Lemma di cui
sopra). Dedurre da tale maggiorazione che quando n diventa grande, la quantita |n(x; h,) —
n*(z; hy)| potrebbe esplodere.

X LEZIONE

Esercitazioni

e Data 'equazione = = g(x), si discute graficamente la successione .1 = g(xy), k =
0,1,..., al variare della scelta del valore iniziale xq. Si disegnano le funzioni = e g(x) e si
sceglie o sull’asse delle x. Si valuta x; := g(x) e lo si disegna sull’asse delle = osservando
che esso non e altro che I'ascissa del punto di intersezione tra la funzione bisettrice y = x
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e la retta y = g(zp). Si valuta poi x5 := g(z1) e lo si disegna sull’asse = con lo stesso
procedimento. E cosi via. Da questo studio grafico si possono dedurre le seguenti condizioni
sufficienti per la convergenza della successione xy, 1 := g(zx), k =0,1,...,

i) esiste un « tale che a = g(«),

ii) g(z) in (a—0, a+9) ha il grafico racchiuso nell’insieme aperto delimitato dalla bisettrice
y =z e dalla retta y — g(a) = —(z — a) (se g € C', quest’ultima condizione & verificata se e
solo se |¢'(a)] < 1),

iii) zg € (v — d, @ + 0),
condizioni trovate gia nella teoria.

Esempi

L’equazione z = 1+logx ha a = 1 come punto fisso. Si osserva graficamente che se o > 1
allora la successione xy1 = 1 + logx, converge a 1 in modo monotono, ma lentamente. Se
invece 0 < zy < 1, la successione si allontana dal punto fisso e a una certa iterazione non e
ben definita. (Notare che ¢’'(1) = 1).

L’equazione x = 2+log 2 ha due punti fissi, uno maggiore e uno minore di 1, siano essi 17
e 17. Siosserva graficamente che se xy e maggiore di 17, allora la successione z1 = 2+log xy
converge a 17. Se invece 0 < 2y < 17, la successione si allontana dai punti fissi e a una certa
iterazione non ¢ ben definita. (Notare che |¢'(17)] < 1 e |¢'(17)] > 1). Quindi tramite il
metodo z;11 = 2+ log x si puo ottenere una approssimazione buona quanto si vuole solo di
1*. Come calcolare I’altra radice 1~7 Basta notare che ’equazione x = 2-+log x & equivalente
all’equazione x = "2 (se ad esempio il log & inbase €) e che la g di quest’ultima & tale che
lg’(17)| < 1elg’(17)| > 1, quindi 1~ & un punto di attrazione per la successione xy,; = e™ 2.

Esercizi

Studiare le equazioni x = cosz, r = 1/(1 + z?).

Porre g(z) = 1/(1+z/(1+2)) = (14+x)/(22+1) e studiare la convergenza della successione
Tpy1 = g(zp) al variare di zo. (1/+/2 punto di attrazione; —1/4/2 punto di repulsione, . ..).

Porre g(z) = 1/(142/(1+z/(1+x))) = (1422)/(1+3z+2?). Dimostrare che 'equazione
x = g(x) ha tre radici reali e distinte. Studiare la convergenza della successione xy1 = g(x)
al variare di zg. (¢'(z) = — (2224 22+1)/((1+ 3z +2%)?) < 0, il denominatore di g si annulla
in (=3++/5)/2,...).

e Dato p,(z) = a,2™ + ... polinomio di grado esattamente n (a, # 0), minimizzare

maxge[—1,1] |Pn(®) — q()| al variare di ¢ tra tutti i polinomi di grado al pitt n — 1. Si osserva
che

maXge[—1,1] ‘pn(x> - Q(x>| = MaXgze[-1,1] ‘an(ipn(x) - iQ(I)
= |an| maxge[—1,1) ‘ipn(l’) - iq )|,
ming MaxXye[—1,1] Ipn(z) —q(2)| = |a,|min, maXge[—1,1] \ipn(x) - $Q($)| = |Gn|2n%1
dove l'ultima uguaglianza e ottenuta scegliendo ¢ tale che ipn(x) - iq(x) = 5T, (2),
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OVVero
an

0(2) = pala) — T, (1)
Esempio

Sia p3(z) = 1+ x + 2%/2 + 23/(3!). Per ogni x € R sappiamo che esiste £ nel minimo
intervallo contenente 0 e x tale che |e® —ps(x)| = eS2*/(4!). Ne segue che |e® —ps(x)| < e/(4!)
se # € [—1,1]. Sia g(z) = p3(x) — 33T3(z) il polinomio di grado al pitt due che meglio
approssima ps(z) in [—1, 1]. Allora, per ogni = € [—1,1] si ha

le” = q(@)] < |e” = ps(2)] + Ips(z) — q(2)] < e/(4]) + 577
Quindi, economizzando una moltiplicazione (¢(z) ha grado 2, minore del grado di p3) riusci-
amo ad approssimare e” ancora abbastanza bene.

e [’approssimare polinomiale di una funzione f fornita dalla tecnica dei minimi quadrati—
caso discreto ¢ il polinomio p,(x) di grado al pit n che rende minima la somma di quadrati
S ow(@)(f(z:) — gnlw;))?, essendo m > n e gli &; m + 1 numeri reali distinti fissati, al
variare di ¢, tra tutti i polinomi di grado al piu n (si suppone f ben definita negli z; e
w(z;) > 0).

Alternativamente si puo applicare la tecnica dei minimi quadrati—caso continuo, per ap-
prossimare f. E infatti univocamente ben definito e si puo pensare di calcolare il polinomio
pn(x) di grado al pitt n che rende I'integrale fabw(x)(f(x) — ¢n(7))? dx minimo al variare di
¢n tra tutti i polinomi di grado al piu n (si suppone f ben definita in (a,b) e w > 0 in (a,b)).
Si osserva che

b

fabw(x)(f(ﬂf)—qn(wz)%—f w(a)f(a)?de+ [Tw 2 [P w(x) f(2)gn () do
fabw(x)f(:zz) de + [ w(z) (>0 004 7"2( ))? dw—2f :1:) ZZ boan( r)dx
J, w(@)f(z)? dx+2” 0 i [ w(@)ri(x)r(x) do 221 0 [, w(@)f(@)ri(x) dz
= [Pw(@)f(x)?dz +aT Aa — 2a7b, AZ] —fabw(w)rl( yri() da, b = L w(z)f(x)r(z) dz.
Quindi il polinomio cercato & p,(z) = > jairi(z) con @ = [wga; - a,]’ = A7'b (no-

tare che A ¢ definita positiva). Osserviamo che la matrice A varia al variare della base {r;}
che si sceglie per I'insieme dei polinomi ¢, di grado al piltt n. Se ad esempio r;(x) = ' e
la,b] = [0, 1], allora A ¢ la matrice di Hilbert (dimostrarlo!), ben nota perché il suo numero
di condizionamento tende a crescere molto rapidamente (al crescere di n). Per non dover
risolvere alcun sistema lineare, conviene scegliere gli r; come quei polinomi di grado esatta-
mente i tali che f;w(x)rl(x)r](x) dx = 0 per i 7é j In tale modo A risulta diagonale e per
gli o si ha la semplice formula a; = fabw( ) f(x)ri(x) dx/ f )2 dx. Vedi la teoria dei
polinomi ortogonali.

Esercizio. Calcolare l'integrale _11 %dw per ogni n,m > 0, essendo T}, e T},

rispettivamente i polinomi di Chebycev di grado n ed m.
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e Determinare i coefficienti delle formule di quadratura di Gauss-Chebycev, cioe i numeri
reali A; per cui 'uguaglianza

(2t — 1)

dx—ZAfcos o

[ )

e vera ogni volta che f e un polinomio di grado al pit n — 1. (Automaticamente, per la
particolare scelta dei nodi, I'uguaglianza sara vera per ogni f polinomio di grado al piu
2n —1).

Si osserva che A; = fjl ﬁlz(x) dz dove [; ¢ il polinomio di grado al pitt n — 1 tale
%) = 0;5, 1 < 4,57 < n. Sipuo dimostrare che gli A("), t = 1,...,n, sono

che [;(cos ;

tutti uguali tra loro. Dunque AE") = A™ deve essere tale che nA™ = f_ll ﬁ dx, da cui
AW =1 /n.

Alcuni metodi per risolvere problemi differenziali ordinari di Cauchy

y/(t) = f(t7y(t))7 le (CZ, b)> ?/(JUO) = Yo, To € (a7 b)

(Lambert, p.23). Siano h > 0, e x; = xg + ih, i = 0,+1,42,.... Nel seguito si elencano

diversi metodi per generare approssimazioni 7(x;) dei valori esatti y(x;). Sia n(xg) = y(xo).
Esempio di Runge-Kutta a tre passi:

kl = f(xz,n(xz)),

3 3
2 2
kg = f(l’l + gh, 77(1’1) —+ ghkg),

W) = ne) = lk+ 3]
Esempio di Runge-Kutta a due passi implicito:
ko= flzin(x),
ke = f(x;+ h,n(z;) + %hkl + %hkg),
n(Tip1) —n(z;) = g[lﬁ + Ka].
Esercizio. 11 classico metodo Runge-Kutta del quarto ordine

(i, n(as),

f(i 4+ hf2,m(x:) + hky/2),

S+ )2, n(x:) + hka/2),
k4 f(xl + h? 7](%) + hk?))a
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si puo introdurre utilizzando la formula di quadratura di Simpson. E vero?

L’implementazione dei metodi “multi-step” che seguono richiede la conoscenza di “starting
values”. Infatti nei metodi multi-step 'approssimazione n(x;y1) € definita (esplicitamente o

implicitamente) in termini delle precedenti approssimazioni 7(z;), ..., n(z;—p41), quindi, se
p > 2, per applicare il metodo la prima volta, ovvero per ¢ = p — 1, occorre conoscere le
approssimazioni n(zo), ..., n(x,—1) e di queste il problema fornisce solo 7(xy) = y(xo) = Yo.

Ci sono diverse strategie per calcolare le altre. Una consiste nell’applicare p — 1 volte un
opportuno metodo ad un passo (ad esempio uno dei tre sopra visualizzati). Per altre si veda

il Cap. 4 del Lambert.
Esempio di Two-step:

h
n(@iv1) —nlzi) = §[3f($i77]($i)) = 2f (i1, n(xio1))]-
Esempio di Two-step implicito:

n(it1) +n(x;) — 2n(xi—1) = Z[f(wa N(wiz1)) + 8 (xi, n(xi)) + 3f (w1, n(xi-1))],

Esempio di Three-step:

1 1 3 h
n(@it1) + 177(%) - 577(95@'71) - 177(95@'72) = g[l9f(fl?i>77($i)) + 5f(zi2, n(Ti-2))].
Esempio di Predittore-Correttore (un two-step esplicito combinato con un two-step im-
plicito):

0 (ziy1) — 3n(x;) + 2n(xiy) = g[f(xi, n(wi)) = 3f(xi1, n(zi1))],

N(wig1) —=n(wic1) = hlf(@ign, 0" (i) + f(zic, n(wi1))].

Sopra ci sono diversi esempi di metodi impliciti, sia Runge-Kutta che multi-step. Per ogni
i il calcolo di n(x;41) in tali metodi richiede la risoluzione di una equazione non lineare (o
di un sistema di equazioni non lineari, se il metodo e applicato a un sistema di equazioni
differenziali), operazione costosa effettuata di solito con il metodo delle approssimazioni suc-
cessive (“simple iterations”) a meno che il problema differenziale ¢ stiff, caso in cui occorre
utilizzare tecniche piu raffinate.
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