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Esercizio 1. [6 punti] Calcolare il seguente limite:

. v1+ ax — cosv/axr — ax
im

2-0+ Z + ¢+ — cosh(cx) — arctan 2

[(a,b,c) =(3,2,1),(2,3,1),(2,1,3),(3,1,2)]
Soluzione. Dagli sviluppi
1 1 1 1
Vi+t=1+ 5t th + o(t?), cost =1 — 5752 + ﬂt‘* +o(t’) pert — 0,
si ottiene, per z — 0T,

V1+azr —cosvar —ar =1+ %ax — éa2x2 -1+ %am — icﬁf —az + o(x?) = —%a2x2 + o(z?).

Si ha poi, sempre per ¢t — 07,

1 T 9 t? 3 . t? 9
arctang:§—arctant:§—t+o(t), COSht:1+§+0(t), e:1+t+5+0(t),

e pertanto
« b 2 22 1 /1
g—ke_ﬁ —cosh(cx)—arctan; = g+1—%+%—1—%—g+%+o(ﬁ) =3 (ﬁ —02) 2%+ o(2?).
Il limite richiesto ¢ dunque
4, (a,b,c) =(3,2,1),
- ta’x? + o(x?) _ a’b? _ 3 (a,b,0) =(2,3,1),
=0+ 1 (% — ) 2?2 +o(2z?)  3(0*c2 1) &, (a,b,0) =(2,1,3),
1, (a,b,c)=(3,1,2).



Esercizio 2. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione

f(x) = alog(1 + |z — ble”™")

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.

[(a7 b) = (47 1)’ (37 2)7 (27 _1)7 (27 _2)]
Soluzione. Poiché chiaramente 1 + |z — ble*™® > 1 > 0 per ogni = € R, il dominio della funzione data &
R e f(z) > 0 per ogni x € R, con f(z) = 0 se e solo se x = b. In particolare f non ha asintoti verticali.

Essendo poi
lim f(z) = lim alog(l — (z —b)e" ") =0,
Tr——00

r—r—00
'asse x € asintoto orizzontale per x — —oo per f. Inoltre lim, ., f(z) = +00, e quindi f non ammette
un asintoto orizzontale per x — 400, ed essendo

_ x—b _ _ —(z—b)
i f(z) ~ lim CLlog(l%—(x b)e* ) r—>b+log(x —b+e )

LA Sat4 = lim a = a,
r—+oco I r——+00 T r——+00 €T
. . T . _ —(z=b)\) —
rl_lgloo f(x) —ax rl_lgloo a(=b+log(z —b+e )) = 400,

f non ha nemmeno un asintoto obliquo per x — +o00. Si ha poi
e (142 —10)
1+ (z—0b)ext’

d
%alog(l + (2 — b)e" ") = +a

e dunque

1—(z—b)ex—b"
e*~b(142—b)
14 (z—b)ex—b?

e poiché dalla continuita di f in un intorno di z = b e dal teorema di Lagrange segue

T S =
la f non e derivabile in = b, dove il grafico di f avra un punto angoloso. Infine & chiaro che se x < b
si ha f/(x) >0seesolose 1+ —b<0,cioe x <b—1, mentre f'(z) > 0 per ogni x > b, poiché allora
142 —b> 0. Dunque f sara crescente in (—oo,b— 1) e in (b, +00), e decrescente in (b — 1,b). Pertanto
x =0b—1 & un punto di massimo relativo e x = b un punto di minimo relativo. Il grafico di f con a =3
e b =2 e mostrato in fig. 1.

e?=b(142—b)
—0——— 3, T <b,

x> b,

Ficura 1. Graficodi f con a =3, b= 2.
)




Esercizio 3. [7 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del

/+°° arctan(az)
1

xa—f—S

parametro a € R:
(a + sinz)* dz.
Calcolarlo per oo = 0.

[a=2,3,4,5]
Soluzione. Poiché o? > 0 e a > 2, la funzione integranda ¢ continua e positiva nell'intervallo di
integrazione, e bisogna quindi soltanto studiarla per x — +oo. Si ha allora, per la crescenza di
arctan(ax),

arctan(a) e < arctan(ax)

g (a—1)" < g (a—l—sinx)o‘2 < (a+1)°‘2, x € [1,400),

2$a+3

e poiché la funzione xa—ﬂs ¢ integrabile per x — +00 se e solo se a + 3 > 1, si conclude, dal teorema del
confronto, che anche I'integrale improprio considerato ¢ convergente se e solo se «+3 > 1, cioe o« > —2.
Per a = 0 si ha, integrando per parti,

+°° arctan(ax) _ 1 " ’ dx
—— —dr= lim |—s—arctan(ar)| +a | 5755
1 x r—too | 2x L 1 222(1 + a?2?)
arctana + lim 2 /” dz
= 1M — .
2 r—+o0 2 J1 22(1 + a?x?)
Inoltre
1 _ 1+ CL2£132 _ a2x2 B 1 (12
22(1 +a22?) 22(1+a22?) 22 1+ a20?
e pertanto
. " dx , "dxr 5 [T dx
lim — 55 = lim — —a —
r—+too J1 22(1+ a?x?)  rotoo f; 22 L 1+ a?x?
) 1 " T
= lim |—— —aarctan(ax)| = —a— + 1+ aarctana.
r——+00 €T 1 2
In conclusione
garctanQ—W+1, a =2,
/ arctan(ax) gpo LT T L0 ] arctan3 — J7m+ 5, a=3,
1 x3 2 4 2 Sarctand —4m + 2, a =4,

13 arctan b — %7‘( + g, a=>o.



Esercizio 4. [5 punti| Calcolare lo sviluppo di Taylor di ordine n =5 e centro xy = 0 per la seguente

funzione:
6sin(acQ)
1+ ax?
[a=3,-3,2 2]
Soluzione. Dagli sviluppi
t3 t?
sint =t — — + o(t"), e =1+t+ = +o(t*) pert—0,

6 2

segue, per x — 0,
- 1 1
esin(@?) _ eio(@®) _ | 4 42 ¢ 5(3;2 +0(x®))? +o(z®) =1+ 2% + 5:54 + o).
Inoltre dallo sviluppo

1
—— =1—-t+t?—t3+o(t®) pert—0,

1+t
si ottiene 1
T an? 1 —ax® + a’*z* + o(2°) per z — 0,
e pertanto
esin(@?) o, 14 5 2 2 4 5

1—22% + 22t 4 o(a®), a=3,
1+ 422 —|—25x4—|—0x5) a=—3,
1— a2+ 32t + o(z)

1
:1+(1—a)x2+<§+a2—a)x4+o(x5):
14 32? + 2a* + 0(2®), a=-2.



Esercizio 5 [5 punti] Risolvere il seguente problema di Cauchy:

y// + ay/ — e*(lx
y(0) =0
y'(0)=0

l[a=2-2,3 —3]
Soluzione. Introducendo la nuova funzione incognita z := y’ I’equazione diventa
ax

Y taz=e ",

che e un’equazione del primo ordine lineare a coefficienti costanti non omogenea, la cui soluzione &
z(x) = e / e dr = e ¥ (x + ¢, r € R.

Imponendo poi la condizione iniziale z(0) = ¢'(0) = 0 si ottiene ¢ = 0. Pertanto, integrando per parti,

1 1 —ax 1
y(x) = /z(:c)d:c = /e”x dr = ——e g + — /e“"’“"dx = _c (Jc + —) +c,
a a a a

e imponendo la condizione iniziale 0 = y(0) = —2 + ¢ si ricava ¢ = =, e quindi la soluzione cercata &

)= ——e “r4 —
y a a?

(1 —e™ ), z € R.



