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Esercizio 1. [5 punti| Calcolare lo sviluppo di McLaurin dell’ordine n = 4 per la seguente funzione:

vcosx + rsinx.

Svolgimento: Utilizziamo i seguenti sviluppi di Taylor per y — 0:

2 2 4 3
\/1+y:1+%—%+0(y2), cosyzl—%—l—%—%o(yf’), siny:y—%+0(y4),
da cui
_ 2 ot 5
cosT + xrsinx = 1+?—§—|—0(:p ).

. , . 2 .
Poiché cosz + xsinz — 1 ~ %L per x — 0. si ha
2 b

Veosx +xsine = /14 (cosx + xsine — 1)
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Esercizio 2. [6 punti| Dire per quali valori del parametro « la seguente funzione ¢ continua in R:

V1+sinz — {/1+ sin(2x)
fz) = ]

0 sex =0

log|z| sex#0

Svolgimento: Ricordando gli sviluppi di Taylor

2
3 .
VIty=1+2-L 1002,  YTry=1+2-221043), siny=y-+o(?),

2 8 4 32
si ha . ' , ,
e L SO SRS

e, analogamente,

in(2 3 3
v 1+sin(2z) =1+ smi z) _ 3—2(sin(2m))2 +o(x?) =1+ g - gQO + o(z?).

Pertanto

z 1
flz) = %T()log x| = |z|* <é_l + 0(1)) log|z| per z — 0"
da culi si deduce
{0 se v < 2

hmf() +00 sea>2.

Si conclude che f & continua in 0 (quindi in R) se e solo se o < 2.



Esercizio 3. [8 punti| Tracciare il grafico della funzione
1
(lz] = D)evereaiez,
specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo

relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.

Svolgimento: Dominio: R. f & pari.

flz) > 0<=zr<—-lex>1, f(z) =0<= 2z ==+l.

1
lim f(z)= lim (z+ 1)eVe2+2etz = 400.

r——00 T—>+00

lim @: lim x—le\/ﬁ:1

Tr—+0c0 €T Tr—+00 T
1 1 x
lim f(z) —x= lim x(evw2+2w+1 — 1> —eVaPtzmi2 = Jim ———-ne—-1=0
T——400 T—~4-00 z—+00 /12 +2x+1
Yy = x asintoto a +00, y = —x asintoto a —oo.‘

1
Per x > 0 si ha f/'(z) = eVe?+2e41 (1 — (2= 1)(2* + 22+ 2)*3/2>; pertanto f € sempre crescente.

£.(0) = e<1 + #) £.(0) = —e(l + 23—1/2>

x = 0 punto angoloso. ‘
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Esercizio 4. [7 punti] Determinare per quali valori del parametro o € R il seguente integrale improprio
1

esiste finito:
“+o0o
/ 1 o1
—arcsin —dzx.
1 (=1 X
5.

Svolgimento: Poiché f ~ %ﬁ perz—1 e f~ xa—ﬂl per x — +oo, f risulta integrabile in (1, 4+00)
seesolose 0 <a<1.
Calcoliamo 'integrale per oo = %:

Calcolarlo per a =

te 1

arcsm dx
1 VI

Integrando per parti'

1 1
arcsin — dm =2 /(\/:v — 1) arcsin —dzx
x
1 1
= 2v/x — larcsin — — 2/\/x —l—
x

\/_

1
= 2¢/x — l arcsin — —|—2/
T zv/x+ 1

1 |\/x+1—1|
= 2vx — larcsin — + 2log
T ]\/ —1—1]
poiché, con la sostituzione /1 + x =1t,
1 1 t—1 V 1-1
/—da:—Q/ LR S et IS
v+ 1 2 -1 |t+1| |«/;c+ + 1

\/$+1—1)_210 V2 -1
Vr+1+1 V21

Pertanto

oo 1 1
/1 N arcsin de = xggloo (2\/x — 1l arcsin p + 2log
V2 -1

= —2lo .
V241




Esercizio 5. [5 punti] Risolvere il seguente problema di Cauchy:
logx + 1
z(1 +log”x) .
y(1) =0
Svolgimento: L’equazione differenziale e a variabili separabili:

1 1
/e‘ydy = /—oga: +2 dx
z(1 +log” x)
Risolviamo il secondo integrale:

logz + 1 / log x / 1 1 ,
—— o dr= [ ————+ [ ———— = ;log(l +1 + arctan] +e.
[ o= | st gy~ glos(t o)+ arctanlog

Pertanto

)

Yy =€

1
—e Y = 5 log(1 + log® ) + arctanlog z + c.

Imponendo la condizione iniziale y(1) = 0 si ottiene ¢ = —1. Pertanto la soluzione del problema di
Cauchy e

1
y(r) = —log (1 3 log(1 + log® ) — arctan log x)



