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Esercizio 1. [6 punti] Calcolare il seguente limite:

. V1og(1 + az?) — arctan (y/ax + cz?)
0t | — (e’ '

[(CL, C) = (27 1)? (47 _1>7 (37 1)7 (97 _1)]

Svolgimento: Utilizziamo gli sviluppi di Taylor per y — 0*:

2
v Hy:H%_%*O(yQ% log(l+y) =y+o(y), € =1+y+o(y),
3 3

arctany = y — % +o(yh), siny =1y — % + o(y?).

Pertanto

Vlog(1 + ax?) = \/@9&2 —
= Var — a@x + o(z),

arctan(v/ax + cz®) = az + ca® — a\/a%?) + o(z*) = Var + (c - M)x + o(x?),

da cui segue

Vlog(1 + ax?) — arctan(y/ax + cx®) = < —c+ %)x?’ + o(z).

D’altra parte
2 2

(57 = (15 o) o o 1= 5 %))

:exp(—%3+0(:v4)) :1—%+0(w4)

w

da cui segue

1_ (sinx>x _ o,
T
Si conclude che il limite richiesto vale




Esercizio 2. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione
f(z) = cos’z ewr

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.

[a - (\/57 _\/57 \/37 _\/g)]
Svolgimento: Consideriamo la funziona per a = V2

s
f(z) = cos’x ==

Dom f = R\ {5 + k7 : k € Z}. la funzione ¢ periodica (periodo 27) e pari, basta studiarla per esempio

in [0,2) U (%, ], dove f & diclasse C'. f>0in [0,5)U (5,7 e

T+
0 per r — 3

-

e
+o0  perx — 3

T = g ¢ asintoto verticale.

Per ogni = € [0, 7) si ha che

f(z) = sinz(v/2 — 2 cos x)ecfx,quindi f(z)=0 & =0, x = %, r=.

Piti precisamente, f ¢ decrescente nell” intervallo [0, 7], e f ¢ crescente negli intervalli [F,7) e (5, 7).
Percio f ha un massimo locale in z = 0 e un minimo locale in x = %. Inoltre

lim f'(z) =0.
T3
L 1 1 Il
- - T r © ™
L 4 4 2

FicurA 1. Grafico per a = V2
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Esercizio 3. [7 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del

/“/2 . o [2TT , x
sin (—) arcsin ( )d:z:.
0 a a—x

parametro a € R:

Calcolarlo per a = 0.
[a=5,4,3,2]

Svolgimento: Risulta

2rr\e T 2atlga
a+1 +
) ~ ~ erx — 0.
1) < a ) a—x actl P
Pertanto f ¢ integrabile in (0, {] se e solo se & > —2. D’altra parte, posto y = § — ,
2 g — gatiga-l
f(z) = sin® <7r — —> arcsin (Z ) ~ —y“ per y — 07,
ay 5ty a
da cui
mgotige—l g a a+
r)~— (= —1 erxr — — .
/(@) a® <2 > p 2

Pertanto f ¢ integrabile in [§, §) se e solo se a > —1.
Segue che f e integrabile in (0, %) se e solo se a > —1.

Calcoliamo 'integrale per a =
/(1/2 . T
arcsin ( >d:v.
0 a—x
Integrando per parti si ha:
i (2 Yo = e (2) - | =
arcsin x = x arcsin - — x.
a—zx a—z/ +a ) (a—z)Va—2x

Con la sostituzione v/a — 2z = y nell’'ultimo integrale si ottiene

* 2a y
dx —1)dy = -2 tan L 4+
/(a—x)\/a—Zx /a—|—y /<a+y2 ) Yy Vaarc an\/a Y

va—2
= —2y/a arctan % ++Va— 2.
a

—~] e

Si deduce

va—2
/arcsin< a: )dw:xarcsin< * >+2aarctan%—i\/a—2x.
a

a—x a—x

a/2
/ arcsin( v )dx:a<1—z).
0 a—x 4

Pertanto si conclude
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Esercizio 4. [5 punti]| Risolvere il seguente problema di Cauchy:

= 2 —|—ax2
y_l'Q—]_y :
y(0) =a

specificando l'intervallo di definizione della soluzione.

[a=5,4,3,2]
Svolgimento: Si tratta di un’equazione lineare del I ordine, il cui secondo membro ¢ definito per x # +1.
Poiché alora la condizione iniziale ¢ imposta in o = 0 € (—1,1), il dominio della soluzione sara (—1,1).

In tale intervallo si ha pertanto

2x
/$2 dw-log|x — 1| = log(1 — 2?),

e l'integrale generale ¢ allora
y< log (1—22 <C +a log(lfo)lj dl’)

1—x (
1 1
1—3: c—ax+ + dx
l—z 14z
1+z
(1—
all =
1+ 2
=(1—2? — ]
( a:)(c ax + alog 1—x>’

2 > 0 per ogni € (—1,1). Imponendo poi

c—axr+ = log’

dove nell’ultimo passaggio si e tenuto conto del fatto che
la condizione iniziale si trova ¢ = a. La soluzione e pertanto

1
y(x) = a(l — 2?) (1—at—l—log 1+$>,
-z

con intervallo di definizione (—1,1).




Esercizio 5. [5 punti] Calcolare lo sviluppo di Taylor dell’ordine n = 5 con centro zy = 0 per la

o= (ir) o= (7))

Svolgimento: Per x — 0

1
— =1lFz+22F2 + 2t F2° +o(2P),
1+z2

seguente funzione:

T

1ix:xq:x2+x3$x4+x5+o(x5),

percio

sin( ° ) = sin(z F 22 + 2 F 2* + 2° + o(2”))
1+=x
=zF’+28 Fa'+ 2 — Lo Ft+ 2 Fo' +2°)° + L@ F P+ 2P Fat +2°)° +o(ad)
=z Fat+ 2 Fa'+2° — (2 F 32" +62°) + L2° + o(2”)
1

=z Fa’+ 32" F Jat + La° +o(a”) perz — 0.



