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Esercizio 1. [6 punti] Calcolare il seguente limite:

g YL = V1=

x1—>0 esinz __ 6arctama[:

Svolgimento: Utilizziamo gli sviluppi di Taylor per y — 0:

y v y v
\/1+y:1+§—§+0(y2), \3/1+y:1+§—§—|—0(y2),

vy y® y®
! =l+y+ S+ +oly’), siny=y—"=+oly'), arctany=y—Z+o(y).

Pertanto, poiché sinx ~ arctanx ~ x per x — 0,

sinz  sin’z

e =1 +sinx + 5 + 5 + o(z?)
_ " ENCI 213 3
=1+ 5 +2(x+o(x ) —|—6(ZE—|—O(£E ))° + o(x?)

2

:1+x+%+0($3),

arctan®?z  arctan® z

T — 1 4+ arctan x + 5 + 5 + o(z%)
1 1 o3 5
S lta = o))+ (r+o(a) + ofa?)
2 3
:1+x—|—%—%+o(az3),

da cui si deduce

psine _ parctana _ 5% + o(z%).
D’altra parte
m:1+%3+0(x3), m:l—%3+o(x3)
da cui segue

\/1+x3—\3/1—x3:gx3+0(a:3).

Pertanto il limite vale
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Esercizio 2. [6 punti]| Stabilire per quali valori dei parametri reali «, /5 la seguente funzione

{ (cosx +xtanx)® sex € <0, E)

flz) = 2
1+ Bx ser <0

¢ derivabile in (—o0, §).

Svolgimento: f & continua e derivabile in (0, %) e (—00,0). Risulta

lim f(z)=1= f(0).

z—0t+
Pertanto f ¢ continua in 0 (quindi in (—oo, §)) per ogni coppia a, 3.
Si consideri dapprima il caso o = 0: risulta f(z) = 1 per = € (0, §), quindi f}(0) = 0.
Sia ora o # 0. Utilizziamo gli sviluppi di Taylor per y — 0:

(14+y)*=1+ay+o(y)

2

cosy +ytany =1+ % + o(y?).

. , 2 .
Poiché cosz + xtanx — 1 ~ % per z — 0, risulta

(cosz +rtanz)® =1+ a(cosz +ztanx — 1) + o(2?) = 1 + %xQ + o(x?),

da cui segue

_ o a2 2
lim f(x) — f(0) _ lim (cosz +ztanz)® — 1 i 28 + o(z?)

z—0t x z—0t x z—0t xT

Essendo f’ (0) = 3, si deduce che f & derivabile in 0 (quindi in (—o0, J)) se e solo se = 0.

=0.




Esercizio 3. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione

V/|sinx + cos x|,

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.

Svolgimento: Dominio: R. f ¢ 27-periodica, pertanto ¢ sufficiente studiare ’'andamento in [—7, %W)
3 3 3
f@)z0 vee[-Zon) JO=fm@=1(5)=1(57) =1 H(-7)=1(77) =0
Inoltre
3 3 3
sinz 4+ cosx >0 Vx € (— %, Zﬂ'), sinz 4+ cosx <0 Vr € (— g, —%) U (ZW, 57?)
Per z € (—Z,27) si ha: f/(z) = 2&%, pertanto f ¢ crescente in (—7%,%) e f ¢ decrescente in
(3, %7). |
Per z € (—=%,-%) U (37, 3n) si ha: f'(z) = &%; pertanto f ¢ crescente in (37, 27) e f &
decrescente in (—%,—2) e (37, 37)
r=7,1= %7? punti di massimo relativo.
r=-7,r= %7‘(‘ punti di minimo relativo.
Inoltre
lim f'(z)=—-oc0, lim f'(z)=+4oo0, lim f'(z) = —o00, lim f'(z)=+4oo0.
=77 x%f%Jr x—)(%w)— x—)(%w)*’
r=-,r= %w cuspidi.
N
—W’_W
= T 3 5 L
-y =T =T =1
4@ 5 7 5
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Esercizio 4. [6 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del

parametro a € R:
+oo
1 Al
T - (— — sin <—>)dm.
0 e T

Svolgimento: Sia

Risulta

F(x):x-(i—l—i—o(i)): 11—1+0<§) per r — +00.

r*  x x? xe
Se a < 1 si ha F(x) ~ x'7® per x — +o0, pertanto F non ¢ integrabile in (1, +00), quindi in R.
Se o > 1 si ha F(z) ~ —1 per x — +o0, pertanto F' non ¢ integrabile in (1, +00), quindi in R.

Sia ora aw = 1: si ha
1 1 1 1 1 1
F@ =o (-3t ga o) =g o)

Essendo F(z) ~ g5 per & — +00, si deduce F ¢ integrabile in (1,+00). D’Altra parte, se a = 1,
|F(z)] < 2(:+1) =1+ x, da cui segue che F' & integrabile in (0,1), Si conclude che F' & integrabile in
(0, +00) se e solo se a = 1.



Esercizio 5. [5 punti]| Risolvere il seguente problema di Cauchy:

—Z

/ z?
y-yr=e e* —1.
y(1) =1
Svolgimento: L’equazione differenziale ¢ lineare del I ordine. Una primitiva della funzione a(z) = —2z
¢ A(r) = —2?. Una primitiva della funzione b(z) = eA(x)eﬁ% = £ & (con la sostituzione e” = t)

e 1 11 1
B(z) = dor= [ ——dat= [ (=2 -2+ —)at
(z) /ef‘—lx /t?(t—1) /( ¢ t2+t—1)

= —log || +%+log|t— I|=—z+e " +logle” — 1.
Pero, dato che la funzione e* — 1 & positiva per x > 0, in tale intervallo si ha
B(z) = —x 4+ e " + log(e” — 1).
Pertanto risulta
y(z) = ce” @) + B(x)e 4@ = (c —x+e *+log(e” — 1)>€x2,
da cui, imponendo la condizione iniziale y(1) = 1, si determina la costante c:
c=1—1log(e—1).

Percio la soluzione e:
y(r) = <1 —log(e —1) —z+ e * +log(e® — 1))6332.



