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Esercizio 1. [6 punti] Calcolare il seguente limite:
. (cosz — az)* — V1 — 2ax? + 3
lim .
20 barctan z — sin(bx)

[(a7 b) = (27 3)7 (_27 _3)7 (37 2)? (_37 _2>]

Soluzione. In base agli sviluppi

t? t?
arctant =t — 3 +o(tY), sint=t— 5 +o(t) pert— 0,

per il denominatore si ha

barctana — sin(bz) = b (x - ‘%3 + 0(934)> - (bm - (b?g + 0(x4)) _ ! (b - b—3> 2 + o(ah).

(Per b = 43, £2, il coefficiente (b — %) # 0.) Inoltre usando gli sviluppi

t2 : 2 2
cost =1~ §+0(t5), log(1+1t) =t — 5+0(t2), el=1+t+ §+0(t2) per t — 0,
si ottiene
22 22 2
(COSLE _ CL.ZL’)QC — exlog(cosxfa:p) _ exlog(l—ax—%-‘ro(gﬁ)) _ e:l? |:—ax—7—%<—ax—7+o(x3)> +o(x2)}

— e (ax2+%(1+a2)x3+0(13))

=1—az®— %(1 +a?)2® + o(z?),
mentre grazie allo sviluppo
Vitt= 1—|—%t—ét2+o(t2)
si ha
1

1 1
V1— (2022 —23) =1 — 5(2&:1:2 — ) — g(Qaa:Q —2*)? +o(x?) =1 —ar® + 53:3 + o(z?).

Pertanto il limite richiesto vale

1—az?— (1 +a?)z® — 1+ az? — 2% + o(a?) 2+ a? 2,

lim

(a,b) = (
2w fe ()=

2—0 —1(b—8) a3 + o(z*) 2b— b 2. (a,0) =(3,2),
(a,) = (



Esercizio 2. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione

f(@) = o — al e

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.

[(a7 b) = (_27 _1)7 (17 2)7 (27 3)7 (37 4)]
Soluzione. In tuttii casi b= a + 1 e dunque la funzione da studiare &
f) = le—alei = gle —a),  gw) = Jeler,

il cui grafico ¢ quello di g traslato a destra di a € R. Studiamo quindi il grafico di ¢g. Il dominio e
D =R\ {1}, e chiaramente g(x) > 0 per ogni = € D. Essendo poi

lim \x|ew 1 =0, lim ]a:\eﬁ = 400,
z—1- z—1+t

la retta = 1 ¢ un asintoto verticale destro per g, mentre avendosi, per x — +o00,

2| = || (1+ i +o <x11>) =tz (1+ £(1+0(1)) +o (%))

1 1
:j:x(l—i———i—o(—)) =+x+1+0(1),
x T

si vede che le rette y = £z £ 1 sono asintoti obliqui per z — 400. Per quanto riguarda lo studio della
derivata si ha, per x # 1,

d 1 1 1 2?—=3r+1 1

Zrerd = (1= —— Jez1 =2 T s
a" ( <x—wJ€ T

g,@)_{ﬁerl sex >0,z #1,

e dunque

= 3f;glew i, sex<D0.

In particolare essendo g continua in un intorno di x = 0, dal teorema di Lagrange segue

h—0% h r—0% r—0% (:L‘ — 1)2 e
e dunque g non ¢ derivabile in x = 0, e x = 0 ¢ un punto angoloso. Essendo poi

_3+4V6

2 -3r+1=0 < 5

el < 3’2‘/5 <1< 3?/5, si vede che g & decrescente in (—o00,0), crescente in (0, 3’2‘/5

(%5, 1) ein (1, 3+*/5), e crescente in (?’J”/5 +00). Pertanto 2 =0 ez = % sono punti di minimo

relativo, mentre x = 2= f ¢ un punto di massimo relativo, ed essendo g(0) = 0 < g(x) per ogni x € D,
3— f

), decrescente in

x = 0 & anche un punto d1 minimo assoluto, mentre x = non e un punto di massimo assoluto poiché

come visto supp g = +00. Inoltre

(3i¢5> 34+V5 sk 3+V5 s
g = e 2 1+v5

. 5:31\/56_%(1¢\/5)>3i\/5+1:5i\/5
< )
2 2 2 2 2 2

in quanto essendo e > (1+ 1) =9/4 e 2 < /5, si ha

—1a-v5) _ _i(/5-1) 1 3 1 . 5—1-\/5
e 2 =2 >e2>=>—(5—-6) = :
27 3 ) 3+V5



e chiaramente

S

—3(1+V5)
ez <1< (5+\/_)
_\/_

5 g(3=5 f)) si trova sotto I’asintoto obliquo di equazione y =

x + 1, mentre quello di minimo relativo ma non assoluto (3+\[, 9(3+\[)) si trova sopra di esso. Infine
poiché lim, ;- ¢’(x) = 0, il grafico di g ¢ tangente (a Simstra) all’asse x in x = 1. Il grafico di f per
a =1 e b= 2, che si ottiene traslando a destra di 1 quello di g, ¢ mostrato in fig. 1.

dunque il punto di massimo relativo (3 /5

FIGURA 1. Graficodi fcona=1,b=2.




Esercizio 3. [7 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del

parametro a € R:
V3

/a arcsin(a?z? — 1)
1 (ax — 1)@

| sin(raz)| 2 dz.

Calcolarlo per ao = 0.

[a=5,4,3,2]

Soluzione. La funzione integranda e continua nell’intervallo (%, ‘/75], ma potenzialmente illimitata per
T — é, che & I'unico punto in cui si annullano ax — 1 e sin(waz). Avendosi allora arcsint ~ ¢ per t — 0
esint = —sin(t —m) ~ —(t — ) per ¢ — , si vede che ’'andamento asintotico per x — % della funzione
integranda ¢

arcsin(a’r? — 1) a’r? —1 2

(ax — 1) (ax — 1) (ax — 1)2/2-1

e pertanto l'integrale considerato converge se e solo se a/2 — 1 < 1, cioe a < 4.
Per a = 0 la primitiva della funzione integranda e, integrando per parti,
201>

20232 — alat

| Sin(ﬂam)}% ~ |7 (az — 1)|0</2 ~

/arcsin(a2x2 —1)dz = zarcsin(a®2? — 1) —

= zarcsin(a dr = [t = 2 — a*z?]

2 2 T
z“—1)—2a | ——
) /\/2—a2x2
1 dt

al Vi
2
= zarcsin(a?z? — 1)+ =Vt + ¢
a
2
= rarcsin(a’z® — 1) + =v2 — a222 + ¢,
a

e pertanto l'integrale dato, che per a = 0 non ¢ improprio, vale

V2
o 9

/ arcsin(a’z? — 1) dr = {x arcsin(a’z? — 1) + =v/2 — anQ}
1 a

N 2 1/
=—arcsinl ——=-(—=-21.
a a a \/§

= zarcsin(a’z® — 1) +

V2

1
a



Esercizio 4. [5 punti]| Risolvere il seguente problema di Cauchy:

[a=2,3,4,5]
Soluzione. Osserviamo che 'equazione ¢ definita per x # log2. Poiché allora la condizione iniziale e
imposta in x = 0, la soluzione sara definita al massimo per z < log 2. Separando le variabili si ha allora

r—a dt
ey:/eydy:/ ‘ 2d:x=e_“ —— =e %log|t—2|+c=e€e""log(2 —€") + ¢,

er — t—2
e imponendo la condizione iniziale si trova ¢ = e®. La soluzione cercata ¢ quindi
y =log (e “log(2 — €*) + ) ,

ed e definita per
e log(2— ) +e* >0 < z<log2—e ") <log2.



Esercizio 5 [5 punti] Risolvere la seguente equazione in C:

(z£2i)* +8 =0 (z£1)° +27i =0/,

Soluzione. Si ha
(z£20)P+8i=0 < (2£2)=-8i=8 "7 & 2£2i=2"F3" (=012

da cul

V3-3i, k=0, V3+i, k=0,
z=2(e"% ) _ i)= 140, k=1, z = 2(67;(’%*%”) +1) = < 44, k=1,
—V3—=3i, k=2, —V3+i, k=2
Analogamente
(21 +27i=0 & z4i=3C8"5" k=0,1,2,
da cui
W8 k=0, Wi 4 k=0,
2 =3eCETE™ = 21, k=1, 2 =3eCETE™ 4 = 41, k=1,
3vV3 _ 5 3vV3 i _
=5 5l k=2 5 5 k=2



