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Esercizio 1. [5 punti] Determinare lo sviluppo di McLauren dell’ordine n = 4 per la seguente funzione
1

1+log(l+x)

Svolgimento: Utilizziamo i seguenti sviluppi di Taylor per y — 0:
1
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Ty yry -y toly),  log(lty)=y— T+ =T +oly)
Poiché log(1 + x) ~ = per z — 0, risulta
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Esercizio 2. [5 punti] Calcolare il seguente limite

log(n!)
lim <1+\/2+10gn—\/1+10gn> .

n—-+4o0o

Svolgimento: Poiché
! — 0
V2 +logn ++/1+1logn

V2 +1logn —+/1+logn =

riscriviamo il limite nella forma

Vo T log(n!) ) 1 VEFTog TV IFIoR 1 ot
1+ +logn —+/1+1lo n) = + :
( & & [( \/2+10gn+\/1+logn> }
Risulta
1 V2+logn++/T+logn
1+ — e.
( \/2+logn+\/1+logn)

D’altra parte
log(n!) S log(n)
V2+logn++/1+1logn — /2+1logn++/1+1logn
Pertanto il limite vale

— +00.

+00.



Esercizio 3. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione
le* + e=® — 4],

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Facoltativo: studiare la concavita/convessita per x — 4o0.

Svolgimento: Dominio: R. Essendo f(z) = f(—=x), f risulta pari. Pertanto e sufficiente studiarne
I’andamento per x > 0.
f(z) >0 VxeR.

lim f(z)= xEIJPoo Ver +e —4=400.

T—-+00
\/ oT | E 1 —2x __ de—=
lim La:): lim e = lim e:vlte ¢ = +00.
rx—+o0o I T——+00 T r——+00 €

Si ha
e T4 >0 = X —4e"+1 > 0= " <2—V3e " >24V3 =1 < log(2—\/§) ex > 10g(2+\/§).

x

Per z > log(2 +V3): f'(z) = 2\/3:—:7:%—4’ quindi f & crescente.

Per 0 < 2 < log(2 ++3): f'(x) = N%’ quindi f ¢ decrescente.

z = log(2 + /3) punto di minimo locale, 2 = 0 punto di massimo locale.

Inoltre
lim f'(z) = —o0, lim f'(z) = +o0.
z—log(2++/3)~ ( ) z—log(2+V3)*t ( )

r=2++3 cuspide.

Per z > log(2 + v/3): f"(z) = 2(6”6725:;12:::3));261_671)2, pertanto f & convessa <= 2(e” + e ") (e” +

e —4)—(e"—e )P >0 e +e T +4 8" — 8"+ 2> 0.

’f € convessa per r — —i—oo.‘
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Esercizio 4. [7 punti] Determinare per quali valori del parametro o € R il seguente integrale improprio
esiste finito:

+00 1
/ CEE arctan(z®)dz.
0

Calcolarlo per aw = —1.
Svolgimento: Poiché 0 < f(x) < g(le)g, f risulta integrabile in (0, +00) per ogni « € R.
Calcoliamo l'integrale per o = —1:
too 1 1
—  arctan —dz.
o (z+1)? x

Integrando per parti:

1 1 1 ! 1
/— arctan —dx = —/ ( ) arctan —dzx
(x+1)2 x x+1 x

1 1 1 1 1
= — arctan — + T (——)dm
r+1 T r+11+ 5 2

1 1
= — arctan — —
T

1
+1 x /(IL’+1)(1+1‘2)

1 1 1 1 -z +1
= — arctan — — — + dz
r+1 xr 2 r+1  22+1
1 1 1 1 1
=— +1arctan; - ilog\:c—i—l\ —|—Z—llog(1—|—:c2) - iarctan:c—i—c.

dx

Pertanto

/+°° oLl Lo L by, Lt 1N
—— arctan —axr = [1m — arctan — — 108 —/——= — — arctanx -
o (w+1) 2 et a1 4 %0tz 2 2



Esercizio 5. [5 punti] Risolvere la seguente equazione differenziale:
y" + 2y + 5y = cos(2z).

Svolgimento: L’equazione differenziale e lineare del secondo ordine non omogenea. Dato che le soluzioni
dell’equazione caratteristica A +2X+5 = 0 sono —1 = 2i, la soluzione generica dell’equazione omogenea
associata

y' +2y +5y=0

y(r) = cre” " cos(2x) + coe” T sin(2x), ¢1,c0 € R.
Dal momento che 2i non e soluzione dell’equazione caratteristica, cerchiamo una soluzione particolare
della forma
y(x) = acos(2z) + bsin(2x)
da cui, sostituendo nell’equazione,
(a + 4b) cos(2x) + (b — 4a) sin(2x) = cos(2x).

Si ottiene cosi a = 1—17, b= %. Pertanto si conclude che la soluzione generale dell’equazione e

1
y(x) = cre” " cos(2z) + coe” sin(2x) + 1—7((:08(235) + 4sin(2x)), ¢,02 €R.



