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Esercizio 1. [6 punti] Calcolare il seguente limite
cos(v/2z) + sin(z?) — 1
im :
=0 2log(e* —x) —x? - 1+«

Svolgimento: Utilizziamo gli sviluppi di Taylor per y — 0:

vy vy y?
cosy =1—= -+ 2 +o(@), siny=y—+55+oly'), log(l+y) =y = +o(y”),
Yy _— y2 2 3 _ Y y2 2
e—1+y—|—§+o(y), \/1+y—1+§—§—|—0(y).
Si ha
z! 8 x!
cos(x/?x)—sin(:ﬁ)—l:1—x2+g+0(x5)+x2—E—l—o(ys)—l:E+0(az4)
Poiché ex—l—xwz;perx—)(), si ricava
T _ 1 — 2
log(em—x):10g(1+(e$—1—:p)):ex—1+x—(e 5 z) + o(z*)
x2+$3+x4 1<x2+x3+x4>2+(4)
=4 =4+ —=—-=(=F+=+= o(x
2 6 24 2\2 6 24
2 xd 2t ot A
R RESTR SR
1, 4
=5 T Tt e
D’altra parte
2 3 2 a? 2 , 20 ot 4
x \/1+x:x(1+§—3+0(x)):x +§—§+o(x)

Pertanto A

2log(e” —x) —a* - V1 + = —f—g + o(z*).
Si conclude che il limite vale

—3.
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Esercizio 2. [5 punti]| Risolvere la seguente equazione nel campo complesso:

12|+ 24 (1 +1)* = 0.

Svolgimento: Poiché
(1+1)* = (vV2¢'5)® = 16¢>™ = 16,
I’equazione puo essere cosl riscritta:
2|® = —162".
Uguagliando i moduli di ambo i membri si ha:
12|® = 16]2|* <= |2| =0, |z| =2.

Si deduce che le eventuali soluzioni z # 0 sono della forma z = 2¢%, da cui, sostituendo nell’equazione,

28 +16- 2% =0
da cui segue

Pertanto .

Si conclude che le soluzioni dell’equazione sono
2=0, z=2%1  Lez
OVVero
2=0, z=2"7 = V2(14i), z=2e"1" = 2(—144), 2 =265 = —2(1+i), z=2e"7 =/2(1—1).



Esercizio 3. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione

2 -1
xp (7

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, intervalli di concavita/convessita,

eventuali punti di massimo/minimo relativo, eventuali punti di non derivabilita, eventuali flessi.

Svolgimento: Dominio: R\ {2}. f(z) > 0 per ogni = € R\ {2}.
lim f(x) =0, lim f(x)=+o0
z—2+

r—2~

|z = 2 asintoto verticale. |

lim f(x)= lim exp (x—i) =e lim f(z)= lim exp(l_x>:%.

T—+00 T—+00 xTr — T——00 T——00 T — 2

y = e asintoto orizzontale a +o00, y = é asintoti orizzontale a —oo.

La funzione e derivabile in R\ {1, 2}.
1—x
Per # < 1 si ha: f/(z) = e==2 —L, pertanto f ¢ crescente.

(z—2)2>
Perl <z <2ex>2siha f(x)= e%ﬁ, pertanto f & decrescente.
fL)=1 fi1)=-1
x = 1 punto angoloso. ‘
r— _1
S S = Iy et e Ty

. 1oz g _ N
Per x < 1 si ha: f"(z) = e»—2 %, pertanto f e convessa.
2zx—3

xz—1
Per 1l <z <2ex>2siha f’(z)= er=2 =55, pertanto feconcavase 1 <z < % e f e convessa se
g<x<2ex>2.

T = % punto di flesso.
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Esercizio 4. [7 punti] Determinare per quali valori del parametro o € R il seguente integrale improprio

esiste finito:
/ T logaw
—=dx.
o (I+z)%

Svolgimento: Poiché f ~logx per x — 0" e f ~ lggf per x — +00,

Calcolarlo per a = 1.

1
f € integrabile in (0, +00) <= 3a > 1 <= a > —-.

3
too
/ logr
o (I+x)?
Integriamo per parti:

log x 1 ! log x / 1
—_— = 1 _——— = - - =
[ @yt = Jrose(- qap) o= st | e

___logz LM_/iﬁiﬁx

Calcoliamo l'integrale per o = 1:

2(1 + x)? 2x 1+ x)?
log x 1 1 r+1 1 1
S T 9 s M (N S
21+ 287 2/(1+x)2 ’ 2/(1+x)2 ’
log =

+11 Ly (1+z)+ ! +
=———"—+ -logx—=1lo )+ ——+c
21 +a)2 287728 2(1+ )

Pertanto l'integrale vale

> logx log x 1 1 1
— =2  dr= 1 <_—+_] — —1 1+ _|_—)
/0 ( T im ogw og( x) 21+ 2)

1+ x)? 25400 2(1+2)2 2 2
log 1 1
i ( 98T loga — = log(1 —>
Jm (= oaa gy Taleer - gleell+ o)+ 5Ty

— 1 i 10g 7 11'1(1 1>1
T 2atee STz 2am0 0T T (Txa2) 2



Esercizio 5. [5 punti| Risolvere il seguente problema di Cauchy:

y’_y2.x—+1
V1—22 .

y(0) =1

Svolgimento: L’equazione differenziale e a variabili separabili:

/i@: a4l
y? V1i—a?
Risolviamo il secondo integrale:

r+1

T 1
L SRS e S PR — .2 :
mda:—/mdt+/mdt— V1 — 2%+ arcsinx + c.

Pertanto

1
—— = —V1—22+arcsinz + c.
Y
Imponendo la condizione iniziale y(0) = 1 si ottiene ¢ = 0. Pertanto la soluzione del problema di Cauchy
e
(@) = —s
x) = .
Y 1 — 22 —arcsinz




