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Esercizio 1. [6 punti] Calcolare il seguente limite:

. 2V/1+z —log(l +sinx) — 2
11m .
20 arctan(x + 22) — x

Svolgimento: Usiamo i seguenti sviluppi di Taylor per y — 0:
3 2 3

1 1 .
VIHy=14gy—gyioy?),  sing=y—So4oyh),  log(l+y) = y—T+o(y?),  arctany = y—to(y).
Poiché sinx ~ = per x — 0, si ha:
(2 3 3
1 2
log(1 + sinx) = sinx — SH; T4 o(z?) =z — % + o(z?) — i(m - % + 0(934)> + o(z?)
2
e 2
=z -3 + o(x?).
Pertanto si ricava
i 1, 9 x? z? 9
2\/1—|—x—log(1+smx)—2:2+:r—1x + o(z )—x+?—2: Z+0(a: ).

D’altra parte, poiché = + 22 ~ = per  — 0, si ha
3

1
arctan(z + 22) = z + 2% — g(x + 223 +o(zt) =z 4+ 2% — % — 2zt + o(z),

da cui si ottiene
arctan(z + 2?) —x =z + 2% — Tty o(zh) — x = 2 + o(2?).

Si conclude che il limite vale

== w
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Esercizio 2. [5 punti] Determinare gli eventuali punti di massimo relativo, minimo relativo o di sella per la

funzione
2 2

flz,y) =2 —1).
Svolgimento: Le derivate parziali sono date da

8f 2 2442 8f 2442
= = 22%)e” Y — 1 — = 2zye” TV,
8x(x,y) (1+2z%)e : By (z,y) = 2zye

Pertanto i punti stazionari di f corrispondono alle soluzioni del sistema

(14 222)e” Y —1=0 eV —1=0 (1+22%)e” —1=0 =0
L — 0 =
2rye® TV =0 x=0 y=20 y=10
dove si & usata la disuguaglianza (1+222)e*” —1 > 0 per ogni = # 0. Pertanto (0,0) & I'unico punto stazionario

per f. Il determinante Hessiano si annulla nel punto (0,0), quindi non da informazioni sulla natura del punto
(0,0). Pero si verifica facilmente che

f(z,y) >0se x>0, f(z,y) <0sex <0,

Poiché la funzione cambia segno in ogni intorno del punto (0,0), ne segue che (0,0) ¢ un punto di sella per f.



Esercizio 3. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione
f(z) =log(1 + [e” — ™).
specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, intervalli di concavita/convessita, eventuali

punti di massimo/minimo relativo, eventuali punti di non derivabilita, eventuali flessi.

Svolgimento: Dominio: R. Essendo f(z) = f(—=z), f risulta pari. Pertanto ¢ sufficiente studiarne 'andamento
per = > 0.
f(z)>0 VzeR

lim f(z)= xgrfoo log(l14+€e*—e®) = lim log (ez(1+e_”3—e_2$)) = lim (:E—I—log(l%—e_x—e_%)) = +o0.

T—+00 T——+00 T——+00

log(1+ €% —e™® log (e*(1+ e —e " log(14 e~ % —e 2
i L0 gy loserme) oy leg(fd e ™) (1+Og( Te e )>=1
r—400 I T—r+00 xT T—>+00 x T—r400 x

—x —22:)

poiché log(l +e™* —e ~ e % per x — +00.

lim (f(x)—x)z lim (log(l—l—ex—e_x)—x) = lim (log (ex(l—i—e_m—e_zx))—x) = lim log(l+e®—e™2%) =0

T—+400 T—r+400 T—r+400 T—r+400

’y = x € asintoto obliquo a +oo. ‘

Per z > 0: f'(z) = t£F<—, quindi f & crescente. Inoltre f (0) = 2, e, per parita, f’ (0) = —2.

14+e*—e=2?

’x = 0 punto angoloso di minimo relativo. ‘

(ez7€_I)(1+ez76_1)7(614‘1’6_2)2
(1+€Z—67‘T)2

Per . > 0: f"(z) > 0 <~ >0=e"—e ™ —4>0<+=x>log(2+5) (quisie

usata la sostituzione e* = t).

f & concava nell'intervallo 0 < < log(2 + /5) ed & convessa per x > log(2 + v/5).

«%(27:63) Qé(ms)
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Esercizio 4. [6 punti] Determinare per quali valori del parametro « € R il seguente integrale improprio esiste
finito: ) 6
T (e}
———dx.
/0 (4 —a?)*

Svolgimento: f ~ x5 per x — 0, quindi f & integrabile su (0,1) per a > —

Calcolarlo per a = %

1
6.
[~ ﬁ per x — 27, quindi f & integrabile su (1,2) per a < 1. Pertanto f & integrabile su (0,2) per

1
——<a<l
5 «a

2 3
x
0 -
Usiamo l'integrazione per parti

B Y e B e e R (O

Calcoliamo l'integrale per oo = %:

23
/dx _
VA — 22

Pertanto



Esercizio 5. [6 punti] Risolvere il seguente problema di Cauchy:

1—¢"
/ 2 — —£E2
Yy +2ry =e 211
y(0) =1

Svolgimento: 1’equazione differenziale ¢ lineare del primo ordine non omogenea della forma generale

Y +a(z)y = g(x).
Scegliamo A(z) una primitiva di a(z) = =
A(z) = 22,

1—e”®
e2r+1

1—ev 1—t1 1 ¢ 1
= | = | ———at— [ ——at+ [ Zat
/62w+1x /t2+1t / 1+ 12 /1+t2 +/t

1 1
= —arctant — ilog|1 + %] +log |t| + ¢ = — arctan e” — ilog(l +e*) 4t

usando la sostituzione e* = t:

Calcoliamo ora le primitive di b(z) = g(z)eA®) =

Scegliamo una primitiva B(x) di b(x)
B(z) = —arctane” — %log(l +e**) + .
Allora I'insieme di tutte le soluzioni dell’equazione differenziale ¢ dato dalla famiglia
ce ™ +e " ( — arctan e — %log(l + %) + x)

Imponendo la condizione iniziale y(0) = 1, si ottiene la costante ¢ = 1 + § + %log 2. Pertanto la soluzione del
problema di Cauchy &

1 1
(1 + % + B log2 — arctan e® — 3 log(1 + ) + x) e’



