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Esercizio 1. [5 punti] Calcolare lo sviluppo di McLaurin dell’ordine n = 6 per la seguente funzione:

arctan(log(1 — z?)).

Svolgimento: Usiamo i seguenti sviluppi di Taylor per y — 07:

Y’ vy
arctany =y — = +o(y"),  log(l+y) =y— 5 + 5 +oly’).
Poiché log(1 — 22) ~ —22 per # — 0, si ha:
1 1— 2)\3
arctan(log(1 — z%)) = log(1 — z?) (Logf 5 a) + o(29),
4 6
log(1 — 2%) = —2% — % - % + o(x%),

da cui

2 3 3

4 6 6 2 4 3
_—x2—2—2+z<1+2+2+o(x4)> + o(z%)
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Esercizio 2. [5 punti] Calcolare il seguente limite:
. log(1+¢€") —n
lim -
n—+oo 37" sinn + 277

(n* + \/nlogn).

Svolgimento: Consideriamo i singoli fattori:

log(l14+e€") —n=1log(e"(e"+1)—n=1log(l+e ™) =e"(1+0(1)),

2 —n
37 "sinn+27" = 2_”<<3> sinn + 1) =2""(1+0(1)),

1
nt + nlogn:n4<1—|— og7n> =n*(1+ o(1)).
n

Pertanto dal limite notevole N

lim n—:O Va>1,a>0

n—+oo ™
si deduce

. log(1 +e") — n( 14 Julogn) = i e\ " 11+ 0(1)) = 0
im n nlogn) = lim | = n 0 =0.
n—+oco 37" sinn + 27" & n—+oo \ 2



Esercizio 3. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione

fla) = {/xlog? ||,

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, intervalli di concavita/convessita, eventuali
punti di massimo/minimo relativo, eventuali punti di non derivabilita, eventuali flessi.

Svolgimento: Dominio: R\ {0}. Essendo f(—xz) = —f(z), f risulta dispari. Pertanto ¢ sufficiente studiarne
Iandamento per z > 0. Risulta f(z) > 0 per ogni x > 0.

li = 0.

A SN = o0 I T =0

Non ci sono asintoti obliqui. ‘

La funzione ¢ derivabile per 0 < z <1le x > 1.

Perx >0,z #1: fl(z) > 0 %(wlog2$)_2/3(log2x+2logz) > 0 <= log?z + 2logz > 0, quindi f &
crescente per 0 < z < 6% ex > 1.

T = e% punto di massimo relativo, x = 1 punto di minimo relativo.

Inoltre
lim f'(z) = 400, lim f'(z)= +oo, lim f'(z) = —oo0.

z—0t z—1t z—1—

Perz >0,z #1: f'(z) > 0 <~ —%(xlong)_5/3(log2x + 2log )% + %(azlog2 x)_2/3(210% +2) >0«
—$(log®z + 2log x)? + %xlogzaj(low +1)>0«= —log’z —logz — 1 > 0 <= mai.

xT

’Pertanto f € concava negli intervalli 0 <z < 1ex > 1. ‘
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Esercizio 4. [7 punti] Determinare per quali valori del parametro « € R il seguente integrale improprio esiste

finito: N
]
/ og(zr + 2) I
1 (2 + x)?
Calcolarlo per @ = 1.

Svolgimento: Poiché 0 < f(z) < 1Og(x2+2), ed essendo w ~ logz per x — +oo, per il criterio del confronto
_ . . X X x
f risulta integrabile per ogni a.

Calcoliamo l'integrale per o = 1:

too] 2 1 [t] 2

[l 2, L[ oste e,
1 (233) 4 1 X

Integriamo per parti:

2 1\’ 1 1
/IOg(;;_)dm:/(_x) log(m+2)dx:—xlog(x+2)—|—/xd$

(z+2)

1 1 1
= ——log(z +2) + = log || — = log |z + 2| + c.
T 2 2

Pertanto

0 log(x + 2) 1 log(z+2) 1 x 3 3
—————dr = - i ———+ —log—— —log3 = —log3.
/1 (22)2 Mirfoo( : 2 ng+2>+8 080T g8



Esercizio 5. [5 punti] Risolvere il seguente problema di Cauchy:
log z
r_ 2
vy z(1+log?z) .
y(1) =1

Svolgimento: L’equazione differenziale ¢ a variabili separabili:

1 log
—dy = | ———————dx
2% / z(1 4 log® z)

da cui L1
—~ = —log|1 +log?z| + c.
y 2
Imponendo la condizione iniziale y(1) = 1 (e togliendo quindi i valori assoluti), si ottiene la costante ¢ = —1.

Pertanto la soluzione del problema di Cauchy eé:

1
y(r) = :
1 —log+/1+1log%x




