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Esercizio 1. [6 punti| Calcolare lo sviluppo di McLaurin dell’ordine n = 4 per la seguente funzione:

log(e® + arctan ).

Svolgimento: Utilizziamo gli sviluppi di Taylor per y — 0:

Byt Y2 %
log(1 +y) :y—3+§—z+0(y4), ¢/ =1+y+ = +oly’), arctany=y—§+0(y4),
da cui 5 .
e —1+arctanx:m—|—x2—%+%+0(m4).

. , 2 .
Poiché e — 1 + arctanx ~ = per x — 0, si ha

log(e” 4 arctan z) = log (1+ (e” — 1+ arctan z))
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Esercizio 2. [6 punti] Calcolare il seguente limite:

lim <2n\/1+7n2 —2n* — 1) <n log(e™ +n*) + v/nlog n)

n—-+o0o

Svolgimento: Utilizziamo gli sviluppi di Taylor per y — 0:

2
y oy
\/1+y:1+§—§+0(y2), log(1+y) =y + o(y).

Risulta:

zznz(i_iﬂ(i)) c1= o)
2n?2  8nt n4 4n? n2/)’
nlog(e” +n?) + v/nlogn = n? +log(1 + e "n®) + v/nlogn
=n®+e "n' +o(e”"n?) + V/nlogn = n® + o(n?).
Pertanto il limite vale
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Esercizio 3. [8 punti| Tracciare il grafico della funzione
2

Vier =1
specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo

relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.
Svolgimento: Dominio: R\ {0}.

fz) =logle” =1 +

lim f(z) = +o0.

x—0

|z = 0 asintoto verticale. |

. . . 2\
Jimf(a) = Tim(log(e” —1)+ ———) = +oc.
T 1 x 1 _ R
lim M = lim lmg(e—l) — lim =2 (=) = lim <1+ Logll — ¢ )) =1,
r—4o00 I T—400 €T r—~400 x T—>+00 T
x1—1>I—&I-loo (f(x) B .ZL’) - x1—1>1—&1-100 (log(e B 1) B LU) - :cll)I-iI-loo (lOg (6 <1 e )> B 37) - acl—1>I—|I—loo lOg(l - ) =0.

’y = x ¢ asintoto obliquo a +oc. ‘

lim f(z)= lim (10g(1 —e") + L) =2

T——00 T—r—00

’y = 2 ¢ asintoto orizzontale a —oo.‘

er—1

Per z > 0: f'(x) = L(l — \/e+7_1>, quindi f e decrescente per 0 < z < log2 e f & crescente per
x > log 2.
Per x < 0: f'(x) = _1521 (1 — \/11—ez>’ quindi f & crescente per x < 0.

x = log 2 punto di minimo assoluto. ‘




Esercizio 4. [7 punti] Determinare per quali valori del parametro o € R il seguente integrale improprio

esiste finito:
“+o0o 1

_—dx.
1 T yx? -1
Calcolarlo per oo = 1.
Svolgimento: Risulta

1
~————perx— 1.
d 2(x —1)
D’altra parte
f~ —ita per x — +00.

Pertanto f ¢ integrabile su (1,400) se e solo se o > 0.
Calcoliamo l'integrale per a = 1. Utilizziamo la sostituzione x = cosh t:

1 2¢t
d$:/ dt:/—edt:2arctanet—|—c:2arctan(x+\/x2—1)+c.
+0o0

cosht 1+ e2

1
/ zvz? —1
Pertanto

1 7r
= dr= T ViE—1) -2~
1 $mdx = bgir})o 2arctan(b + Vb* — 1) 5
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Esercizio 5. [5 punti] Risolvere la seguente equazione differenziale:
y//+y/_2y:62x_2-
Svolgimento: L’equazione differenziale e lineare del secondo ordine non omogenea. Dato che le soluzioni

dellequazione caratteristica A2+ X —2 = 0 sono A = —2, 1 la soluzione generica dell’equazione omogenea
associata sara
cre” % 4 cye”, c1,0 € R.
Dal momento che 2 non e soluzione dell’equazione caratteristica, cerchiamo una soluzione particolare
della forma
y(x) = ae* + b,
per cui, sostituendo nell’equazione,
4ae®® —2b = e** — 2,

da cul otteniamo )
a=-, b=1.
4

Si conclude che la soluzione dell’equazione differenziale sono

1
cre” % 4 o + 162“’ + 1, c1,c9 € R.



