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Esercizio 1. [6 punti] Calcolare il seguente limite:

y 22V/1 + 22 — log(1 + wsinx)
im .

=0 (arctan(z + 22) — x)?

Svolgimento: Usiamo i seguenti sviluppi di Taylor per y — 0:

- Y 1/2 2 . N y3 4 N 3/2 2 N y3 4
Vity=14+5-"0Fo(y), siny=y—7r+o(y’), log(l+y)=y-"r+oy”), arctany =y—"r+o(y’).
Poiché zsinz ~ x? per x — 0, si ha:

. _ 2% sin? x 4 , xt a2? 3 a2 4

log(1+ zsinx) = zsinx — T—i—o(x ) =" — o ?<:1:— E—l—o(x )) + o(x")

4 4
2
:x2—%—%+0(x4) :x2—§x4—|—0(a:4)
Pertanto si ricava
4 2 7
2*V1 4 22 — log(1 + xsinz) = 2° + % — 22+ §m4 + o(z*) = 6x4 + o(z*)

D’altra parte, poiché x + 2% ~ 2 per z — 0, si ha
1
arctan(z + 2?) = v + 2% — g(x + 22 4 o(z*) = x + 2% + o(2?),

da culi si ottiene
(arctan(x + 2?) — 2)? = (2% + o(2?))? = 2* + o(z?).
Si conclude che il limite vale
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Esercizio 2. [6 punti]| Risolvere la seguente equazione nel campo complesso:

|z| — 2> +1ZRe(z) = 0.

Svolgimento: Poniamo z = x + iy con z,y incognite reali, e riscriviamo ’equazione in questo modo:

Var+y? — (z° —y° + 2zy) +i(x — iy)x = 0.
Poiché un numero complesso € zero se e solo se la sua parte reale e parte immaginaria sono zero,
I’equazione si trasforma in un sistema di due equazioni nelle due incognite reali x,y

VER - () 4 ay =0
— 22y +2* = 0.

Risolviamo il sistema:

vVari+y?— (2 —y°) +ay Oﬁ{y o Voy? —y O(:}{ 5 \/5|y| y° =0

z(x —2y) = 0. r=0 T =2y y=20 T =2y

{x:() y:j:\/g
< 0 .
y=0 r=4+2V5

Pertanto le soluzioni dell’equazione sono:

0, V5(2+1), —VB(2+1).



Esercizio 3. [8 punti| Tracciare il grafico della funzione

f(@)=exp (Vi =1] - 2),

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.

Svolgimento: Dominio: R. f(z) > 0 per ogni z € R.

. . / 1

. . 1
lim f(z)= lim exp(—x(g/l——2+1>):+oo,

T——00 T——00 x

exp(—as( 1—%+1>>
lim M = lim i
r——00 I r——00 x

= +o00.

y = 1 asintoto a —l—oo.‘

La funzione e derivabile per x # +1.

Perz < —lex > 1siha f/(z) = eV* 172 (2\/% — 1) = 6“‘32*1*’3% ijl_l; pertanto f ¢ crescente

per x > 1 e decrescente per x < —1.
Per —1 <z < 1siha: f'(z) = emﬂ( —2r 1) — oVI—a?—z —20-2/1 a2,

AT sz bertanto f € crescente per

—“l<z< _\/Li e decrescente per —% <z<l.
T = _\/Li punto di massimo relativo.

lim f'(z) = —o0, lim f'(z) = 400,

T——1- z——171

lim f'(z) = —o0, lim f'(z) = +o0.

z—1— z—1t+
r=—1lex=1puntidi Cuspide.‘
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Esercizio 4. [7 punti] Determinare per quali valori del parametro o € R il seguente integrale improprio

esiste finito:
/+°° V14— \/Ed
———dx
0 (1 + x)~
Calcolarlo per a = %

Svolgimento: Poiché /141 =1+ == +o(L) per 2 — +o0, si ha

\/H-—x—\/_—\/_(\lle——l):\/5<%+0(%>>=F+0<%) per & — -+00.

Risulta

1
ffv22+ per  — 400, f~$—aperx—>0+,
T 2

quindi f & integrabile su (1, +00) se e solo se 7 < o < 1.
Calcoliamo 'integrale per a = %
o1+ — Vit - \/_
/0 (1 + ) b—>+o<> / 1 + x)
Calcoliamo il seguente integrale indefinito:

[ = [ e [ g =i -

da cul si deduce

/+oo,/1+:z: \/_ = lim (2\/_—2\/H——x>+2:

(1 + .17) b—)-‘roo



Esercizio 5. [5 punti| Risolvere la seguente equazione differenziale:
2%y + 3xy = 2log(1 +z), x> 0.
Svolgimento: Per x > 0 I’equazione diventa:
3 log(1 + z)

v+ oy =2——7—.
T i

Una primitiva della funzione a(z) = 2 & A(z) = 3log|z| = 3logz (per x > 0). Calcoliamo il seguente
integrale generale:

2 / vlog(1 + z)dz = / (42) Tog(1 + 2)dx = 2 log(1 + ) — /

1
— 2 _ _
=2 log(1 + z) /(x 1+ 1+x>d$

1
= 2?log(1 + ) — 5:6'2 +z —log(l+ ) + c.

1'2

1+z

dx

Pertanto una primitiva della funzione eA(”)w =2zxlog(l+z) ¢

1
B(z) = 2*log(1 + z) — 53:2 +x — log(1 + z).

Risulta

log(1 1 1 log(1
y(2) = ce—A®) 4 Blp)e-A@ = © loellHa) 11 og(l+a)  _p
3 x 2 a2 x3



