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Esercizio 1. [6 punti] Calcolare il seguente limite:

_log(1+ 22 4 2*) — 2¢” cosz + 2
lim

z—0 ztanzsin? z + 25 log ||

Svolgimento: Usiamo i seguenti sviluppi di Taylor per y — 0:

Y Y vy
log(l—i—y)zy—E—I—o(yQ), eyzl—i—y—I—?—I—o(yQ), cosyzl—;—i—ﬁ—i—o(y‘:’).
Poiché z2 + z* ~ 22 per z — 0, si ha:
2 o 4\2 4 4
Tt +x T x
Iog(1+$2+x4):x2+1‘4—(2)+0($4):x2+x4—2+0(:p4):x2++0(m4),
2 2 $4 4
e =14z +?+0(:1: ),
da cui
4 2 4 2 4 4 4
ewzcosa::<1+x2+x2+o(x4)> (1—332+Z!+o(ﬂz5)>:1—x2+Z!+x2—x2+2+0(x4)
2 4
1T 4
=1+ 5 +4!+0(:v ).

Pertanto si ricava
2 4 2 o ! x? 4 5 4 4
log(1+ 2+ 2%) — 2" cosx+2==x +?—2 1+?+E +2+4+o(x ):E:c + o(x®).
D’altra parte, essendo
ztanzsin® z = 2 + o(z?), 25 log|z| = o(z?),
si ha
rtanzsin’® z + 2° log |z| = 2t + o(a?).
Si conclude che il limite vale
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Esercizio 2. [5 punti] Risolvere la seguente equazione nel campo complesso:

2[Tm(z) + V/5(iz — 22) — 4v/5 = 0.

Svolgimento: Poniamo z = x + iy, con x,y incognite reali, e riscriviamo ’equazione in questo modo:

Va2 + 2y +V5(ix —y — 2z + 2iy) — 4V5 = 0.
Poiché un numero complesso ¢ zero se e solo se la sua parte reale e parte immaginaria sono zero, I’equazione si
trasforma in un sistema di due equazioni nelle due incognite reali =,y

yVa2+y? — Vo(y+2z) - 4V/5 =0
z+2y=0 '

Risolviamo il sistema:

V5y? +3V5y — 4v/5 [y[ +3y —4=0 e =
5 3Vhy —4v5 =0 +3y—4=
yvoy 4 = uw Y —= <P +3y—4=0o0 — 2 4+3y—4=0
1;:—2y $:—2y
r=—2y = -2y
y=>0
y=1
—=iy=-41 = .
r=—2
T =2y

Pertanto 'unica soluzione dell’equazione &
—2+1



Esercizio 3. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione
-1
o) =womn ().
x

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo relativo,
eventuali punti di non derivabilitd. Non & richiesto lo studio della derivata seconda.
Svolgimento: Dominio: R\ {0}.

lim f(z) =400, lim f(z)=0.

z—0t z—0~
’a: = 0 asintoto verticale per z — 0. ‘
T
lim f(z) =400, lim /@) =e, lim (f(z)—ex)= lim ex (e_i — 1) = —e.
r— 400 r—+oco I Tr—+00 Tr—+00

’y = ex — e asintoto obliquo per x — +oc. ‘

lim f(zx)=—o0, lim M:E, lim (f(x)——)z lim E<e%—1>:1.

T——00 r——00 I e T—>—00

y=71c+ % asintoto obliquo per x — —oo.

Per z > 1: f'(z) > 0 < ce”r + %e e s > 0, quindi f & crescente.

Perz < 1,2 #0: f'(z) >0+ ge% — ée% >0 <~ xT_l > 0, quindi f & crescente per & < 0 e decrescente
per 0 < x < 1.

Inoltre f' (1) =0, f,.(1) = 2.

’ar = 1 punto angoloso di minimo relativo.

Infine

lim f'(z) = 0.

z—0~

o oy
73




4

Esercizio 4. [8 punti] Determinare per quali valori del parametro « € R il seguente integrale improprio esiste
finito:

T — arctan x
- dx.
0

xa

Calcolarlo per a = 3.

1,1 per x — +o0 e quindi

CEC!

Svolgimento: [ ~ W%g per x — 07, e quindi f ¢ integrabile su (0,1) per a < 4. f ~
f & integrabile su (1,4o00) per a > 2. Pertanto f & integrabile su (0, +o0) per

2<a< 4
Calcoliamo l'integrale per o = 3:

xr — arctanzx 1 arctan x
—_——dr = —— — —dz.
3 x 3

Calcoliamo 'ultimo integrale per parti:

/arctanmd /( 1 )’ " d 1 . n 1/ 1 1 p
—_— = _—— T 1n = —— ar n —_ —_——_—
3 T 5,2 ) arctanzde 5,2 Arctanz + o $21+$2x

1 1 1 1
:*TﬂaTCtan$+§ ﬁ*m dl‘

1 1 arctanx
= ———5arctanr — — — —— +c.
222 2r 2
Pertanto
xr — arctanx 1 arctanx arctanx
—_———dx = —— 5 c
x3 2z 2x 2

da cui si deduce

/+°° xr — arctan:cd I 1 n arctanx n arctanx I 1 n arctanx n arctanx
—————axr = 11m _— — 1m -
0 x3 z—+00 2x 222 2 2x 22 2

™ . —z + arctan z + z2 arctan x s
4 zo0+ 212 4’




Esercizio 5. [5 punti] Risolvere il seguente problema di Cauchy:

cos &
"y = —sin?z =0
sin
T
) =1
y<2)
/ z> -0
Y (2
Suggerimento: E utile la sostituzione Yy =z
Svolgimento: z risolve il problema di Cauchy:
CoS T
2 — 2= —sinz =0
sin x
T
z{=) =0
(3)
L’equazione differenziale risolta da z ¢ lineare.
Una primitiva della funzione a(z) = —$52 ¢ A(z) = —log|sinz|; pero, dato che la funzione sinz ¢ positiva
nell’intervallo (0, ), in tale intervallo A(z) = —logsinx.
Una primitiva della funzione b(z) = ¢4 sin? z = sinz & B(z) = — cosz. Risulta:

2(2) = ce @ 4+ B(z)e @) = ¢sinz — sinz cos .
Imponendo la condizione iniziale z(5) = 0 si determina la costante c:
c=0.

Pertanto 9
sin“ x ,
+c,

i) = [ =te)te = [ —sinzconrie = -

da cui, imponendo la condizione iniziale y(5) = 1 si ottiene

Percio la soluzione é:




