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Cognome: Esercizio | Punteggio

(in STAMPATELLDO) 1

Nome: 2

(in STAMPATELLO) 3 la/b/c/d]
Matricola: 4

Titolare del corso: 5

Esame orale: Totale

Esercizio 1. [5 punti] Calcolare lo sviluppo di Taylor dell’ordine n = 5 nel punto zo = 0 per la

seguente funzione:
2

f(z) = log(Ax® + cosz) — %
[A=1,-1,2,-2]
Svolgimento: Utilizziamo gli sviluppi di Taylor per y — 0:
2 3 2 4
log(1+y) =y — %+%+0(y3), cosy =1-— %+%+0(y5)-
Pertanto
x? zt
Az® +cosx — 1= -5 + Az + 2 + o(x%),
da cui segue
log(Az® + cosz) = log (1 + (Az® + cosz — 1))
2 4 2 4 2 2 3
— —%+Am3+%—§(—%+A 3—;—4+0(x5)> + (=5 o) + o)
x? D e
_ T8 ———(——A5) 5
2—!— x—l—24 AW ) + o(z”)
2 !
=—3 + Az® — D + 59175 + o(z%)
Si deduce .
f(x) = —2® + Ad® — = + Z2° + o(a”)



Esercizio 2. [6 punti] Calcolare il seguente limite:

(1l +e ) —log(l + )
lim — - .
notee s (A2 + )
[A=1,2,34]

Svolgimento: Si ha:

e—2n 6—371

log(l+e™) =e"— 5 + 3 + 0(6_371)
da cui segue
et log(1+e™™) 1/ _, e ¢ _
L o)t = exp (S5 = (3 (e - "))
(1+e™)n =exp - exp (e 5+t 3 +o(e™")
_n e—2n e—3n _3n —n e—2n —2n —2n
—er ety 1e™— <2 4 2
_q1. ¢ 5 =— +o(e )+_<e — +o(e )) +0<e )
n 2 n n?
14 e 6—211 N 6—271, N (6—271)
= — = ) :
n 2n 2n? n?
Pertanto
—2n —2n
n-(1+e™)n—log(l+e")=n-VIte"—n—log(l+e™) = 62 —i—o(e )
n n
D’altra parte
-n 1 —-n 1\2 —2n n. 2 —2n
sin? <A6—+—> ~ (A€—+_> ¢ <A+ Vne ) ~A2e
N vn o nl n n! n

\/’716"’ e en—1 0

YR e s T R

dove, nell'ultimo passaggio, si € usato
Si conclude che il limite richiesto vale

2A%
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Esercizio 3. [8 punti| Tracciare il grafico della funzione
f(z) = arcsin(|z® — (24 + 1)z + A* + A| - 1)

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.

[A=-2-1,1,2]

Svolgimento: Dominio:

(reR| —1< |2 - QA+ D)o+ A2+ A -1<1}={A-1<z2<A+2}

PorA-l<z<AeA+l<z<A+2: fl(z)= V= (2,4.(‘,_2114+i342+A—1)2’ pertanto f e decrescente per

A—l<x<AefecrescenteperA+1<x<A+2

Per A<z < A+1: fl(x) = \/1_((2Aflf)‘:_1;22fA2_A_1)2, pertanto f e crescente per A < x < % e fe

decrescente per 24 <z < A+ 1.

’x = A, r = A+ 1 punti di minimo relativo. ‘

r = 2A+1 punto di massimo relativo.
Inoltre
s T
A-1) =3 I "(z) = — A+2) == I '(z) =
f( )=75 H(grgmf(w) 0,  flA+2) =7, H(ﬁlm-f(x) +00,

f(A) = f(A+1) = —g, lim f'(x) = —oc0, lim f'(z)= +oo, lim  f'(z) = —o0, lim  f'(z)+o0.

T— A~ z— AT z—(A+1)— z—(A+1)*

’x:A—l,x:A,x:A—I—l,x:A+2puntidicuspide.‘

FIGURA 1. Caso A = 2: grafico di f(z) = arcsin(|z® — 5z + 6| — 1).



Cognome (in STAMPATELLOD): ...oovuviiiiieniiieiieeeiee e, Nome (in STAMPATELLO):

Esercizio 4.
parametro o € R:

+o00 —ax
_ % ir
0 1—e 4z
Calcolarlo per o = 3A.
[A=2,3,4,5
Svolgimento: Risulta:
1

1
~ ~ — 0+.
IO~ =~y

Segue che f ¢ integrabile in (0,1) per ogni a € R. D’altra parte
flz) ~ e
Segue che f ¢ integrabile in (1, +00) se e solo se o > 0.

Pertanto f & integrabile in (0, +00) se e solo se a > 0.
Calcoliamo I'integrale per o = 2 A:

per x — +00.

3
€2A

V1-— e‘Am

—+00

0

[7 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del

Con la sostituzione e~4% =t e successivamente la sostituzione ﬁ =5
too -3 Aw +o0 52

y e / Vl— /o T+sp®

Poiché
52 1 1 ! s 1 1 S 1
/—(1—1—32)2 5 = _§/<1+32) sds:——2<1+52) +§/ 1+32d8:_—2(1+52) +§arctans+c
risulta )
+oo e%Aa: . s 1
i —— = SETOO ( — m + 1 arctan s)
. s 1
— slirél ( — m + 1 arctan s)
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Esercizio 5. [5 punti]| Risolvere il seguente problema di Cauchy:
, 1
TV e
y(0) =-A

[A =4,3,2,1]

Svolgimento: L’equazione differenziale € a variabili separabili:

1
/ydy:/A_$2dx

Risolviamo il primo integrale:

y?
/ ydy = 5 +c.
Risolviamo il secondo integrale:
/—1 da::i/< ! + ! )da: lg|A+x| LlogA—}_I.
A2 — 2 2A A—z A+cx 24 CJA—z] 24 CA—ux
Pertanto
y_2 ! log Ave + c.
2 24 CA-
Imponendo la condizione iniziale y(0) = —A si ottiene ¢ = %2. Pertanto la soluzione del problema di
Cauchy e

1 A4z )
y(x)——\/zlogA + A2



