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Esercizio 1. [4 punti] Calcolare lo sviluppo di Taylor dell’ordine n = 6 con centro zo = 0 per la
seguente funzione:

f(x) = sin (e‘m‘"2 — cos(ﬂx)), f(x) =sin (Cos(\/§x) — 6“172).

[a=1,-2]

Svolgimento: Utilizziamo gli sviluppi di Taylor per y — 0:

2 3 2 4 6 3
ey:1+y+%+%+0(y3), cosyzl—%—i-%—%o—l—o(y?), siny:y—%+0(y4).

Pertanto:

e —cos(V2z) =14 ar? + —a* + —af — 1+ 22 — Zat + —25 + o(z9)
2 6 6 90

3¢ -1 , 1+15a® |

T+ x

— 2 6
(14+a)z”+ 5 %0 + o(z®)

da cui segue

3a% — 1 1+15a% , 1 3 ,

- : zt + %x(’ - 6((1 +a)x® + 0(3:3)> + o(z°)
36> -1 , —14—4ba(a+1) 4 6
e + %0 x° + o(x”)

sin(e?™ — cos(V2z)) = (1 + a)a® +

= (14 a)2” +



Esercizio 2. [7 punti] Data la funzione

(x+cos\/2x>m —1

x) = ar + b
F@) = (e b,
calcolare lim, ,o+ f(x) e lim, o0 f(2).
[(a7 b) = (2a 5), (3, 4)7 (47 3)a (57 1)]
Svolgimento: Utilizziamo gli sviluppi di Taylor per y — 0:
2 2 4
log(1+y)=y— ‘% +o(y*), cosy=1-— % + 3—4 + o(y).
Per x — 07 si ha:
x? 5 x? 9
x+cosx/2x:x—|—1—x+€+o(x ):1+E+o(x )

da cui segue

a

a 2
(v cosv2r) " = (145 4+ o(a?) 7 = S s ol — (251000

Pertanto

D’altra parte, per x — +o0,

& a cosvV2x\ = logz a cos V3T
(:E—I—COS\/Qx) :xw(1+ ) — % 5 g los(1+557E)

:@+J§%ﬂ¢fﬂ)g+43)

1 1
0og x +0< ogx)’

T T

=1+4+a

1
log(1 + x) = logx + log (1 + ;) =logz + o(logx), ax+b=ax+ o(z).

Pertanto

log x log x

+o0
lim f(z)= lim i )
z=+00 z—+oo log x + o(log )

(az + o()) = a’.




Esercizio 3. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione

f(z) =log|(a+ 1)e* — ae*®|

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.

[a=2,3,4,5]

Svolgimento: Dominio: {2z € R|(a+ 1)e” — ae* # 0} =R\ {log “}.

lim r) = —00, lim r) = —00, lim f(z) = —o0, lim f(z) = +o0.
x%(log“TH)* f( ) wﬁ(log“TH)+ f< ) x—)—oof( ) :c—>+oof( )

f(z) =log((a+ 1)e* — ae*) =z +log((a+ 1) — ae”) = x + log(a + 1) per x — —o0.
f(z) =log(ae* — (a+1)e®) = 2z +log(a — (a + 1)e™™) = 22 + log a per x — +oo.

r = log %1 asintoto verticale.

y = x + log(a + 1) asintoto obliquo a —oo, y = 2x + log a asintoto obliquo +oc.

Per = # log ‘ITH: fl(z) = %, pertanto f e crescente per x < log%l1 e per r > log%1 efe

decrescente per log “Q—J;l <z <log “T“

a+1 (a+1)2

atl hunto di massimo relativo, f(log %) = log .

2a

x = log

-3 4

FIGURA 1. Caso a = 2: grafico di f(z) = log|3e” — 2¢**|.



Esercizio 4. [6 punti] Calcolare il seguente integrale:
1/a

1/a
vz arcsin(1 — ax)dx, [ vz arcsin(ax — 1)dx|.
0 0

[a =4,2]

Svolgimento: Integrando per parti si ha:

2 /
/\/Earcsin(l —ax)dr = / (§x3/2> arcsin(1 — ax)dx

2 2 —

= 223 arcsin(1 — ax) — = [ /2 ¢ dx =

V1—(1—-ax)?

2 p -

= §x3/2 arcsin(1 — az) — 3\/5/ \/%dx
2 2 2

= §$3/2 arcsin(l — aa:) — m/ (\/ 2—axr — ﬁ)dl‘
2 4y 4 ; 8

== 1— 2 — ax)*? V2 —
5% arcsin(1 — az) + 9a\/5( ax) 3ava ar +c

Pertanto
He 4 8  8&/2 &2 20  16V2

in(1 — az)de = - - = .
| Vrarsin(l—an)de =g s - o et e~ 9ava T Sava




Esercizio 5. [5 punti]| Risolvere il seguente problema di Cauchy:

, oy

v = \/a—l—e—x_
0)=

v(0) =175

[(a,b) = (3,2),(8,3), (1,v2), (2,V3)]

Svolgimento: L’equazione differenziale ¢ a variabili separabili:
1 e~ ”
—dy = / —dx.
/ y? Y va-+e™

1 1
/—2dy:———|—c
Y Yy

Risolviamo il secondo integrale: con la sostituzione e = ¢ si ha

=-2Va+t+c=-2Va+e%T+ec.

Risolviamo il primo integrale:

et 1
—dr = — | ——dt
/\/aJre—fC v /\/a+t

Pertanto 1
—— =-2Va+e T +c
Y
Imponendo la condizione iniziale y(0) = ﬁ si ottiene ¢ = —1 — 2b + 2y/a + 1. Pertanto la soluzione

del problema di Cauchy e
1

) = )
y() 2va+e 4+ 142b—2v/a+1




