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Esercizio 1. [5 punti] Calcolare lo sviluppo di Taylor dell’ordine n = 5 nel punto zp = 7 per la
seguente funzione:

f(z) = (Asinx — Bceosz)(2x — ).
[(A,B) =(1,3),(3,1),(1,6),(6,1)]

Svolgimento: Utilizziamo gli sviluppi di Taylor per y — 0:
3 2 4
. Yy 4 Yy Y 5
siny =y — +o(y"), cos y 5 +24—|—0(y)

Posto y = o — 3:
f(x) = (Asinz — Beosz)(2z — ) = 2y<Asin <y+ g) — Bcos <y+ g)) = 2y(Acosy + Bsiny).

Per y — 0 risulta:

A, A B B, A
2y(Acosy+Bsiny) = 2y (A—5y2+ﬁy4+3y—gy3+0(y4)) = 24y+2By" — Ay’ — =y + Sy +o(y”).

Pertanto, per x — 7 si ha

= 2a(e-3) r2n(e =5 - a(e-3)' 5= '+ -9 0ol 3))



Esercizio 2. [6 punti] Calcolare il seguente limite:

fim_(n?cos” (£ 4+ A) = 22,

n——+o00 n ﬁ B 2n + 1

[A=1,2,3,4]

Svolgimento: Si ha:
o (4 ) = (=5 +2) ()
(1 gt o)) e s (- - A o()
= (1= 5z~ o) =eo (- 5, (i)
I R

_1 1+1_8A+ <1>
a 2n 8n? 0

D’altra parte

2n3 5 1 9 1 1 1 y M
(i) <o

Pertanto

1 A 2n3 1 1—-8A 1 1
nzcos”(——l——)—L:nZ(l———l— n8 +0<n—>)—n2~|—2———|—0(1)

n  n?

Il limite richiesto vale —% — A.



Esercizio 3. [8 punti| Tracciare il grafico della funzione
f(z) = arctan(A —x — 2 —log |A — z|)

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.

[A=5,6,3,4]
Svolgimento: Dominio: R\ {A}.
S =g Jmi@=g mi@=-g lm @) =5
y = 5 asintoto orizzontale a —oo, y = —7 asintoto orizzontale a +o0.
Per z # A: f'(z) = 1+(A7:1:72£10g\Afm|)2( -1+ ﬁ), pertanto f e crescente per A —1 <z < Ae fe
decrescente per t < A — 1 e per x > A.
Inoltre
li "(z) = li () = —o0.
dim f'(w) =+o0,  lim fi(z) = —c0
r = A — 1 punto di minimo relativo, f(A — 1) = arctan(—1) = —7.
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Ficura 1. Caso A = 3: grafico di f(z) = arctan(1 — z — log(|3 — z|)).



Cognome (in STAMPATELLOD): ...oovuviiiiieniiieiieeeiee e, Nome (in STAMPATELLO):

Esercizio 4. [7 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del

parametro o € R:
2a—1

/+°° log(z — A+ 1) (arctan(z — A))
A (.ﬁE _ A)5oz71
Calcolarlo per o = %
[A=4,3,21].
Svolgimento: Risulta:

f~(z— A3 per v — AT,
Segue che f ¢ integrabile in (A, A+ 1) se e solo se a < % D’altra parte

sy~ (5" e

poo—1 '

dzx.

Segue che f ¢ integrabile in (A + 1,400) se e solo se a > % Pertanto f ¢ integrabile in (A, +00) se e

2 2 : 5 _ 1.
solo se £ < a < 3. Calcoliamo I'integrale per a = 3:

T Jog(x + 1) Iy — T log(z + Ddx
1l A

Integrando per parti, e usando poi la sostituzione /z = t,

= log(x + 1)

\/' /I:H

2 1
-2 1)+ 4 dt
7 los(@+ 1)+ /t2+1

2
= ———log(z + 1)+ 4arctant + ¢

NG

2
= ———1log(z + 1) + 4arctan vz + c.

NG

Pertanto

+oo ] —A+1 2
/ og(x + )daz — = lim <_ —log(z + 1) + 4 arctan \/5>

A (;p — A)3/2 T—>+00

VT

2
— lim < ~ log(x + 1) + 4 arctan \/E)

rz—0~

= 2.



Esercizio 5. [5 punti]| Risolvere il seguente problema di Cauchy:

1 (A+ Vo)™

/
y(1) =0
[A=4,321]

Svolgimento: Lequazione differenziale ¢ lineare del I ordine. Cerchiamo una primitiva della funzione

. T _
177 con la sostituzione V=t

1 2t 1
do= [ — 2 gt =2t — 924 [ ——dt =2t — 2410 |A + t| = 2/7 — 2Alog(A .
/A+\/E . /A+t /A+t oA+t =2Va og(A+va)

Cerchiamo una primitiva della funzione %&ﬁﬂm%(ﬁrﬁ) = %62‘/5

1
/ﬁe%ﬁd@" = V7,

(o) = e VIR (o 4 AVT) — (A4 ) (e 4 1),

da cui, imponendo la condizione iniziale y(1) = 0 si determina la costante c:

Si deduce:

c=—e".
Pertanto la soluzione del problema di Cauchy ¢

y(@) = (A+ Vo) (1= 20v9),



