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Esercizio 1. [5 punti] Calcolare lo sviluppo di Taylor dell’ordine n = 5 con centro zo = 1 per la
seguente funzione:

f(x) = Acos (7(1 4 2%)) + Buz.
[(A7 B) = (17 1)? (1’ 2)7 (27 1)7 (27 2)]

Svolgimento: Utilizziamo lo sviluppo di Taylor per y — 0:

2 4
cosy =1— %—i—%—l—o(y‘:’).
Posto y = x — 1:
f(x)=Acos (7(2+ 2y +y*)) + By + B = Acos (7(2y + y°)) + By + B.
Per y — 0 risulta:
T2y + ')t w2y )
2 24

cos (m(2y + %)) =1 —
2 2
= 1= (4 +4y° +y") + o7
. 2 2 4
=1- 27r2y2 — 27r2y‘3 + <§7r4 — %)gﬁ + §7r4y5 + 0(y5).

Pertanto, per x — 1 si ha:

2

fz) = A—I—B+B(m—1)—2A7r2(x—1)2—2A7r2(x—1)3—|—A<§7r4—%) (x—1)4—|—§W4A(x—1)5+0((x—1)5).



Esercizio 2. [6 punti] Data la funzione

flz) = <26A” — log(1 + 2Az) — 1) 4
calcolare lim, .o+ f(x) e lim, 1o f(2).
[(A7 B) = (27 1>7 (17 2)7 (27 2)7 (27 3)]

Svolgimento: Per x — 0 si ha:

B
2

(2&9” “log(1 + 2Ax) — 1) :

(2 (1 + Ax + A?zzf + 0(1‘2)) — <2Ax —2A%% + 0(962)) — 1) -
= (1 + 3A%2? + 0(:(:2)) “:% = exp <§ log (1 + 3A%2? + 0(1’2)))

= exp (g <3A2:r2 + 0($2)>> = exp <3AQB + 0(1)).
Pertanto lim, .o f(x) = exp (3A2B). D’altra parte

lim f(x)

T—-+00

lim e (24 0(1))z

1.
r—-+00



Esercizio 3. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione

e - Va2 —2Ax

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.

[A=-1,1,%,—3]

) Ly 9

Svolgimento: | CASO: A > 0] Dominio: {22 — 24z > 0} \ {0} = {z < 0} U {z > 24}.

f@) >0 veeD(f),  f(24) =0,
lim f(z) = 400, lim f(x) = +o0, xli)l}loof(a:) = +00.

z—0~ T—4-00

|z = 0 asintoto verticale. |

Inoltre
2A A 1 A 1
f(z) —e iz 1—? :x(l—;—Fo(E))(l—;—l—o(;)) =x —2A+ o(1) per x — +o0.
Analogamente
2A A 1 A 1
f(z) = e a1 — = —:c<1 - + 0(;)) <1 - + 0(;)) = —x+2A+ o(1) per x — —o0.
’y = x — 2A asintoto a +00, y = —x + 2A asintoto a —oo.‘
Per z < 0ex > 24: f'(z) = e*?"‘(zz;f\;‘;)j;:g_"‘) —e % %, pertanto f & crescente per —yv/2A4 <
r<0ex>2Ace f e decrescente per r < —V2A.
Inoltre

li (z) = .
iy ) = e

r = —+/2A, r = 2A punti di minimo relativo.

’a: = 2A punto di cuspide.

FIGURA 1. Caso A = 1: grafico di f(z) = e /"2 — 2.



Esercizio 4. [7 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del

parametro a € R:
+o00 €2Az -1
Ew) dx.
0 ez I(eAx _ e—Az)a

Calcolarlo per v = 2.
[A=2,3,4,5]

Svolgimento: Risulta:
f(x) ~ (2Az)' " per x — 0%,
Segue che f & integrabile in (0,1) se e solo se o < 2. D’altra parte

fz) ~ —

a—%)Ax
Segue che f ¢ integrabile in (1, +00) se e solo se a > 3.

per r — +00.
el
Pertanto f ¢ integrabile in (0, +00) se e solo se 3 < o < 2.
3.
S

Calcoliamo l'integrale per a =

+o00 eQAoc -1 400 1
5 sdr = ——dx.
0 e x(eAx _ e—A:c)g 0 v e2Ar _ 1
Con la sostituzione e*4% =t e, successivamente, v/t — 1 = s,

1 1 1

1 1 —+o0 —+o00
[N R R
Nz Afy ai—1  AJy 1+s
Poiché 1
/ ds = arctan s + ¢
1+ s2
risulta

+o0 €2A3: -1 ) 1 ) T
= +dr = — lim arctans — — lim arctans = —.
0 651493(6%193 — e—Ax)§ A s—+o0 A s—ot 2A



Esercizio 5. [5 punti]| Risolvere il seguente problema di Cauchy:
Y = e arctan vz + 1
y(-1) =B '
[<A7 B) = (27 1)7 (17 2)7 (27 _1)7 (17 _2)]

Svolgimento: L’equazione differenziale ¢ a variabili separabili:

/eAydy = /arctan v+ ldx.

dy = — )
/e Y +c

Risolviamo il secondo integrale: con la sostituzione v/z + 1 = ¢ si ha:

t2
/arctan vVir+1ldr =2 / tarctan tdt = t* arctant — /

Risolviamo il primo integrale:

] +t2dt = t?arctant — t + arctant + ¢

= (z+2)arctanvr +1— Vo +1+c

Pertanto

ety

— = (r+2)arctanver+1—-+vVr+1+c

T 2 tanva +1—+/ 1
Imponendo la condizione iniziale y(—1) = B si ottiene ¢ = EZB. Pertanto la soluzione del problema di
Cauchy e

y(z) = %log (A(JJ +2)arctan Vo +1— AvVz + 1+ eAB)_



