Universita di Roma “Tor Vergata” — Corso di Laurea in Ingegneria

Analisi Matematica I — Prova scritta del 18/09/2019
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Esercizio
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(in STAMPATELLO)

: 4
Matricola: 5
Titol del :

itolare del corso Totale

Esercizio 1. [5 punti] Calcolare lo sviluppo di Taylor dell’ordine n = 5 nel punto zo = 0 per la

seguente funzione:
f(z) = arctan(z + Ax®).

[A=1,23,4]

Svolgimento: Utilizziamo lo sviluppi di Taylor per y — 0:

3 5

arctany =y — % - yg + o(y®).

Pertanto
arctan(z + Az

1
= A3 — =
r+ Ax 3
=1+ Az® - 2

5
=1+ Ax® —

T
20

3
:x+(A—%> (--Ay:+d 5.

)
(:B—I—Ax )3+% 93+A1:3>5—|—0(x6)
: —i—Ax) +%<1—|—Ax> + o(z°)

+3A2% + o(x )) + %(1 + 0(3:)) + o(z°)



Esercizio 2. [6 punti] Data la funzione
f@) = ((1+ V)" =1+ AVz)log (1 - e,
calcolare lim, .o+ f(z) e lim, .o f(2).
[A=5,4,3,2]
Svolgimento: Per x — +o00 si ha:

(1++vz)* —1=exp (élog(l + ﬁ)) —1l=exp (logx +0<1>> o loer +0(1>’

2z
da cui segue

8=

(1+\/E)$—1+A\/E~A\/E.

log <1 — e_ﬁ> ~ log (%)

Inoltre

Pertanto lim, ., f(z) = —c0.
D’altra parte, per  — 07 si ha

(1—|—\/§)% —1l=-exp (i(log (1+\/5))> = exp (i(ﬁ—%%—o(az))) — eV

da cui segue
1 1 2
(1++v2)* =1+ AV ~ —eve(1+0(1)).

e
Inoltre

s

log (1 — 67%> ~—e

_ 1



Cognome (in STAMPATELLOD): ...oovuviiiiieniiieiieeeiee e, Nome (in STAMPATELLO):

Esercizio 3. [8 punti| Tracciare il grafico della funzione
202 — Az + A?
x)=1lo ( >
f(z) =log A
specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non ¢ richiesto lo studio della derivata seconda.

[A=1,2,3,4]
Svolgimento: Dominio:
212 — Az + A? 212 — Az + A?
> = A —A}.
{x_O‘ p—] >O}U{x<0‘ Ep— >0} {r>AtUu{r < —-A}
Si ha: ) At A2
< - A + > sex > A
fe) = 20t Aa: + A2
< ) sexr < —A
r+ A
. B fl@) 1 (2x2—A:U—|—A2> B
Jim @) =doo, - lm f(z) =+oo, - lim === T Slog (———7—) =0
1 202 — A A?
L T I O R
r = —A, r = A asintoti verticali. ‘

Per x > A: f'(x) = (2x272Af’”;;i§‘)x(%A), pertanto f & decrescente per A < x < 2A e f & crescente per
x> 2A.

2 2
Per x < —A: f'(z) = (ZI%fX;ff‘;ierA), pertanto f & decrescente per x < —A(1 ++/2) e f & crescente
per —A(1 + \/5) <z<-—A.

r=—A(1++/?2), 2 = 2A punti di minimo relativo.

F(=A(L+V2)) =log((4V2+5)A),  f(24) =log(TA).
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d o

22 — 1
Ficura 1. Caso A = 1: grafico di f(x) = log <i)

2] =1



Esercizio 4. [7 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del

parametro a € R:
A
1 T
—1 ( )d .
/0 v 8\ )™

Calcolarlo per o = —1.
[A=5,4,3 2]
Svolgimento: Risulta:
[~ long per x — 07, fN_log(jll—a—x) per x — AT,

Pertanto f ¢ integrabile in (0, A) se e solo se a < 1.

Calcoliamo l'integrale per o = —1:
A
x
log (- )dz.
/0 zlog { —)dx

Integrando per parti:

:%QIOg(Aix) _é/AQ—;xdx

2 A AZ

= %log (ﬁ) +§x+7log(A—x)+c
= glogx+§m+A2;x2 log(A —x) +c
Pertanto 4 N .2 p Jrae
/0 xlog <A—_1_>d:ﬂ = xligxl— (? log x + 3% + 5 log(A — a:))
— IE%I+ (%2 log z + gx + A ; i log(A — x))

AQ



Esercizio 5. [5 punti] Risolvere il seguente problema di Cauchy:

;o r+ B
SV TS
y(=B)=A

[(A7B) = (1’2)a (27 1)? (_172)7 (17 _2)]

Svolgimento: Lequazione differenziale e lineare omogenea del I ordine. Cerchiamo una primitiva della
z+B

funzione ——£=_—.
v/ (z4+B)2+1

\/%dx — @+ BE L

Si deduce
() = ceV/ TP
da cui, imponendo la condizione iniziale y(—B) = A si determina la costante c:
c=Aet.

Pertanto la soluzione del problema di Cauchy e

y(x) _ éey/(:c—i-B)?-i—l.

e



