Universita di Roma “Tor Vergata” — Corso di Laurea in Ingegneria
Analisi Matematica I — Prova scritta del 16/02/2021 — II turno

Cognome: Esercizio | Punteggio

(in STAMPATELLO) 1

Nome: 2

(in STAMPATELLO) 3 |A/B/C/D]
Matricola: 4

Titolare del corso: Totale

Esercizio 1. [8 punti] Calcolare il seguente limite:
_ ((n+a)" = Anl)(e"" + Bn" + O)
lim
n—+00 (n+by/n+c)”
[(a,b,¢) =(2,3,2),(3,2,2),(3,3,3),(2,2,3), (A,B,C)=(57,4),(2,8,9),(4,4,6),(3,8,3)]

Svolgimento: Utilizziamo gli sviluppi di Taylor per y — 0*:

2 2 2
log(1 +y) :y—%+o(y2), eyzl—i-y—l—%—l—o(gf), \/1—1—3/:1—1—%—%—1—0(3/2).
Pertanto
(n+a)" = n”(l + 3) = nle" B+ = pren(ite(i)) = preotod) — preo(1 4 (1))
n

da cui segue
(n+a)" — Anl = n”((l + E) + 0(1)) =n"e"(1+o(1)).
n
Inoltre
eV 4 Bn® 4+ C = V(1 + o(1)).
D’altra parte

b C\"™ nlo (1+L+£)
(n+b\/ﬁ+c)”:n”(1+—+—> =nle" BT Va T
N
_ (e (22 o(R) | (et = b to(2)

_ prehies () _ n”eb\/ﬁec_%(l + o(1)).

b2
ea—c+—2



Esercizio 2. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione
_ |logz £ q

/@) 1+ log?z

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.

[a=1,2]

Svolgimento: Consideriamo la funzione

|log z + al
fl@) = ————
1+ log”z
Dominio: {z > 0}. Inoltre
1
f(z) >0 Vz >0, fla)=0e1=—.
e
Risulta:
li =0 li =0.
S S =0 I 7@
y = 0 asintoto orizzontale a +o00. ‘
Per 0 <z < &: f'(z) = %7 pertanto f e crescente per 0 < z < ﬁ e f e decrescente
1 1
per o VEn ST S
2
Per x > eia: fl(x) = *lof(lflfggkﬁfﬂ, pertanto f e crescente per eia <z < ﬁ e [ e decrescente per
S S
T > v

. 1 o 1 . . . . _ i . . . .
T= T = e punti di massimo relativo, x = = punto di minimo relativo.

Inoltre a a

1 e 1 e
/ _ N
f_(e“> 1 4a? f_(e“> 14+ a2’

xr = e% punto angoloso.

Infine
lim f'(x) = +o0.

z—0t

x = 0 punto di cuspide.

_ |logx 41

FI1GURA 1. Grafico di —_—.
rafico di f(x) T+ log’s



Cognome (in STAMPATELLOD): ...ccoooiiiiiiiiiiiiciiciic e, Nome (in STAMPATELLOD):....oouieiieiiiiiiieiiceiic e

Esercizio 3. [8 punti| Calcolare il seguente integrale improprio:

a T
/ arctan ( )daz.
0 a—x

[a=2,3,4,5]

Svolgimento: Integrando per parti si ha:

x “ x
/arctan( )dx—/ (:U)’arctan( )dx ::carctan a/ — s dx.
a—x 0 a—x a—x (a—z)*+=x

Calcoliamo I'ultimo integrale

/ x J / x d 1 / 4o — 2a a / d
(a —x)? + a2 222 — 2ax + a? 4 | 222 —2ax + a2 2 222 — 2ax + a?

1 a 1
= —log(22* — 2ar + a* —l——/—d:v
1 1 2
=1 log(22* — 2ax + a®) + 5 arctan (f - 1) +c.
Pertanto
2
/arctan ( ° )daz’ = xarctan < : ) . log(22” — 2az + a®) — 2 arctan <_x — 1) +c.
a— a—z 4 2 a

Si conclude:

/a ¢ ( i )d ¢ @ arctan 1+ Lloga+ L arctan(—1) — »
arctan r = —T — — 10ga — — arctan — 102 a — arctan(— = —Qarm.
; i—z o T BTG p BeTY 4



Cognome (in STAMPATELLOD): ...ccoooiiiiiiiiiiiiciiciic e, Nome (in STAMPATELLOD):....oouieiieiiiiiiieiiceiic e

Esercizio 4. [6 punti]| Risolvere il seguente problema di Cauchy:

1
"— —y = barcsin(1 —
V-5 arcsin(1 — x) |

y(1) =a

[(a,0) = (1,2),(2,2),(3,3), (4, 4)]

Svolgimento: L’equazione differenziale e lineare del primo ordine.

Cerchiamo una primitiva della funzione —%:

1 1
——dr = —=1
/ Zxdx 5 og .
b

Cerchiamo ora una primitiva della funzione e~2°8%harcsin(1 — x) = s arcsin(l — x): integrando per
parti

— arcsm (1 —z)dr = 2b/ <\/§> arcsin(1 — x)dxr = 2by/z arcsin(1 — ) + 2b/
m

dx = 2b\/z arcsin(l — z) — 4bv/2 — x + c.

= 2by/rarcsin(l — x) + 2b

\/_
Si deduce

y(z) = e2'o8” (c + 2by/z arcsin(1 — x) — 4bv/2 — x) = \/E(c + 2by/w arcsin(1 — x) — 4bv/2 — x) :

da cui, imponendo la condizione iniziale y(1) = a, si determina la costante c:
c=a+4b.

Pertanto la soluzione del problema di Cauchy e

y(xr) = ﬁ(a +4b + 2by/x arcsin(1 — x) — 4bv/2 — :v)



