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Cognome: Esercizio | Punteggio

(in STAMPATELLDO) 1

Nome: 2

(in STAMPATELLO) 3 la/b/c/d]
Matricola: 4

Titolare del corso: 5

Esame orale: Totale

Esercizio 1. [5 punti] Calcolare lo sviluppo di Taylor dell’ordine n = 6 con centro zo = 0 per la

seguente funzione:
f(z) = xlog(1 + sin®*z) + Az®.

A=2,34,5

Svolgimento: Utilizziamo gli sviluppi di Taylor per y — 0:

vy vy
Sinyzy—g+1—20+0(yﬁ), log(1+y):y—3+§+0(yg)~
Risulta
23 2 xt
sin®z = (:U % + 0(1:4)> =2 — ) + o(z?).

Pertanto

4 1 4 2 1 4 3

log(1 +sin?z) = 2% — % - §(x2 - % + 0(m5)> + §(x2 — % + 0(1:5)) + o(2°)
4 4
=% - %—%—ko(ﬁ).

da cui segue
5
zlog(1l +sin*z) + Az® = (1 + A)a® — 6x5 + o(z%).



Cognome (in STAMPATELLOD): ...oovuviiiiieniiieiieeeiee e, Nome (in STAMPATELLO):

Esercizio 2. [6 punti] Calcolare il seguente limite:

lim (n+nsin %)n —en”

2
i L) st )

[<A7 B) = (17 2)7 (2’ 1)7 (37 2)7 (27 3)]

Svolgimento: Si ha:
(1+sin%)n <1+ ! +o0 (7112))71 = exp (nlog <1+%+0<%>>>
1 1 1 1 1
=exp (05— g +o(5)) mew (1= 5, + ()
1 1

Pertanto 1 1
—) —en” =n" <1 4+ sin —) —en” = —n"""—.
n n

1 n 1
<1+ ogn) = exp (nlog <1+ ogn))
n n
( (logn log2n+ <log2n>>>
= eX n — 0
P n 2n2 n2

1 2 1 2 0g?n o2 n

:exp<10gn— 02g n—i—o( o8 n>) :ne—lzn +o(loa=m)y

n

1 log?
:n< og n ( >) Og2n+0(log2n).

1 o log?
(n +logn)™ —n"t = ( ogn) —n" ng © o(n"™log® n)

(n + nsin
D’altra parte

Pertanto

Infine ,
(log(An + B))” = log”n + o(log® n)
Si deduce che il limite richiesto vale e.



Esercizio 3. [8 punti| Tracciare il grafico della funzione

@)= (=13 (A+ (@ - 1))

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo re-
lativo, intervalli di concavita/convessita, eventuali punti di non derivabilita, eventuali flessi. (E richiesto
lo studio della derivata secondal)

[A=-3-2,3,2]

Svolgimento: | CASO A > 0|

Dominio: R.

f(1)=f(1 - A% =0, fx)>0=az>1- A%

lim f(z)= +o0, lim f(z)= —o0.
T—r—+00 T—r—00
Inoltre
_ fla) Az —1)5 +o—1 . L 2 B
i =t S st i () -0 = i (A - 1F - 1) = o

Per z # 1: f'(z) = 3A(x — 1)=5 + 1, pertanto f & crescente per z < 1 — (24)* ez > 1 e f & decrescente

per 1 — (34 <z <1.
x=1—(2A)% punti di massimo relativo.
Inoltre
lim f'(z) = —o0, lim f'(z) = +o0.
x—1— z—1t
’a: = 1 punto di cuspide. ‘
Per x # 1: f"(x) = —2A(z — 1)~3, pertanto f & concava per © < 1 e per z > 1.

FIGURA 1. Caso A = 2: grafico di f(z) = (x — 1) (2+ (2 — 1)1/3).



Esercizio 4. [7 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del
parametro a € R:

/B vr+ A-log(x + A) e
AABT(B-Ag -
Calcolarlo per oo = %

[(A7 B) = (2? 1)? (17 2)? (37 1)7 (L 3)]

Svolgimento: Risulta:

_ Va+ A-log(z + A) (z + A)2log(z + A)

per z — (—A)*.

()

(B—x)*(xz+ A)* (B+ A)e
Segue che f ¢ integrabile in (—A,0) se e solo se a < % D’altra parte:
VB + Alog(B+ A)

T) ~ err — B~
J@)~ B A B=ap P
Segue che f ¢ integrabile in (0, B) se e solo se o < 1.
Pertanto f & integrabile in (—A, B) se e solo se o < 1.
Calcoliamo 'integrale per a = %:

B o+ A log(x + A) [P log(z+ A)
dr = ——"dx.
A \/AB+ (B — A)z — a2 a4 VB—=x
Con la sostituzione v B — xz =t e, successivamente, integrando per parti
Bl A vVB+A
Mdsz/ log(B + A — t*)dt.
—_A \/B—ZE 0
Integrando per parti si ha:
/log(B+A—t2)dt :/(t)’log(B+A—t2)dt
2 t?
=tlog(B+ A — 2 [ ———
tlog(B + t°) + /B+A—t2dt
1 1
=tlog(B+ A—t* —2t+\/B+A/( + >dt
el ) VBt A—t VBiAtt
vVB+A—t
=tlog(B+ A—1*) — 2t — VB + Alog ~———— +
“ ) SVBT AT
Pertanto
BoVa+ Al A VB +A—
/ vt A @A) o him (tlog(B+A— ) — 2 — VBT Alog Y2 LAY
~A/AB+ (B — A)z — 22 t—+V/BFA~ VB+ A+t
vVB+A—t
— 2 1i —tlog(B+ A —1t*) —2t — /B + Alog ~——r—
ti%i< o8 ) VBT A+t
=2 lim (t—vVB+A)log(VB+A-1t)
t—+/B+A~

+4vVB + Alog(2VB+ A) —4VB + A
=4vVB + A(log(2VB + A) — 1).



Esercizio 5. [5 punti] Risolvere il seguente problema di Cauchy:

y — Y = logx
T+ x2 .
y(l) =A

[A=1,2,3,4].

Svolgimento: L’equazione differenziale e lineare del I ordine. Cerchiamo una primitiva della funzione
.
T+z?”

1 11 v
dr — (-——)d ~ 1 1 =1 .
/x+x2 v / r 1+2/" og |z| —loglw +1 1

Cerchiamo una primitiva della funzione exp(— log logx = xTH logx :

1)
2

1 1 |
/x+ 10g96d96:/<1—|——) logxdx = xlogx — x + Ong.
xr xr

Si deduce

(z) = x log2x>
y - fl?-|— 2 9

1
da cui, imponendo la condizione iniziale y(1) = A si determina la costante c:
c=1+2A.

Pertanto la soluzione del problema di Cauchy e

<c+a:10g:v—3:+

y(x) = il(l—i-QA—l—xlogx—x—i-

log? x)
5 )



