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Capitolo

Rappresentazioni

In questo capitolo vengono date le definizioni di base della teoria delle rap-
presentazioni dei gruppi finiti, mostrando che ogni rappresentazione é som-
ma diretta di rappresentazioni irriducibili. Viene sviluppata la teoria delle
rappresentazioni dei gruppi abeliani e si trovano tutte le rappresentazioni
irriducibili del gruppo simmetrico S3.

1.1 Definizioni

Definizione 1.1. Sia G un gruppo finito. Una G-rappresentazione € un
omomorfismo p: G — GL(V) dove V & uno spazio vettoriale di dimensione
finita su C.

Equivalentemente, diremo che V' & un G-modulo. Quando non ¢’é ambiguita
sulla mappa p, chiamiamo V stesso una rappresentazione di G e scrivere-
mo gv al posto di p(g)(v). La dimensione di V' ¢é chiamata grado della
rappresentazione.

Supponaimo di avere due G-rappresentazioni V e W; un omomorfismo di
G-rappresentazioni (una mappa di G-moduli) ¢ ¢ un’applicazione lineare
¢ : V. — W che soddisfa ¢(gv) = g(¢(v)) per ogni g € G e v € V, ovvero
una applicazione lineare ¢ per cui commuta il seguente diagramma

V—=w
oo
V—s=W

Osserviamo che se ¢ é una mappa di G-rappresentazioni, allora ker ¢, Im ¢
e coker ¢ sono G-rappresentazioni.

Definizione 1.2. Una sottorappresentazione di una G-rappresentazione V'
(equivalentemente un sotto G-modulo), & un sottospazio vettoriale W di V'
tale che gw € W perognige Gew € W.
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CAPITOLO 1. RAPPRESENTAZIONI

Definizione 1.3. Una G-rappresentazione non nulla, si dice irriducibile se
non ammette sottorappresentazioni eccetto 0 e se stessa.

Consideriamo il gruppo simmetrico S3; ovviamente S3 agisce su C3 (e scri-
viamo S3 P C3) permutando le variabili. C? non ¢ una rappresentazione
irriducibile perché c’¢ il sottomodulo H = {z(1,1,1) : z € C} di dimensione
1.
Vediamo adesso come ¢ possibile costruire delle rappresentazioni, partendo
da una o piu rappresentazioni date.
Se abbiamo V e W due G-rappresentazioni, allora anche la somma diretta
V& W e il prodotto tensoriale V®@W sono G-rappresentazioni, dove G agisce
su V ® W, ponendo

gv @ w) = (gv ® gw).
Anche nel caso in cui V e W siano due rappresentazioni irriducibili, sapere
come si decompone V ® W & un problema piuttosto difficile.
Nello stesso modo si pud costruire la G-rappresentazione V™. Anche il
prodotto esterno /\k V' con l'azione g(vy A vy A -+- Awvg) = gur A gug A
-+ A gug, e le potenze simmetriche Sym™ (V') sono G-rappresentazioni (sono
sottorappresentazioni di V).
Il duale V*, & ancora un G-modulo, ponendo per ¢ € V*

ge(v) = (g 'v)  VweV.

Questa azione si comporta bene con il pairing naturale tra V* e V, ovvero
se (, ): V*xV — C, risulta (p,v) = (gp,gv) per ogni g € G, v € V e
peV*
Consideriamo adesso Hom(V, W) con l'azione di G definita ponendo per
6 € Hom(V, W)

90 = g0(g~"v).
Osserviamo che poiché Hom(V, W) ~ V* ® W, lazione non poteva essere
definita in modo diverso.
Osserviamo che se X & un insieme finito su cui G agisce, possiamo definire
V' lo spazio vettoriale una cui base ¢ data da {e; : € X} e ¢’¢ una azione

di G su V ponendo
g Z Qrpey = Z AzCgq -
zeX zeX
V prende il nome di rappresentazione di permutazione associata all’insieme
X. Quando G agisce su se stesso con la moltiplicazione a sinistra, da origine
alla rappresentazione regolare denotata con Rg.

1.2 Completa riducibilita; lemma di Schur

A questo punto viene naturale chiedersi se si possa sempre decomporre una
rappresentazione in sottorappresentazioni irriducibile. La risposta é questa
domanda ¢ il seguente



EMANUELE SACCO - TEORIA DELLE RAPPRESENTAZIONI

Teorema 1.1. Ogni G-rappresentazione V si decompone in somma diretta
di rappresentazioni irriducibili.

Dimostrazione. Sia W un sotto G-modulo; se mostriamo che é possibile tro-
vare un suo complementare che ¢ ancora un G-modulo, abbiamo finito (infatti
si potrebbe procedere per induzione). Sia Hy un prodotto scalare ermitiano
su V e poniamo
H(v,w) = Z Hy(gv, gw).
geG

Osserviamo che, per la finitezza di G, H ¢ un prodotto scalare ermitiano
G-invariante, ovvero per ogni v € G e v,w € V risulta H(yv,yw) = H (v, w).
A questo punto se W & un sotto G-modulo, W+ & il suo complementare ed
¢ ancora un G-modulo; infatti sia u € W+, v € W e g € G, allora

H(w, gu) = H(g~"w,u) = 0.
O

La dimostrazione non funziona in generale per campi finiti; in quel caso
dipende sia da |G| che dalla caratteristica del campo.

Se G é un gruppo infinito, ma topologico e compatto, allora & possibile
definire

H(v,w>=/GHo<, )

e tutto funziona.
Se rimuoviamo l'ipotesi di finitezza su G, il teorema di completa riducibilita
non vale sempre. Consideriamo per esempio (R, +) ' R? dove per ogni a € R

e z € R? si pone
(1 a
“=\0 1)*

Ovviamente Ry = R(é) é una sotto rappresentazione. Facciamo vedere che

non amette un complementare; infatti se esiste Ry = }R(g) allora anche
(VJ;M;) € Ry e scegliendo a tale che la prima componente si annulli, si ottiene

Ry = R((l)) che non é una G-rappresentazione.

Teorema 1.2 (Lemma di Schur). Sia ¢ una mappa di G-moduli, p : V. — W
con 'V e W irriducibili; allora vale

1. ¢ =0 oppure @ & un isomorfismo.
2. Se V=W allora ¢ = A con A € C.

Dimostrazione. Poiché ker ¢ ¢ un G-sottomodulo di V' e V & irriducibile,
abbiamo che ker ¢ = 0 oppure ker ¢ = V. Analogamente per Im¢. Sia ora
A un autovalore di ¢; allora ¢ — Al & una mappa di G-moduli e per il punto
1 si deve avere ker(p — A\I) =V (essendo ker ¢ # 0).

O



CAPITOLO 1. RAPPRESENTAZIONI

Sia adesso G un gruppo (finito) abeliano e V' una G-rappresentazione. La
mappa
h-: V-V

con h € G & una mappa di G-moduli, infatti h(gv) = g(hv) perché G ¢
abeliano. Se V' ¢ irriducibile, h- = A\, I, cioé h(v) = Apv per ogni v € V.
Quindi ogni sottospazio di V & G-invariante da cui si conclude che V ¢
irriducibile se e solo se ha dimensione 1.

Esempio 1. Siano G = (), = <¢> e V = <v> un G-modulo. Allora cv = A.v
da cui elevando alla m otteniamo v = c¢™v = Al'v da cui A\* = 1. Si
conclude che tutte le rappresentazioni irriducibili di C}, sono quelle generate
da ¢ — w' con w radice primitiva m-esima di 1.

Seppure possa sembrare futile studiare le rappresentazioni dei gruppi abelia-
ni, &€ bene notere che

Z(G)<xGrv
e 'azione di Z(G) su V, mi da informazioni sull’azione di G su V.
Sia V una G-rappresentazione. Allora, come corollario del lemma di Shur,

si ha che

dove le V; sono irriducibili e a due a due non isomorfe. In piu vale

Proposizione 1.3. In tale decomposizione, V; e k; sono univocamente de-
terminati. Sono inoltre univocamente determinati i sottospazi Vi@ki che
prendono il nome di componenti isotopiche di tipo V;.

Dimostrazione. Supponiamo che
V=V evite. oV =wPewie. . oW
e consideriamo id : V' — V mappa di G-moduli. Allora consideriamo
VeV o v Ly Lwdh o w

~Y

Se Vi 2 W; la mappa ¢ 0; ma id ha ker = 0 quindi esiste j tale che V; =

Wj; a meno di riordinare i termini posso supporre V3 = Wi e per ragioni

dimensionali si ha che Vfalgl — Vl@t1 é biunivoca e dunque k1 = ;. ]

1.3 Rappresentazioni irriducibili di S

Consideriamo il gruppo simmetrico S3. Ovviamente se V = <v> e poniamo
o(v) = v perogni o € G, otteniamo la rappresentazione banale di dimensione
1, che indichiamo con il simbolo

LT
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Un’altra azione di S3 su V' & quella che si ottiene ponendo o(v) = sig(c)v che
da origine ad un’altra rappresentazione di dimensione 1 (la rappresentazione
segno) che indichiamo con

Come avevamo gia osservato, S3 ' C? permutando le variabili e si ha
CS:[IIJ@{(%)Z%%ﬂ&+$3=0}

Sia (g) con a + b+ ¢ =0 e supponiamo che L = « (g) > sia S3 invariante.

Senza aperdita bdi generalitd posso s%pporre C};e a #0 ebb # a. Allora

(12) (b) = (a) e L contiene sia (g) che (a); ma (Za) ha rango 2 a
(& C c c

meno che b = —a e ¢ = 0. In tal caso pero (13) ( ) ( ) (—a—oa>

a
ha rango 2, contro l'ipotesi che L sia 1—d1men51ona1e

Dunque {(%) 1+ a2+ 23 = 0} ¢ una Ss-rappresentazione irriducibile

(rappresentazione standard) e si indica con

H-.

Mostriamo ora che queste tre sono le uniche rappresentazioni irriducibili di
S3. Sia W una qualunque Ss-rappresentazione, allora C3 <1 S3 7 W.
Sia C3 = <7»; allora, rispetto all’azione di C3, W si decompone in

W=V
o 2m
con V; = Cv; e Tv; = w%v;, conw =e€3 .
Vediamo come agiscono gli altri elementi di S3. Sia ¢ una trasposizione;
allora 7o = 072 e quindi se v é un autovettore di 7 con autovalore w’, si ha

(0(v)) = o(r(v)?) = o(wv) = W (v),
cioé o(v) & un autovettore di 7 con autovalore w?.
Se w' # 1, si ha che v e o(v) sono indipendenti e dunque generano un
sottospazio V' di W che & G-invariante; V' ¢ isomorfa alla rappresentazione
standard. Se w' = 1 v e o(v) possono essere indipendenti o no. Se non
lo sono, allora v genera una sottorapresentazione uno dimensionale di W
isomorfa alla rappresentazione banale e o(v) genera una sottorapresentazione
uno dimensionale di W isomorfa alla rappresentazione segno. Se invece v e
o(v) sono indipendenti, v+o(v) e v—0o(v) generano due rappresentazioni uno
dimensionali di W isomorfe rispettivamente a quella banale e gella segno.



CAPITOLO 1. RAPPRESENTAZIONI

. : . A A
Consideriamo ora 1’S3-modulo Hj ® Bj e siano o = ( 01) efl= (31>
due generatori della rappresentazione standard. Dunque

H @ =«@®aawb,60a,80 5

Vediamo come agiscono gli elementi (12) e (123) sulla base.

Se ne deduce che a ® o e § ® 8 generano un sottospazio di dimensione 2
G-invariante isomorfo alla rappresentazione standard. a ® 8 — QR a e a ®
0+ B ® a generano due sottospazi uno dimensionali isomorfi rispettivamente
alla rappresentazione segno e a quella banale. In conclusione abbiamo

FefF-FPoeomef.



Capitolo

Teoria del caratteri

In questo capitolo viene sviluppata la teoria dei caratteri. In particolare si
dimostra che i caratteri delle rappresentazioni irriducibili costituiscono una
base ortonormale per lo spazio delle funzioni di classe su G.

2.1 Caratteri

Definizione 2.1. Sia V una G-rappresentazione. Il suo carattere xy & la
funzione yy : G — C definita ponendo

xv(g9) = Tr(gv)-

Osserviamo che per come ¢é definita, xy (h~'gh) = xv(g) e dunque xy & co-
stante sulle classi di coniugio. Una funzione con questa proprieta ¢ chiamata
funzione di classe. Notiamo inoltre che xy (1) = dim V.

Proposizione 2.1. Siano V e W due G-rappresentazioni. Allora
1. xvew = xv + xXw-
2. XVew = XVXW -
_ 1 2 2
4- Xp2v(9) = 3lxv(9)” — xv(g?)]-
5. Xsym2v(9) = 5Ixv(9)? + xv(g?)].

Dimostrazione. Determiniamo i valori dei caratteri su un elemento fissato
g € G. Supponiamo che per l'azione di g, V abbia autovalori {\;} e W abbia
autovalori gt;. Allora {\; }U{p;} e {\;-p;} sono gli autovalori rispettivamente
di Ve W e W ®W. Analogamente {\; ' = \;} sono gli autovalori di g su

10
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V*, poiché gli autovalori sono radici n-esime dell’'unita dove n é l'ordine di
G. {\Aj i < j} sono gli autovalori di g su A*V e

_ M-
DA = 5

i<j

e poiché ¢ ha autovalori {)\12} anche il punto 4 segue. Il punto 5 segue
dall’osservazione che V&2 = /\2 V @ Sym?V e dal punto 1. O

Osserviamo che se V' ¢ la rappresentazione di permutazione associata all’a-
zione di G su un insieme finito X, xy(¢) € il numero di elementi di X, lasciati
fissi da g.

Costruiamo ora la tavola dei caratteri di S3. Abbiamo gia visto che le uniche
rappresentazioni irriducibili di S3 sono la banale, la segno e la standard. Le
classi di coniugio di S35 sono ovviamente tre, [1],[(12)],[(123)]. La rappre-
sentazione banale assume valore 1 su ognuna delle classi, mentre la rappre-
sentazione segno assume il valore 1 su [1] e [(123)] e il valore —1 su [(12)].
Per quanto riguarda la standard, ricordiamo che C? = banale + standard e
passando ai caratteri si ottiene la seguente tabella

Ss |1 (12) (123)

banale | 1 1 1
segno | 1 -1 1
standard | 2 0 -1

Riconsideriamo adesso il problema di scomporre la rappresentazione

v=H ¢

in rappresentazioni irriducibili, ma affrontiamolo dal punto di vista dei ca-
ratteri. Si ha che xy = (4,0, 1) che si scrive in modo unico come

(4,0,1) =(1,1,1) +(1,-1,1) + (2,0, —-1)

infatti i vettori riga della tavola dei caratteri di S3 sono linearmente indi-
pendenti.

2.2 La prima formula di proiezione

Sia V una G-rappresentazione qualunque e poniamo
Ve={veV:gv=vVgeG}

Notiamo che se g € G, 'endomorfismo g : V. — V non ¢ in generale un
omomorfismo di G-moduli; possiamo pero costruirne uno ponendo

1
@—@ZQ-

geG

11
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Proposizione 2.2. La mappa ¢ & una proiezione di V su VC.

Dimostrazione. Supponiamo v = ¢(w), allora per ogni h € G vale hv = v e
dunque Im ¢ C VY. Viceversa se v € VY ¢ facile verificare che ¢(v) = v da
cui segue la tesi. O

In piu si ha
1
m=dim VY = Z — Z xv(9)
“la &MY T e 2

In particolare se V' & una rappresentazione irriducibile, diversa dalla banale,
la somma su tutti i g € G del valore di xy & zero.
Se V e W sono due G-rappresentazioni, Hom(V, W)% = Homg(V, W). Per

il lemma di Shur, se V' e W sono irriducibili,

1 vew

dim(Homg (V,W)) = { 0 VW

Ma Hom(V, W) = V* @ W e dunque

XHom(v,w)(9) = xv (9)xw(9)
e otteniamo dunque la formula
Z 1 v=Ew
xv(g)xw(g) = 0 VW
gEG

Piu in generale, se indichiamo con Cgj,s5(G) U'insieme delle funzioni di classe
su (G, possiamo definirci un prodotto scalare Hermitiano ponendo

@8 =15 Y alo)
geG
Per quanto osservato prima vale il seguente

Teorema 2.3. In termini del prodotto scalare Hermitiano definito sopra, i
caratteri di rappresentazioni irriducibili sono ortonormali.

Corollario 2.4. Il numero di rappresentazioni irriducibili di G & minore o
uguale al numero di classi di coniugio di G.

Corollario 2.5. Ogni rappresentazione é determinata dal suo carattere.

Corollario 2.6. Una rappresentazione V ¢ irriducibile se e solo se
(xv,xv)=1.

12
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Corollario 2.7. Se V 2 V" @ ... @ Vk@a’“ ¢ la decomposizione di V in
rappresentazions irriducibili, allora

a; = <XV?XV~L>

Sia R la rappresentazione regolare di G. E semplice verificare che

ovviamente R non ¢ irriducibile e anzi, ogni rappresentazione irriducibile V'
compare in R dim V volte. In particolare vale la formula

|G| = dim R =) _dim(V;)’

]

dove la somma & fatta su tutte le rappresentazioni irriducibili. In piu se
calcoliamo il carattere della rappresentazione regolare in un elemento g # 1,
otteniamo

0= "(dim V;)xv,(9)-

2.3 Tavole di Ss e A,

Il numero di classi di coniugio di S4 & 5: la classe dell’l che contiene solo
un elemento, la classe di (12), che ne contiene 6, la classe di (123) che ne
contiene 8, la classe di (1234) che ne contiene 6 e la classe di (12)(34) che ne
contiene 3.

Come in S3, anche qui ci sono la rappresentazione banale e la segno che
riferite a Sy indicheremo rispettivamente con

Sy agisce su C* permutando le variabili e si ha
C'= mm &V

dove V' ¢ una rappresentazione irriducibile di dimensione 3 (infatti vale
(xv,xv) =1), ed & detta standard e la indichiamo con

-
Se U ¢ la rappresentazione segno, V' = V ®@U ¢ ancora una rappresentazione
irriducibile e ha sempre dimensione 3.
|S4] = 24 dunque manca ancora una rappresentazione di dimensione 2 e il
suo carattere si puo trovare sfruttando la relazione di ortogonalita.
In definitiva, la tavola dei caratteri di Sy €

13
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Sie |1 (12) (123) (1234) (12)(34)
banale | 1 1 1 1 1
segno | 1 -1 1 -1 1
standard | 3 1 0 -1 -1
Vi3 o -1 0 1 -1
altra | 2 0 -1 0 2

Ay ha quattro classi di coniugio, quella dell’l, quella di (123) di quattro
elementi, quella di (132) sempre di quattro elementi e quella di (12)(34) di
3 elementi.

Tre rappresentazioni irriducibili, vengono dalle rappresentazioni di

Ayg/{1,(12)(34), (13)(24),(14)(23)} = Cs

L’altra rappresentazione irriducibile si trova con le relazioni di ortogonalita
e risulta

Ag |1 (123) (132) (12)(34)
banale | 1 1 1 1
wl |1 w w? 1
Wi |1 w? w 1
Vi3 0 0 -1

2.4 Altre formule di proiezione

Proposizione 2.8. Siac o : G — C una funzione sul gruppo G; per ogni
G-rappresentazione V , poniamo

Pav =Y alg)-g: V-V
geG

Allora ¢q, v € un omomorfismo di G-moduli per ogni V' se e solo se a & una
funzione di classe.

Dimostrazione. Supponiamo che « sia una funzione di classe. Allora vale la
seguente catena di ugualianza

Pav(w) =Y alg)g(hv) = > alhgh™)hgh™" (hv) =
= h (D althgh™)g(v)) = h (3 alg)g()) = hpa (v):

Se invece a non & una funzione di classe, esistono g e h tali che a(g) #
| . . . : .

a(hgh ). Supponiamo che ¢, 1 sia omomorfismo di G-moduli per ogni V' e

consideriamo la rappresentazione regolare; valutiamo ¢, cg in e e otteniamo

> alg)hg =" alhgh™ " )hg.

14
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Ma per g = g si ha 'assurdo. O

Come immediata conseguenza si ha la seguente

Proposizione 2.9. [l numero delle rappresentazioni irriducibili di G é ugua-
le al numero di classi di coniugio di G. FEquivalentemente, i loro caratters
Xv formano una base ortonormale per Celass(G).

Dimostrazione. Supponiamo « : G — C una funzione di classe e («a, xy) =
0 per ogni rappresentazione irriducibile V'; vogliamo mostrare che @ = 0.
Consideriamo ’endomorfismo

Yoy = alg)g: V- V;
per il lemma di Schur, ¢, = Al e se n =dimV/, si ha

A= tr(eay) =+ Y alohrle) = S faxw) =0,

Dunque ¢,y = 0 ovvero > a(g)g = 0 per ogni rappresentazione V. In
particolare se prendiamo V' la rappresentazione regolare, gli elementi g(e)
sono indipendenti e dunque segue che a(g) = 0 per ogni g € G. ]

Un altro modo per esprimere questa proposizione é attraverso la rappresen-
tazione anello di G.

La rappresentazione anello R(G) é I'insieme delle combinazioni a coefficienti
interi ) a;V;, dove i V; sono rappresentazioni irriducibili di G dove il prodotto
¢ definito ponendo

ZaiVi . ijWj = Zaiiji ® W;.

Il carattere definisce una ovvia mappa
X R(G) - CClass(G)

> aiVi = aix(Vi)
che risulta un omomorfismo di anelli iniettivo. In piu

R(G) ® C = Cass(G).

2.5 Rappresentazioni indotte

Abbiamo gia trovato le rappresentazioni irriducibili di Sy e Ay4.

Osserviamo che poiché A4 < Sy, una azione di S4 su uno spazio vettoriale
V, si puo restringere ad una azione di A4 su V. Questa azione da origine ad
una Ay-rappresentazione che indichiamo con Resi‘il V.

In particolare, applicando questo ragionamento a tutte le rappresentazioni
irriducibili di Sy, si ha
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— identita

— identita

]
-
i)
il

— W
— W
— wl@w?l

Ovviamente se G ¢ un gruppo e H un suo qualunque sottogruppo, per ogni
G-rappresentazione V, si pud sempre fare Resg(V). Qualora H e GG siano
chiari dal contesto, li si potra omettere scrivendo semplicemente Res V.
Vediamo ora come si puod costruire una rappresentazione di un gruppo G, a
partire da una rappresentazione di un suo sottogruppo H.

Consideriamo dunque V' una G-rappresentazione e W C V un sottospazio
H-invariante. Per ogni g € G, gW dipende solo dalla classe laterale gH,
dunque ghW = gW. Sia 0 € G/H e sciviamo oW per questo sottospazio di
V. Diciamo che V' ¢ indotta da W se ogni elemento in V' puo essere scritto
in modo unico come somma di elementi in qualche traslato di W, cioé

V= @G’GG/H oW.

In questo caso scriveremo V = Ind% W. Qualora H e G siano chiari dal
contesto, li si potra omettere scrivendo semplicemente V' = Ind W.

Esempio 2. La rappresentazione di permutazione associata all’azione di G
sulle sue classi laterali modulo H ¢ indotta dalla rappresentazione banale W
di H. In questo caso V ha base {¢, : 0 € G/H} e W = Cey.

N

Esempio 3. La rappresentazione regolare di G é indotta dalla rappresen-
tazione regolare di H. V ha base {eq : g € G} e W ha base {e} : h €

Vediamo ora che presa una H-rappresentazione W, una tale V esiste ed &
unica a meno di isomorfismi. Per I'unicita, osserviamo che ogni elemento
di V' ha un unica espressione v = Y g,w,, con i w, € W. Preso g € G,
scriviamo gg, = g-h per qualche 7 € G/H e h € H. Allora dobbiamo avere

9(9ows) = (990)(we) = (g-h)ws = g7 (hwy).
Questo prova l'unicita e ci dice come costruire V' a partire da W. Si prende

una copia W7 di W per ogni classe laterale o € G/H; per w € W, sia g,w
I’elemento corrispondente a w nella copia o-esima. Poniamo

V=@occ/n W’
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dunque ogni elemento in V' ha una unica espressione v = »_ g,w,. Preso
g € G definiamo

9(9gows) = gr(hws), se 99s = grh.

Per vedere che effettivamente questa definisce una azione di GG su V', bisogna
verificare che ¢'(9(g,ws)) = (¢'9)(9sws) per ogni ¢’ € G. Orase ¢'gr = g,h/,
si ha

g/(g(gawa)) = gl(g'r(hwo)) = gp(h,(hwo)) = gp((h/h)wo) = (g/g)(gawa)'

Teorema 2.10 (Frobenius). Sia W una rappresentazione di H, U una rap-
presentazione di G e supponiamo V = Indg W. Allora ogni omomorfismo
di H-moduli ¢ : W — U si estende in modo unico ad un omomorfismo di
G-moduli ¢ : V — U, ovvero

Hompy (W, ResU) = Homg (Ind W, U).

In particolare, questa proprieta di universalita determina Ind W a meno di
isomorfismo canonici.

Dimostrazione. IndG W = @ W = @ g,W. Sia ¢ mappa di H-moduli e
definiamo ¢ : Ind%’} W — U, ponendo

P(gow) = gop(w).
Notiamo che ¢ non dipende dal rappresentante scelto, infatti
gohw — hw — hp(w) — gohp(w).
O

Corollario 2.11 (Reciprocita di Frobenius). Se W ¢ una rappresentazione
di H e U una rappresentazione di G, allora

(Xtd W, XU)G = (XWs XResU) H-

Dimostrazione. Per la linearitd & sufficiente provare 1'ugualianza quando
W e U sono irriducibili. {xmaw,xv)c € il numero di volte in cui U ap-
pare in Ind W, che ¢ la dimensione di Homg(Ind W,U). Analogamente
(XW, XrResv) g = dim(Hompg(W,ResU)) e per il teorema precedente si ha
la tesi. O

Esempio 4. Come applicazione di questo corollario, si puo facilmente vedere
che
S.
a3t FP = 0+ A+
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Proposizione 2.12. Sia C una classe di coniugio di G tale che C N H st
spezza in classi di coniugio Dy,..., D, di H, con H < G; allora vale

_ 1G] -~ 124 }

Dimostrazione. IndW = @ g,W. Sia g € C, si ha contributo alla traccia
solo se T = o in gg, = g-h, ossia se g, g9, € H. Allora

Xmaw(9) = Y xw(g,'990)-

0:go=0

[ 6 € G tali che §71gf € D; sono |Stab(g)||D;| e quindi il numero di volte
per cui si verifica g, lgg, € D; &

| Stab(g)||Di| _ |GI|Dsl
|H| [H||C

da cui si ottiene la tesi. O

Corollario 2.13. Sia B la rappresentazione banale di H < G. Allora

|G| |Di| |G| |CNnH
XnG
i 5(C \H!Z iCl - |H]

Proposizione 2.14. Siano H e K due sottogruppi di G tali che H C K.
Allora Ind% W = Ind% (Ind % W).

Dimostrazione. Siano hy,...,hs un insieme di rappresentanti di K modulo
H e ky,..., k- un insieme di rappresentanti di G-modulo K. Allora

IndIG((Indg W) =@, @§:1 kih;W.
Ci rimane da far vedere che {k;h;} formano un insieme di rappresentanti di
G-modulo H. D’altra parte sono in numero giusto e generano tutti classi
laterali distinte. O
Proposizione 2.15. Se U ¢ un G-modulo e W un H-modulo, allora
U®IndW = Ind(ResU @ W).
Dimostrazione. Consideriamo la mappa
¢:U®IndW — Ind(ResU @ W)

(u® gow) — golgy u®w)
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Osserviamo che ¢ é una mappa di G-moduli, infatti preso x € G si ha
Tgs = grh e

ol @ 2gy0) = P(xu ® gohuw) = gy (g7 au © huw) =
= gf(hgc:lu ® hw) = l’gg(gglu ® w) = xgp(u ® gow)

La mappa ¢ é surgettiva per definizione e in pin
dim(U ® Ind W) = dim(Ind(ResU ® W)),
da cui segue la tesi. O
Come corollario, prendendo W' la rappresentazione banale, segue che
U® P =Ind(ResU).

Proposizione 2.16. Sia d > 3 e U la rappresentazione standard di Sy.
Allora Sym?(U) non ¢ irriducibile.

Dimostrazione. Se indichiamo con B la rappresentazione banale di Sy, si ha
che
C!=B+U.

Allora Sym?(C%) = Sym?(U) + U + B e basta dimostrare che Sym?(C?)
contiene due copie della rappresentazione banale B.

Sym?(C?) si identifica con i polinomi omogenei di grado 2 nelle variabili
v1,...,vq e le due rappresentazioni banali sono date dai polinomi v? +- - -—l—’U?l

€ iz Vivj. ]

Questo risultato si pud generallizare, dimostrando che per ogni k, Sym*(U)
non ¢ irriducibile.

2.6 Il gruppo diedrale

2.6.1 1l caso pari

Sia n = 2h pari e consideriamo il gruppo diedrale D, = ¢" =1=52:rs =
sr~1>. Osserviamo che per ogni i € Z, vale che sr's = r=*. Dunque {r’,r—*}
formano una classe di coniugio per ogni ¢ = 1,...,h — 1. Si hanno percid
h — 1 classi di coniugio di questo tipo, pitl la classe dell’l e la classe di r".
Gli altri elementi si dividono in due classi di coniugio

{s,sr% sr%, ...},

{sr,sr3, 57, ... }.
In definitiva si hanno h + 3 classi di coniugio.
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Vediamo adesso di determinare le rappresentazioni irriducibili di Dop. Sicu-
ramente si hanno quattro rappresentazioni unodimensionali definite da

r—1 r—1 r— —1 r— —1
s—1 s— —1 s—1 s— —1

Sia ora V un D,-modulo; allora V & anche un C,-modulo. In particolare
prendiamo v € V tale che rv = w'v con w radice primitiva n esima di 1.

Allora

r(sv) = sr1(v) = sw v =w lsv

e <v, sv> é una rappresentazione di D,, data da

(w0 . (01
"o W =1 o)

Sei # 0, h, <v, sv> & irriducibile. Abbiamo dunque trovato 4 rappresentazioni
irriducibili unodimensionali e h — 1-rappresentazioni irriducibili duedimen-
sionali e abbiamo finito.

La tavola dei caratteri di D,,, quando n = 2h €& dunque

D, |1 rh rt sr
Uy |1 1 1 11
Us | 1 1 1 1A
Us |1 (=1 (—1)¢ 1 -1
Uy |1 (=1 (-t -1 1
Vil2 2(-1Y w9+w™ 0

coni,j=1,...,h—1.

2.6.2 1l caso dispari

Sia oran = 2h+1. Alloraperi =1,..., h, {r’, r=*} sono h classi di coniugio
distinte. In piu a differenza del caso pari, le riflessioni appartengono tutte
alla stessa classe di coniugio {s,sr,sr?,...}. Si hanno dunque h + 2 classi

di coniugio.
(w0 (01
"o W © T\ o

Peri=1,....h

generano una rappresentazione irriducibile di dimensione 2.

Ne rimangono dunque due che sono le rappresentazioni di dimensione 1 date
da

r—1 r—1
st—1 s— —1

La tavola dei caratteri di D,, quando n = 2h 4+ 1 é dunque
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D, |1 7 s
Uy |1 1 1
Us | 1 1 -1
Vil2 wi+w™ 0

coni,j=1,..., h

2.7 Tavole di S5 e Aj

In S5, ci sono 10 trasposizioni, 20 tre-cilci, 30 quattro-cicli e 24 cinque-cicli;
in pit ci sono 15 elementi coniugati a (12)(34) e 20 elementi coniugati a
(12)(345).

Come per S3 e Sy anche qui ci sono la rappresentazione banale e la segno e
la standard (V'), che indichiamo rispettivamente con

Ancora una volta, tensorizzando la rappresentazione standard con la segno,
otteniamo un’altra rappresentazione irriducibile V' che indichiamo con

i

Abbiamo dunque trovato quattro rappresentazioni irriducibili

S5 ‘ 1 (12) (123) (1234) (12345) (12)(34) (12)(345)
banale | 1 1 1 1 1 1 1
segno | 1 -1 1 -1 1 1 -1
standard | 4 2 1 0 -1 0 -1
Vil4a -2 1 0 -1 0 1

Ne dobbiamo trovare altre 3; consideriamo la rappresentazione A2V. 11 suo
carattere ¢ (6,0,0,0,1,—2,0) ed ¢ dunque irriducibile.

Consideriamo ora Sym?(V). Il suo carattere ¢ (10,4,1,0,0,2,1) e dunque
<XSym2(V)7 XSme(V)> = 3. L’unica possibilita ¢ che

Sym?*(V)=B+V +W
da cui si ricava un’altra rappresentazione W il cui carattere & dato da
(5,1,—1,—1,0,1,1) e tensorizzando con la segno otteniamo W’ irriducibile

che completa la tabella
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Ss |1 (12) (123) (1234) (12345) (12)(34) (12)(345)
banale | 1 1 1 1 1 1 1
segno | 1 -1 1 -1 1 1 -1
standard | 4 2 1 0 -1 0 -1
vVil4a -2 1 0 -1 0 1
NV | 6 0 0 1 -2 0
W |5 1 -1 -1 0 1 1
w5 -1 -1 1 0 1 -1

Proposizione 2.17. Sia C' la classe di coniugio in S, delle permutazioni
che consistono di prodotto di cicli di lunghezza dy,ds,.... Allora C, in A,
st spezza in classi di coniugio distinte se e solo se i dy sono tutti dispari e
distinti. Nel caso in cui C non rimanga una classe di coniugio, si spezza in
esattamente due classi di coniugio.

Dimostrazione. Sia [o] una classe di coniugio di Sy, con ¢ pari; supponiamo
che nella decomposizione di ¢ in cicli disgiunti, ci sia un ciclo di lunghezza
pari 7. Vogliamo far vedere che ogni g € [o] é coniugato a ¢ attraverso un
elemento di A,. Sappiamo che ¢ = doé~! con § € S,. Se § € A,, abbiamo
finito, altrimenti 67 ¢ un elemento di A,, e (67)o(d7)"! = g.

Supponiamo ora che nella decomposizione di ¢ ci siano due cicli di lunghez-
za dispari uguale e siano o1 = (a1---ax) e o2 = (by---b). Come prima
prendiamo g = 606! con § € S,,. Se § ¢ A,, allora §(a1by) - -- (apby) € Ap
risolve il problema.

Se invece i d; sono tutti dispari e distinti, un facile conto mostra che C' si
deve spezzare in esattamente due classi distinte. O

Per la proposizione precedente, A5 ha 5 classi di coniugio che sono [1], [(123)],
[(12)(34)],[(12345)], [(21345)], rispettivamente composte di 1, 20, 15, 12, 12
elementi.

Le restrizioni da S5 a As delle rappresentazioni banale, standard e W, danno
origine a tre rappresentazioni irriducibili che indichiamo con U, V, W.

Le altra due rappresentazioni, che indichiamo con Y e Z, sono tali che
(dimY)? + (dim Z)? = 18 da cui si ricava che sono due rappresentazioni
di dimensione 3.

In pit la restrizione di A?(V) ha carattere (6,0, —2,1,1) e risulta dunque la
somma di Y e Z. Con le relazioni di ortogonalita si conclude che la tavola
del caratteri di A5 ¢ data da

A5 |1 (123) (12)(34) (12345) (21345)
U1 1 1 1 1
Vi4a 1 0 1 1
w5 -1 1 0 0
Y |3 0 -1 Livs 16
Z[3 0 -1 L5 1446
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As puo essere interpretato come il gruppo delle isometrie di un icosaedro e Y’
¢ la rappresentazione corrispondente. Le due rappresentazioni A5 — G L3(R)
corrispondenti a Y e Z hanno la stessa immagine, ma differiscono per un
automorfismo esterno di As.

Notiamo anche che A?(V') non si decompone su Q, infatti ¢ impossibile po-
sizionare un icosaedro in modo che i suoi vertici abbiano tutti coordiante
razionali, che segue dall’analogo fatto per un pentagono regolare nel piano.
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Capitolo

Rappresentazioni del gruppo
sunmetrico

Questo capitolo ¢ dedicato allo studio delle rappresentazioni irriducibili del
gruppo simmetrico.

3.1 Definizioni

Il numero di rappresentazioni irriducibili di Sy é uguale al numero delle sue
classi di coniugio, che é uguale al numero di partizioni di d: d = A\ + Ay +
e A con Ay > g > - > AL

Ad una partizione A = (A1, ..., \;) € associato un diagramma di Young che
indicheremo ancora con A

A1 }\

Ak Ef

con A; box nell’i-esima riga. Per ogni A si definisce la partizione coniugata
N ottenuta scambiando le righe con le colonne nel diagramma di Young
associato a A (ovvero effettuando una riflessione rispetto alla linea a 45 gradi).
Per esempio se d =13 e A = (4,3,3,2,1), si ha

e dunque X = (5,4,3,1).
Dato un diagramma di Young ), si definisce un tableau T come una nume-
razione dei box di A con gli interi 1,...,d.
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Ad ogni tableau T, si possono associare due sottogruppi di Sy

Pr ={g € S4: g preserva ogni riga }
Qr = {g € Sy : g preserva ogni colonna }

Nell’algebra di gruppo, introduciamo due elementi corrispondenti a questi
sottogruppi, ponendo

ar = Z eq, br = Z £(9)eg.

gEPr 9eQT

Poniamo infine ¢y = apbp € CSy che prende il nome di simmetrizzatore di
Younyg.

Osserviamo che se T e T” sono due tableaux relativi allo stesso diagramma
e 0 € Sy tale che 9T = T, allora

Pro=0Ppf~", Qr = 0Qr6™!

e dunque a meno di coniugio, il particolare riempimento non conta e scrive-
remo Py, Qx, ax, by, cy al posto di Pp,Qr,ar,br,cr.
Quello che vogliamo dimostrare ¢ il seguente

Teorema 3.1. ci = nycy e l'immagine di ¢y (per la moltiplicazione a destra
su CSy) ¢ una rappresentazione irriducibile Vy di Sq. Ogni rappresentazione
irriducibile di Sq puo essere ottenuta in questo modo per un unica partizione.

Prima di dimostrare questo teorema, facciamo delle osservazioni. Questo
teorema da una corrispondenza diretta ed esplicita tra le classi di coniugio
di Sy e le rappresentazioni irriducibili di Sy.

Non solo, ma la costruzione puo essere fatta anche sostituendo C con Q e
dunque le rappresentazioni irriducibili di S; sono definite su Q.

Facciamo ora qualche esempio. Quando A = (d), si ha che

Vig=CSq Y e=C> e

g€Sy gE€Sy
¢ la rappresentazione banale. Quando A = (1,...,1),
Vi) =CSa > e(g)eg =C Y e(g)eq
9ESq gESq

¢ la rappresentazione segno.
Siaorad=3e A= (2,1), allora

c2,1) = (€1 +eqz))(er —eas)) = e1 + eqa) — e3) — €132)

e Vig1) ¢ generato da cio1) e (13)co1) ed & dunque la rappresentazione
standard di S3.
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3.2 Rappresentazioni irriducibili

Dimostriamo ora il teorema enunciato nel paragrafo precedente, attraverso
tre lemmi.

Poniamo G = CSy. Osserviamo che per ogni partizione A di d, PA\NQ» = {1},
quindi un elemento di Sy pud essere scritto in al pitt un modo come prodotto
pq, con p € Py e q€ Q).

Lemma 3.2. Per ogni A partizione di d, valgono le sequenti:
1. Perp € P, pay = a)p = a).

2. Per q € Q, (e(q)q)bx = ba(e(q)q) = bx.

3. Pe orgnip € P e q € Q, pca(e(q)q) = cx e a meno di moltiplicazione
per uno scalare, ¢y € l'unico elemento in G con questa proprieta.

Dimostrazione. Le prime due affermazioni sono ovvie; soffermiamoci dunque
sull’'ultima. Se ) nge, soddisfa la condizione in (3), allora n,g, = €(q)ng per
ogni p, g,q; in particolare n,, = €(¢)n1. Dunque ¢ sufficiente provare che
ng = 0 per ogni g ¢ PQ. Per tali g ¢ sufficiente trovare una trasposizione
ttaleche p =t € Peq= g 'tg € Q. Ne seguirebbe infatti che pgq = g e
ng = —ng. Se T = ¢gT ¢ il tableau ottenuto rimpiazzando ogni entrata i di
T con g(1), si tratta di dimostrare che esistono due interi che stanno nella
stessa riga di T' e nella stessa colonna di T”; t ¢ la trasposizione di questi
due elementi. Siano p; € P e ¢} € Q' = gQg~" tali che pjT e ¢{T" abbiano
la stessa prima riga. Ripetendo questo ragionamento, si trovano p € P e
q € Q' tali che pT' = ¢'T’. Allora pT = ¢'¢gT e dunque p = ¢'g e infine
g=pgqdove g =g 1(¢') g € Q, da cui I'assurdo. O

Le partizioni relative ad un intero fissato, possono essere ordinate in modo
lessicografico ponendo A > p se il primo intero non zero di A\; — p; € positivo.

Lemma 3.3. Per ogni A e p partizions di d, valgono le sequenti:
1. Se A > p, allora per ogni x € G, ayxb, = 0. In particolare cyxc,, = 0

2. Per ogni x € G, cyxzey € un multiplo scalare di cy. In particolare
cexex = nyey per qualche ny € C.

L & ’elemento costruito

Dimostrazione. Prendiamo x = g € S4. Poiché gb,,g~
da gT", dove T" ¢ il tableau usato per costruire by, ¢ sufficiente mostrare che
axb, = 0. A > p implica che ci sono due interi nella stessa riga di T" e
nella stessa colonna in T”. Se t & la trasposizione di questi due interi, allora
axt = ay, tb, = —b, e dunque axb, = axttb, = —axb, e la (1) é dimostrata.
La (2) segue dal punto 3 del lemma precedente. O

Lemma 3.4. Per ogni A e p partizions di d, valgono le sequenti:
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1. Ogni V) & una rappresentazione irriducibile di Sy.
2. Se X # p, allora Vy eV, sono non isomorfi.

Dimostrazione. Per (1) notiamo che ¢\V), C Cey per il lemma precedente.
Se W C V) & una sottorappresentazione, allora cyW & tutto Ccy oppure &
0. Se ¢ tutto Ccy, allora V), = Gey € W. Altrimenti WW C GeyW = 0,
ma questo implica W = 0. Infatti una proiezione di G in W ¢ data dalla
moltiplicazione a destra per un elemento w € G tale che w = w?> € WW = 0.
Infatti sia CG =W & U e e = w+ u con w # 0 (altrimenti CG C U); allora
w-e=ww+u) =w?+wuy, mawu € UNW =0 da cui la tesi. Questo
prova anche che n) nel lemma precedente é diverso da 0.

Per la (2) possiamo assumere che A > u. Allora ¢ V) = Cey # 0, ma
eV = exGey, = 0 e quindi non possono essere G-moduli isomorfi. O

Lemma 3.5. Per ogni A partizione di d, cxcx = nycy con ny = d!/dim V).

Dimostrazione. Sia F' la moltiplicazione a destra per ¢y su G. Poiché F' ¢ la
moltiplicazione per ny su V) e zero sul ker(cy), la traccia di F' ¢ n)y volte la
dimensione di V). Ma il coefficente di e, in e4cy ¢ 1 e dunque la traccia di
F ¢Sy =d. O

Ci si puo chiedere se ny € Z. La risposta ¢ affermativa e vale un risultato
pitt generale.

Teorema 3.6. Sia x una rappresentazione irriducibile di un gruppo finito
G. Allora x(1) | |G|.

Dimostrazione. Prendiamo una classe di coniugio C di GG e la seguente mappa
di G-rappresentazioni:

¢o: V-V

UHZQ'U

geC

per ogni V-rappresentazione irriducile di G. Osserviamo che ¢ ¢é effettiva-
mente una mappa di G-rappresentazioni infatti

dgv=> algg-v
geC geG

dove a(g) =1 se g € C, mentre a(g) = 0 se g ¢ C; quindi o é una funzione
di classe e di conseguenza ¢ € una mappa di G-rappresentazioni.

Come prima calcoliamo la traccia in due modi. Osserviamo che per il Lemma
di Schur, ¢ = A - id da cui si ricava

Tr(¢) = A - dim(V)
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D’altra parte per la definizione di ¢, si ha
Tr(¢) = Y _ Tr(g) = |C| Tr(g) = |C|xv(g) per g € C
geC

da culi si ricava

A-dim(V) = [Clxv(9)-

Proviamo ora che A ¢ un intero algebrico. Innanzitutto osserviamo che
>_gec 9 € Z(ZG) e che il centro dell’algebra ZG ¢é generato come Z-modulo
da )’ gep 9, al variare di E fra le classi di coniugio di G: infatti un generico
elemento ) ngg sta nel centro se e solo se ng = ny-14, per ogni h € G.

Quindi
z[(Y_ 9)] € Z(2G).
geC

Ricordiamo adesso un risultato classico di algebra commutativa. Siano A C
B due anelli e sia o € B; allora sono equivalenti:

1. « ¢ intero su A.
2. Esiste C' un A-modulo finitamente generato tale che Ala] C C C B.

Allora

gec 9 ¢ intero su Z e risolvera un polinomio del tipo

azk—i—...—f—alx—i—ao.
Applichiamo il nostro operatore
(O -9+ +a1(d>_ 9) +ao)(v) = 0;
gel geC
quindi
Nt Fadta)v=0 = XN4. . . +ar+a=0,

cioé A é algebrico su Z.
Struttando A - dim(V') = |C|xv (g) e il fatto che (xv, xv) = 1, si ottiene

1= @%XV(‘(’)XV@ - ,IG| > IChv{ahta) =

1 dim(V) \g——
= ’G|XC:‘O||C|XV(9)

e otteniamo \G!
Acxv(9) = = .
; (9) dim(V)

Poiché xy(g) ¢ un intero algebrico, anche |G|/ dim(V') ¢ un intero algebrico
su Z e dato che € Q, segue che é un intero.
O

28



CAPITOLO 3. RAPPRESENTAZIONI DEL GRUPPO SIMMETRICO

Come applicazione, osserviamo che se GG ¢ un gruppo di ordine dispari e V'
una G-rappresentazione di dimensione pari, allora V necessariamente non
sard una rappresentazione irriducibile di G.

3.3 Due esercizi

Ricordiamo che la rappresentazione standard di .S,, & definita dal sottospazio

{(wl,...,mn) : le :0}.

Dimostriamo che effettivamente si tratta di una rappresentazione irriducibile
e che corrisponde alla partizione (n — 1,1).
Bisogna studiare il simmetrizzatore di Young e provare che

(CSnC(nfl,l) = VH:\:D = H:\:D

. . . . 2l 1]
Prendiamo il seguente riempimento , allora

A(n-1,1) = Z h € b(n—l,l) =e—(In),
h:h(n)=n

da cui

C(n—-1,1) = Q(n— 11)bn 1,1) = Z h — Z .

h:h(n)=n  K:h/(1

Sia g € S, tale che g(n) = j; allora

nln Zh_ Z h,—i}],

n)=j  h:R(1)=j

e dunque CSyc(—1) = <V1,02,...,0p>¢c. Quindi la dimensione di questa
rappresentazione ¢ < n, ma i v; non sono linearmente indipendenti infatti
vale che ), v; = 0; 'elemento 6 € S, tale che §(1) = j, O(n) = k in v; ha
segno — e in v ha segno +, dunque la dimensione della rappresentazione é
< n —1. Ora si osserva che va, ..., v, sono linearmente indipendenti. Se per
assurdo

V2 = a3v3 + ...+ apUn

prendiamo un h € S, tale che
h(l)=1 e h(n) = 2;

tale h compare solo in v; e vo e dunque non sta in agvs + ...+ a,v,. Ne
segue che la dimensione della rappresentazione é proprio n — 1.
Confrontiamo:
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o CSucpno11) = VHE con base {ve — v1,v3 — V2, ...,V — Up_1}.
Vogliamo vedere come agisce g € \S,, su un elemento della base v;—v;_.
Se g ¢ tale che g(j) =i e g(j — 1) =k, allora

9(vj —vj-1) = vi = Vg

e Vecchia standard - = {3°, #; = 0}; se chiamiamo {e;} la base
standard di R™ la base di HE e{ea—e1,...,en —€n_1}.

Lo stesso g di prima in questo caso agisce in questo modo
g(ej — ej_l) = €; — €.

Le due rappresentazioni sono isomorfe in quanto le matrici che le rappresen-
tano in queste due basi sono proprio le stesse. O

Proviamo ora che

Vi ®E2V)\/

con X la coniugata di .
Cominciamo col dimostrare che V), = CSgbyay. Consideriamo ’applicazione

~T:CSy — CSy,

definita ponendo per ogni g € S; g = g~ ' ed estendendo per linearita.
Osserviamo che per ogni x,y € CSy vale Ty = yT e che ay = ay e by = by.
Applichiamo ora la funzione ™ a entrambi i membri della relazione

axbraxby = nyaxby
e otteniamo
b,\a)\b)\a)\ = n,\bAa)\.

Siao ora I'y = CSzbyay e consideriamo le due applicazioni -by e -a), rispetti-
vamente moltiplicazione per ay e moltiplicazione per by. Abbiamo allora la
seguente situazione

©
Vi 'y Vi
¢
'y 1% 'y
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Per quanto visto ¢ e ¢ sono entrambe nyI e dunque sono due isomorfismi.
Ne segue che anche -a) e -by sono due isomorfismi e dunque

Vi 2T = CSabaar = CSq > (q)qp,
qp

dove g € Q) e p € Py.
Per quanto riguarda V) invece si ha

VX = CSd Z E(p)qp.

ap

Definiamo un’applicazione p : CS; — CSy ponendo

p (Z agg) = Z age(g)g-

p € un isomorfismo ed é tale che p(Vy) = V).
Prendiamo in esame la seguente situazione

V)\ & E d V)\ P V)\/

dove d ¢ definita ponendo (v ® tc(y,.. 1)) = tv per ogni v € Vy et € C.
Allora ¥ = pod & un isomorfismo di spazi vettoriali. Rimane da dimostrare
che é una mappa di Sz-moduli.

Sia dunque x = ) aph un elemento di V) e g € Sy; allora

Y(g(r @tcq,.. 1) = Y(gr @tgeq,.. 1) = Y(gr @ te(g)eq,. 1)) =
= e(g)tp(gr) = e(g)t Y _ ane(gh)gh =
= tz ape(h)gh = gip(r @tcq,.. 1))

Corollario 3.7. Sia A\ una partizione e X' la sua coniugata, allora

dlm(v/\) = dlm(V)\/)

ma Vy e Vy non sono isomorfe.
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Capitolo

Anello delle funzioni simmetriche

Consideriamo 'anello Z[z1,...,z,]; su di esso vi é una azione del gruppo
simmetrico S, indotta dall’azione di S,, sulle variabili z1, ..., z,.

Definizione 4.1. Un polinomio p € Z[x1,...,zy] si dice simmetrico se per
ogni o € S, vale op = p.

Osserviamo che i polinomi simmetrici formano un sottoanello di Z[z1, . . . , ]
che denotiamo con A,; questo anello é graduato, ovvero

Ap = @k>0 Alfw

dove A¥ sono i polinomi simmetrici di grado & con lo 0 (perché vogliamo che
ciascuno di essi formi uno Z-modulo).

Esempio 5. p(71,22,73) = 23x9 + v13 + 2373 + 2321 + .... Osserviamo
che poiché p deve essere invariante rispetto all’azione di Ss, se contiene un
termine del tipo :r%:cg, deve contenere anche tutti i termini del tipo xg(l)xg(z)
al variare di o € S3.

Se a = (ai,...,a,) € N? poniamo z® = x{"z5* - - - 0",

Sia A una partizione di un numero naturale, definiamo la lunghezza ¢()\)
come il numero di termini non zero e la norma |[A| =Y A;.

Definizione 4.2. Sia A = (\y,..., A, 0,...,0) una partizione di n. Defi-

niamo
mx(z1,...,Tn) = Zxa,
«

dove « varia fra le permutazioni effettive di (A1,..., A, 0,...,0).

Per esempio, m(j 1,0 (x1,m2,23) = X129 + 123 + 273, infatti ci sono solo
tre permutazioni effettive di (1,1, 0) (bisogna scegliere dove mettere lo 0).
mo,0)(1, T2, T3, T4) = 23 + 23 + 23 + 23, perché (2,0) lo possiamo vedere
come (2,0,0,0) e ci sono 4 permutazioni effettive (si sceglie dove mettere il
2).
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Proposizione 4.1. Gli m) al variare di A fra tutte le partizioni di lunhezza
minore o uguale a n, formano una Z-base di A,. In particolare gli my con
() <n e |\ =k formano una Z-base di AE.

Conviene trattare gli anelli dei polinomi simmetrici tutti insieme, ossia passa-
re a considerare infinite variabili. Se m > n, Uapplicazione Z[z1,. .., 2] —
Zl|xy,...,x,) tale che z; — x;peri=1,....,nex; —Operi=n+1,...,m
¢ un omomorfismo di anelli. Questo si restringe a py,,, : Ay, — A, tale che

{0 () >n
my —

my L\ <n

Per esempio m(y 1,0,0) = mM(1,1,0)- Osserviamo che pp, ,, € surgettiva e mantie-
ne il grado dei polinomi. Dunque possiamo considerare 'ulteriore restrizione
p,’ﬁ%n : Ak — AF: se poniamo inoltre la condizione m > n > k, nessun vettore
della base viene mandato in 0.
Con queste ipotesi pf,w manda base in base e dunque ¢ bigiettivo. Facciamo
il limite inverso degli Z-moduli A®

AF =limAY,
dove il limite con n — oo viene fatto sul numero di variabili. Un elemento
di A* & una successione di polinomi (f,) tale che per ogni n, f, € AF e
Pmn(fm) = fn. Moralmente, per la bigiettivita mostrata sopra, se m > n >
k il limite si stabilizza. Vogliamo fissare una base.
AF ha una base costituita dalle funzioni simmetriche monomiali m) (\ par-
tizione di k), definite da p% : A¥ — AK. Pit precisamente, pk(m)) =
mx(z1,...,2,) ci permette di individuare I'n-esimo elemento della succes-
sione che definisce m.

Definizione 4.3. L’anello delle funzioni simmetriche nelle infinite variabili

A:@A’“.

k>0

Tl,eeeyTyy-.. €

Osserviamo che effettivamente A ¢ un anello in quanto se (f,) € A¥ e (g,) €
AJ, la moltiplicazione appartiene a A**J.

Osserviamo che A non ¢ il limite inverso dei A, nella categoria degli anelli;
infatti [ [, (1 + ;) € limA,, ma non sta nell’anello A poiché gli elementi di
A sono per definizione somme finite di funzioni simmetriche monomiali m}.
A ¢ invece il limite inverso dei A, nella categoria degli anelli graduati.

4.1 Funzioni simmetriche elementari

Definizione 4.4. Per ogni r > 0 la r-esima funzione elementare simmetrica

eg =1, e, = E Tiy * i

i <o <t

e, ¢ data da
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Osserviamo che e, = my con A = (1,...,1,0,...,0). Se indichiamo con
E(t) = > e t" € A[[t]] la funzione generatrice degli e, vale che

B(t) = [J(1 + ).
i>1
Per ogni partizione A = (A1,...,A\;) poniamo ey = ey, ey, ---€y,.

Teorema 4.2. Gli ey costituiscono una base dell’anello delle funzioni sim-
metriche A.

Definizione 4.5. Siano A e p due partizioni dello stesso intero. Scriveremo
che A\ = pseperogniisiha A\y+---4+ XN >pu1+ -+ 1.

Osserviamo che > non ¢ un ordine lineare sull’insieme delle partizioni; infatti
(3,1,1,1) e (2,2,2) non sono confrontabili.

Teorema 4.3. Sia \ una partizione e X la sua coniugata. Allora

ex =my+ Z AxpMy,

B=A
dove ay, € N.
Dimostrazione. ey = ey ey, - -+ ¢ somma di monomi ognuno dei quali ¢ della
forma
= (thiz T xikll)(l‘jlx]é T :Ej/\é) s

con i <o < --- <i,\/1,j1 <Jo < v <j,\/2 e cosl via.

Consideriamo il diagramma relativo alla partizione A e riempiamo la prima
colona con i1,...,1% N la seconda colonna con j1,...,J X, € cosl via. B chiaro
che per ogni r > 1 gli indici minori o uguali a r sono nelle prime r righe;
dunque a1 + -+, < A+ -+ A e quindi @ < A (se avessi definito <
anche per oggetti tipo a). Ne segue che

ey = g Ay
KA

m) puod comparire solo se nella prima riga ho sempre scritto 1, nella seconda
ho sempre scritto 2 e cosi via e quindi ¢’é un modo solo da cui ay) =1. O

Corollario 4.4. Vale A = Zley, e, ...] e le e, sono algebricamente indipen-
denti su 7.

Dimostrazione. Gli m) formano una Z-base di A e dunque per la proposi-
zione precedente, anche gli ey formano una Z-base.
In altre parole ogni elemento di A pud essere espresso in modo unico come

un polinomio negli e,.. O
Nel caso di una quantita finita di variabili x4, ..., x,, il corollario preceden-
te ci dice che A,, = Z[e1,...,e,] e che gli ej1,...,e, sono algebricamente

indipendenti. Cosi € solitamente enunciato il ‘teorema fondamentale delle
funzioni simmetriche’.
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4.1.1 Kronecker

Sia P un polinomio monico in Z[z|, le cui radici complesse hanno tutte
modulo minore o uguale a 1 e tali che P(0) # 0. Dimostriamo che le radici
di P sono radici dell'unita. Scriviamo

P=za"—ei(2)z" 4+ 4 (=Dp(2) = (. — 21) ... (x — 2,),

dove e,(2) = er(21,...,2n) € Z.
Chiamiamo {2, 'insieme dei polinomi di questo tipo di grado n. Si ha

n
ST+ < ()
p
da cui si deduce che €,, & finito.

\I|=p i€l
Costruiamo @ = [[/_;(z — zF). Le radici di @ hanno tutte norma < 1 e

Q(0) # 0; dimostriamo che @ € Z[z]. Sappiamo che

lep(2)] =

Q=1"—e (") L4 4 (1), (2Y),

dove e, (2F) = er(z]f, ce z,’j) ¢ simmetrico in z1,..., 2, a coefficienti interi;
dunque per il teorema e,(zF) = g(e1(2), ..., en(2)) con g € Z[z]. Si conclude

che e,(2*) € Z e che Q € Z[z]. In particolare Q € ,, e poiché quest’ultimo
¢ finito, 'applicazione k — zf non puo essere iniettiva ed esistono due interi

J1,J2 per cul z]' = z

J2 Je—Jji __
2T ez =1.

4.1.2 Funzioni polinomiali su M,,,(C)

Osserviamo che GL(n,C) agisce su M, x,(C) per coniugio; cerchiamo di
capire quali sono le funzioni polinomiali f : M, x,(C) — C invarianti per
coniugio. Sia dunque f una tale funzione e restringiamo f a D l'insieme
delle matrici diagonali; f rimane invariante per coniugio. In particolare
Sp — GL(n,C) agisce su una matrice D € D, permutando gli elementi d;
sulla diagonale e f(D) & un polinomio simmetrico nei d;. Esiste dunque un
polinomio ¢ tale che

glei(d),...,en(d)) = fip(di, ..., dy).

Osserviamo che g ha senso su tutto M, «,(C) ponendo

g(A) = g(el(A)v SRR en(A))a

dove e;(A) = e;(71,...,7n) € y; radici del polinomio caratteristico. La fun-
zione ¢ ¢ polinomiale da M, x,(C) in C ed ¢ invariante per coniugio; in piu
g e f coincidono sulle matrici diagonali.

L’invarianza per coniugio, implica che f e g coincidono sulle matrici diago-
nalizzabili.
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Dimostriamo ora che le matrici diagonalizzabili sono dense in My, (C).
Basta far vedere che sono dense le matrice con autovalori distinti.

Sia p(z) = apa™ + ap_12" 1 + -+ + ag un polinomio a coefficenti in C e
chiamiamo b; = ia; per i = 1,...,n i coefficenti del polinomio derivato; p(x)
ha radici multiple se e solo se disc(p(z)) = 0 dove disc(p(x)) ¢ il determinante
della seguente matrice

an 0 0 bn 0 0
Un—1 Ay 0 bpo1 by 0
Ap—92 GAp_1 Gy 0 bn_o bp_1 by 0
0 : 0
0 b1 by b3 bn
agp al as an 0 b1 by bn-1
0 ag ai An—1 b1
agp
S S

Infatti, indichiamo con P, lo spazio h + 1-dimensionale dei polinomi con
grado minore o uguale a h e consideriamo 'applicazione

Tryp:Pyo® P — Popo

definita da deu(a, b) = fa+ f'b.

La matrice sopra, non ¢ altro che la matrice associata a T nelle basi
(1,0), (,0),...,(t""2,0),(0,1),(0,t) ..., (0,t" Yy e 1,¢,..., 22

Per 'algoritmo di Euclide, posto h il massimo comun divisore fra f e f’,
I'immagine di T’ consiste di tutti i polinomi di grado < 2n — 2 e multipli
di h, mentre il nucleo ¢ costituito dalle coppie (sg’, —sr’) dove f = hr' e
f''= hg' da cui segue la tesi.

Allora se p : M(n x n,C) — CJt] ¢ 'applicazione che associa ad una matrice
il suo polinomio caratteristico e ¢ : C[t] — C quella che associa ad un
polinomio il suo discriminante, si ha che ¢ o p & un’applicazione continua da
M(n xn,C) aC.

L’insieme delle matrici con autovalori distinti, sono dunque la retroimmagine
attraverso un polinomio non nullo di C\ {0} e quindi & denso in M (n xn, C).

4.2 Funzioni simmetriche complete

Definizione 4.6. Per ogni » > 0 la funzione simmetrica completa h, ¢é la

somma di tutti i monomi di grado totale r nelle variabili x1,z2, ..., ovvero
h, = Z my.
|Al=r
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Osserviamo che hg = 1 e hy = e;. La funzione generatrice degli h, é

Ht) =Y het" =[]0 —2t)™".

r>0 i>1

Per vedere questo, osserviamo che

(L —zit) ' =) (wit)".

k>0
Teorema 4.5. In Al[t]] vale
H(t)E(—t) = 1.

Come corollario segue che per ogni n > 1 vale

n

> (1) erhpy = 0.

r=0

Visto che gli e, sono indipendenti, é possibile definire un omomorfismo di
anelli graduati

wi:A—= A

€r — hr
Proposizione 4.6. w? = id e dunque w & un isomorfismo.

Dimostrazione. La dimostrazione segue dalla relazione che lega gli e; e gli
h; vista sopra. O

Ne segue immediatamente che
Teorema 4.7. A = Z[hy, ha,...] e gli h; sono algebricamente indipendenti.

Se le variabili sono in numero finito, diciamo n, la mappa w : A, — A,

¢ ancora un isomorfismo e A,, = Z[h1,...,hy]. In particolare h,y; si puo
scrivere come polinomio in hq, ..., h,; per esempio se n = 2, allora
2 2 3 3 2 2
hi =z + xo, hy = a7 + x5 + T1 29, hs = a7 + x5 + x7z2 + 2123,

e hg = —h‘% + 2h1hs.

4.3 Somme di potenze

Definizione 4.7. Per ogni r > 0 definiamo la r-esima somma di potenze

pr= @i =mp)
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La funzione generatrice dei p, €

Pit)=> pt" ' =) ajtrt =

r>1 i>1r>1

ZT; d 1
Zl—xit Zdt R
i>1 1>1

Dunque

P(t) = %log [[a-zt)" = %log H(t) = H'(t)/H(t).
i>1

Analogamente, si vede che vale
P(—t)=E'(t)/E(t).

Mettendo assieme le due precedenti espressioni, si ottengono le formule

n
nhy, = Z Prhn—r,
r=1
n

nen = Z(_l)r_lpren—r-

r=1

Queste equazioni sono dovute a Newton e prendono infatti il nome di for-
mule di Newton. Dalla prima di queste due formule, é chiaro che h, €
Q[p1,-..,pn] e che p, € Z[hy,. .., hy| da cui si ricava che

Qlp1;-- - pn] = Qlha, ..., hn).

Poiché gli h, sono algebricamente indipendenti su Z, e dunque anche su Q,
segue che

Teorema 4.8.
AQ :A®ZQ:Q[Z)17P27"’]

e i pr sono algebricamente indipendenti su Q.
Dunque se definiamo
PXx = DPxiPxy - -

per ogni partizione A = (A1, Ag,...), allora i p) formano una Q-base di Ag.
Osserviamo pero che essi non formano una Z-base di A in quanto per esempio

ha = £(p? + p2).
Poicheé I'involuzione w scambia tra loro H(t) e E(t), segue che

w(pn) = (_1)n_1pm
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per ogni n > 1 e dunque per ogni partizione \, vale

w(pxr) = €xPr,

dove e = (=1)M=4X)_ Per ogni partizione A definiamo

Z\N = Himimi!,

i>1
dove m; ¢ il numero di parti di A uguali a ¢. Allora vale

Teorema 4.9.
H(t) =Yz 'pat",
A

E(t) = Z 6)\2;1]))\75')\‘ .
A

Dimostrazione. E sufficiente provare la prima; la seconda seguira applicando
I'involuzione w. Abbiamo

H(t) = exp(Zprtr/r) = Hexp(thT/r) = H Z (prt™)™ [r™Mrm, L.

r>1 r>1 r>1my>0

da cui la tesi. O

4.4 Funzioni di Schur

Sia a = (a1, ...,a,) € N definiamo il polinomio antisimmetrico
o = aa(T1,...,2pn) = Z e(w)w(z®),
wWESH

dove e(w) ¢ il segno della permutazione w. Poiché é un polinomio antisimme-
trico, in particolare a, = 0 a meno che gli «; siano tutti distinti. Possiamo
dunque supporre ay > g > -+ - > qp € possiamo scrivere a = A+ § dove A é

una partizione di lunghezza minore o uguale ad ned = (n—1,n—2,...,0).
Allora
o= arss = 3 clwhule ),
wESy
. . )\j-l-n—j
che puo essere scritto come det(z; J1<ij<n-
Questo determinante ¢ divisibile in Z[z1,...,z,] da ognuna delle differenze

xz; —z; (1 <i<j <n)e dunque dal loro prodotto che ¢ il determinante di

Vandermonde
H (1’1 — .%'j) = as.

1<i<j<n
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Definizione 4.8. La funzione di Schur nelle variabile x1, ..., x, relativa alla
partizione A (con £(A\) < n), ¢é

S\ = axi5/as.
Osserviamo che sy € A, ed & un polinomio simmetrico omogeneo di grado
Al
Teorema 4.10. Le funzioni di Schur sy al variare di \ tra le partizioni con

(X)) < n formano una Z-base di A,,.

Dimostrazione. 1 polinomi ayys al variare di A fra le partizioni di lunghezza
minore o uguale a n, formano una Z-base dello Z-modulo A,, dei polinomi
antisimmetrici in x1,...,x,. La moltiplicazione per as ¢ un isomorfismo di

A, su A,. O
Le formule che legano le sy a gli h; e a gli e; sono riassunte nel seguente

Teorema 4.11 (Formule di Jacobi-Trudi).

sy = det(hy,—itj)1<ij<n
dove n > L(\) e
sy = det(eA;—z‘-y-j)lSi,jSm
dove m > L(N).
(k)

Dimostriamo solo la prima. Lavorando con n variabili x{,...,z,, sia e,
per k =1,2,...,n la r-esima funzione simmetrica elementare nelle variabili
Xlyeney The1,Tht1,-- -, Ty (rimuovendo xy), e sia M la matrice n x n definita
come

M = ((_1)n_i€$1k2i)1§i,kﬁn'

Il teorema sara una conseguenza del seguente

Lemma 4.12. Per ogni o = (au, ..., ap) € N™ poniamo
Ag = (acj”), H, = (hozi—n—&-j)

(matrici n X n), allora A, = Ho M.

Dimostrazione. Poniamo

n—1
E® @) =" et = [[(1 +ait).
r=0 i#k

Allora
H(OE®(~t) = (1 - ayt)™!

confrontando 1 coeflicienti di ¢* otteniamo
n
_i (k ;
Zhai—n-&-j(_l)n Jeq(z—j =
=1
da cui la tesi. I
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Dimostrazione del teorema. Se ora passiamo ai determinante nel lemma pre-
cedente, otteniamo

aq = det(Ay) = det(H,) det(M),
e in particolare det M = ag, visto che det(Hs) = 1. Quindi
a, = agdet(Hy),

che possiamo anche scrivere come
Qo = Qg g e(w)ha—ws-
wESH

Se prendiamo o = A + 6, segue la tesi.

Osserviamo che per ogni A, w(sy) = sy.
Come conseguenza delle formule determinantali, si ha che

S(n) = det (hn) = hn, 8(17.”71) = €n.

4.5 Ortogonalita

Siano = = (z1,22,...) e ¥y = (y1,Y2,...) due sequenze finite o infinite di
variabili indipendenti. Denotiamo le funzioni simmetriche delle = con sy (),
pa(z) ete., e le funzioni simmetriche delle y con s)(y), pa(y) etc.

Daremo tre espansioni in serie per il prodotto

[T =iy~
1,3

Teorema 4.13. 57 ha

(a) H(l —ziy;) ' = Zzilpx(x)px(y)
y

,J

(0) 1@ =iy ™ =D ha@)maly) =D haly)ma(z)
ij )\ )\

(c) [T =iy ™" =D sa(z)saly)
i \

Dimostrazione. La prima segue dalla catena di ugualianze

S st = H() = [0 - ayt)”!

A 1]
e dal fatto che py(xy) = pr(z)pr(y).
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Per la (b) abbiamo

[T - s = [T #00 = TT3 nlo =
i,J J Jj r=0
-3

4= Z hx(xz)m
A

dove « varia fra le successioni (o, ag,...) di interi non negativi tali che
Y a; < oo e A varia fra le partizioni.

Per la (c¢) consideriamo x = (z1,...,2,) € y = (Y1, .., Yn) due insiemi finiti
di variabilie 6 = (n —1,n —2,...,0). Allora per il punto (b) si ha

a(;(x)a(s(y) H(l - xzyz = aé Z h a—&—wé,

,J

dove l'ultima somma é fatta su tutti « € N” e w € S,; con un cambio di
variabili si ottiene

= as(2) Y _ e(w)hg_ws(z ﬁ_zaﬁ

ﬁ7w

Poiché a,3 = e(w)ag, segue che I'ultima somma ¢ uguale a ) a,(x)a,(y)
dove la somma é fatta suv; > v2 > ...y, > 0, ovvero

Za/\+5 z)ar+s(y),

dove la somma ¢ fatta su tutte le partizioni A di lunghezza < n. La tesi si
ottiene facendo il limite per n — oo. O

Definiamo ora un prodotto scalare (forma bilineare a valori in Z) su A, in
modo tale che le basi (h)y) e (m;) siano una la duale dell’altra, ovvero

<h>\> mu> = 5)\M
per ogni partizione X\ e p, dove 4y, ¢ il delta di Kronecker.

Teorema 4.14. Per ognin > 0, siano (uy) e (vy) Z-basi di A", indicizzate
dalle partizioni di n. Le sequenti condizioni sono equivalenti

1. (ux,vy) = 0z, per ogni X e jui;

2. Yy ua(x)ualy) = [1;;(1 = ziys) !

Dimostrazione. Siano
uy = g axphy, vy = g buome-.
P o
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Allora
(ur, vp) = Z axpbpp
p

e dunque la 1 é equivalente a
ZaApr, = 5)\N‘
p

La 2 é equivalente all’identita

Yo ua@)oa(y) =D hol)my(y)
A

p

per il teorema precedente e dunque é equivalente a
ZaAPbAJ = 0po-
A

Si conclude che 1 e 2 sono effettivamente equivalenti. ]
Per quanto visto, segue che
(Dxs Pu) = Oxp2n
e dunque i py formano una base ortogonale di A. In piu si ha anche
(53 84) = O

e dunque gli s) formano una base ortonormale di A e gli sy con |[A\| = n
formano una base ortonormale di A™.

Da queste due relazioni segue che la forma bilineare (u,v) & simmetrica e
definita positiva e che I'involuzione w é una isometria, ovvero

(wu, wvy = (u,v).
La dimostrazione di questo ultimo fatto ¢ che w(py) = £py e dunque

(W(Pr),w(Pr)) = (Px; PA)

che prova la tesi, visto che i p) sono una Q-base di Ag.

4.6 I caratteri dei gruppi simmetrici

Se G é un gruppo finito e f, g sono funzioni su G a valori in una Q-algebra
commutativa, si definisce il prodotto scalare di f e g ponendo

1 _
(1906 = 17 2 F@hata™).

zeG
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Ogni permutazione w € S, si fattorizza in modo unico in prodotto di cicli
disgiunti. Se gli ordini di questi cicli sono p; > py > ..., allora p(w) =
(p1, p2,...) & una partizione di n.

Definiamo una mappa 1 : .S, — A" ponendo

¢(w) = Pp(w)-

Se m e n sono interi positvi, possiamo immergere Sy, X Sy, in Sy,4y; nON C’¢
ovviamente un modo unico per fare questo, ma i sottogruppi risultanti di
Snam sono coniugati. Dunque se v € S;, e w € S, & ben definito a meno di
coniugio 'elemento v X w e risulta p(v X w) = p(v) U p(w) e dunque

(v x w) = p(v)P(w).

Sia R™ lo Z-modulo generato dai caratteri delle rappresentazioni irriducibili
di .S, e poniamo

R = 697120 R",

con la convenzione di porre R = Z. Lo Z-modulo R ha una struttura di
anello definita come segue. Siano f € R™ e g € R"; allora f X g € un
carattere di S, x S,, e definiamo

Sm n
feg=Indg" s (fxg),

che & un carattere di S, 1., ovvero un elemento di R"*. Non ¢ difficile ve-
rificare che con questo prodotto, R risulta un anello graduato, commutativo,
associativo con elemento identico.

In pitse f = fn e g = gn sono due elementi di R, con f,,g, € R", si
definisce

(f,9) = (fn: gn)sn-

n>0

Definiamo adesso una mappa Z-lineare, la mappa caratteristica
ch:R—Ag=A®zQ

ponendo per ogni f € R"

(poiché 1(w) = (w1)).

Teorema 4.15. La mappa caratteristica é un’isometria e costituisce un iso-

morfismo fra R e A.
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Dimostrazione. Sia f, il valore di f sugli elementi di tipo ciclo p. Abbiamo
Ch(f) = Z Zp_lfpppS
lpl=n
ne segue che per ogni f,g € R"™ si ha
<Ch(f),ch(g)> = Z Z;prgp = <f7g>Sn
lo|=n

e dunque ch é un isometria.
Verifichiamo ora che si tratta effettivamente di un omomorfismo di anelli.
Siano f € R™ e g € R™. Abbiamo

ch(f o ) = (Inde"7% (f X 9), )80 = (f X 9. Resg™ s ()5, x5,

(dove l'ultima ugualianza ¢ per la reciprocita di Frobenius)

- ﬁ Z fw)gwyp(u w™t) = (f,4)s,,(g,¥)s, = ch(f)ch(g).
)

(u,w

Sia ora 1, il carattere banale di 5,,. Allora

ch(vpy,) = Z Zp_lpp = hp.

lpl=n

Se A = (A1, A2,...) ¢ una qualunque partizione di n, poniamo ¥y = ¥, ®
¥y, ®.... Dunque ¢, & un carattere di S,, e vale ch(¢)) = hy e dunque la
mappa e surgettiva.

Per ogni partizione A di n definiamo adesso

X* = det(¢hx,—itj)1<ij<n € R™.
Per le formule determinantali segue che
ch(x*) = sa.

Poiché ch é un’isometria, segue che <X’\, x*) = 0, per ogni coppia di parti-
zioni A e 11 e in particolare che i x* sono a meno del segno caratteri irriducibili
di S,. Dal momento che il numero di classi di coniugio in S, € uguale al
numero di partizioni di n, questi caratteri esauriscono tutti i caratteri irri-
ducibili di S,,; dunque i x* con |A| = n formano una base di R" e dunque ch
¢ un isomorfismo di R™ su A" per ogni n e dunque un isomorfismo di R su

A. O
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Vogliamo dimostrare ora che i x* sono i caratteri irriducibili di S,,. Per fare
questo, abbiamo bisogno di alcune nozioni.

Per prima cosa definiamo i numeri di Kostka. Siano p = (u1,u2,...) e
A = (A1, A2,...) due partizioni di uno stesso intero. Si definisce &,y come il
numero di modi di riempire il diagramma di g con A; uni, Ay due,..., Ag
k in modo che ogni riga risulti non decrescente e ogni colonna risulti cre-
scente (un diagramma riempito in questo modo prende il nome di Tableaux
semistandard).

Per esempio, se p = (4,3,2) e A = (3,2,2,1, 1), un possibile riempimento &
il seguente

1]2]

»-Jkl\:)‘r—t
e[
30

Notiamo subito che k,\ #0 <= X < p.

Teorema 4.16. Vale la sequente relazione
Sy = Z ]CH)\m,\
A

o equivalentemente
ha =Y ks
o
La dimostrazione di questo teorema si fa per induzione, sfruttando il seguente

Lemma 4.17 (Regola di Pieri). Vale la sequente relazione
shy = Z Sx,
A

dove la somma ¢é fatta su tutti i \ ottenuti da p aggiungendo r caselle ma
non due sulla stessa colonna.

Dimostrazione. Sia w : A — A la solita involuzione, quella che fa cor-
rispondere e, con h, e sy con sy. Applicando w la tesi da dimostrare

diventa
sufer = E S/
A

o riparametrizzando

Su€r = E SX,

A

dove questa volta la somma ¢ fatta su tutti i A ottenuti da p aggiungendo r
caselle ma non due sulla stessa riga.
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Consideriamo finite variabili x1,...,z,. Vogliamo dimostrare che

Qu+5€r = Z AN46-
A

Daltra parte abbiamo che

Qpis€r = Z e(w)z o) . Zxa,

weESy

dove @ € N, o; € {0,1} e > o; = r. Dunque

rser = 3 w5 T2 = Y ) 4 = Y a0

weSy w,o

e dobbiamo considerare solo gli « tali che o + p sia ancora una partizione.

O

Osserviamo che h; = s(,) e dunque fare s, h, corrisponde in R a fare

STL T
XVy ® XV, = IndSn;ST (VA ® banale ).

In particolare quando r =1

Sn
Indg™" Vi, = xv, e x15, = »_ Vi,
A

dove la somma ¢ sui A ottenuti da p aggiungendo una casella.
Per esempio

Ind s {10 = 0 4 [ 4+ H

Sfruttando la reciprocita di Frobenius € possibile in questo modo vedere come
si restringono certe rappresentazioni, per esempio

Resggfj ‘:Eﬂ—i_* | ‘—i—HEP.

Sia V una S, -rappresentazione e supponiamo di sapere che ristretto all’azio-
ne di Sp,—1, V abbia la seguente decomposizione

Sh—
v oE D o
Allora V' come S,-modulo non puo che essere la rappresentazione standard.

Proposizione 4.18. Vale la sequente relazione

Ualp) =D kuax"(p)-
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Dimostrazione. Abbiamo visto che hy = ch(iy) =3_, zp_lw,\(p)pp, da cui si
deduce che (hy,p,) = 1¥x(p) e poiché gli hy e imy, sono tali che (hy,m,) =
dxu, segue che

P =Y a(p)ma.
A
Analogamente, dalla relazione sy = ch(x") segue che
Dp = ZX“(P)SM-
“w
Mettendo assieme le due formule si ottiene
Pp =Y _alp)mr=>_ x"(p)sp =
A B
= XM kama =D O kuaxt(p))ma
oA Ap

da cui segue facilmente la tesi. O

Osserviamo che poiché kxy =1 ek, = 0 se < A, si ha che

Ualp) =X (p) + D knx(p).

A=
Teorema 4.19. I caratteri irriducibili di S,, sono i x* con |\ = n e piu
precisamente vale X = XV -
Dimostrazione. Osserviamo che ¢y ¢ il carattere di Uy = Indgz (banale).

Proviamo che V) ¢ uno degli addendi nella decomposizione di U in irridu-
cibili. Infatti 'applicazione -by manda surgettivamente Uy = CS,a) in V).
Sappiamo che

U= My,
m

dove myy > 1. Procediamo per induzione su A essendo il caso A = (n) ovvio.
Fissiamo dunque A e supponiamo per ipotesi induttiva che per ogni A < p
risulti x* = xy,,. Allora vale

Ua=x"+ D kuaxy,
A=p

e confrontando le due espressioni di 1y si arriva alla tesi. O

Corollario 4.20. Per ogni p partizione din, la dimensione di V), € k1, 1)
che é il numero di Tableaux standard di .
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Dimostrazione.

Z ku,..n)Vu = Indgr, g (banale) = CS, = Zdim(Vu)V#.
M H

O

Per esempio consideriamo il diagramma . Per effettuarne un riempi-
mento che lo renda un tableaux standard, bisogna che 1’1 stia nella prima
casella della prima riga e poi ci sono 4 modi di scegliere I’elemento della

seconda riga; dunque
dim H1-J = 4.
Si possono fare solo due tableaux standard con il diagramma H} e infatti

dim{H{ = 2.

Come ulteriore esempio calcoliamo la decomposizione di Ug 3y. Gli p1 = (6, 3)
sono (6,3),(7,2),(8,1),(9) e in ogni caso k43 = 1 da cui

Ue,3) = Vies) T Viz2) T Visa) + Vig)-

Vediamo una applicazione della regola di Pieri. Cerchiamo di determinare
la decomposizione in Sy (con d > 4) di

4.7 Due esercizi

Abbiamo visto in un capitolo precedente che se B indica la rappresentazione
banale e U una qualunque rappresentazione di Sy, vale

U®Indy (B)=IndResg! (U)).

In particolare prendendo U = Bjjjj si ha

41 d—2
—_——
H 11 e (oameH ) = Ind(Res(H1) = Ind (oD +H1H)
d—1 d—1 d—2 d—2
»JL e =
=TrreH 1 HeH 1 He o HH
da cul si ricava
d—1 d—1 d—1 d—2 d—2
HHHHHH’—d“ [ 1]
H ®H =T oe o e
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Dimostriamo che A*Viy,—11) = VA con A = (n—s,1,...,1). Procediamo per
induzione su s, essendo il caso s = 1 ovvio. Abbiamo che come S,,_1 modulo

N Vi1 = N Vin—2,1) + B) = N° Vip—21) © N Vin—2,1) = Va, & W,

dove \i=(n—1-—s,1,...,1) e da=(n—s,1,...,1).
Applicando la regola di pieri si ha la tesi.

4.8 La regola di Littlewood-Richardson

4.8.1 Diagrammi skew

Se A e p sono partizioni, scriveremo A O p per intendere che il diagramma
di A contiene il diagramma di u, ovvero A; > p;, per ogni i > 1. Se A D p, la
differenza di insiemi dei diagrammi A e p € detta diagramma skew e si indica
con ¥ = \/u. Per esempio se A = (75322) e p = (43221), il diagramma skew
A/ & la regione indicata nella figura:

T ]
r,L,L,

Un cammino in un diagramma skew 1 € una successione di caselle xg, ..., ZTm
in ¢ tali che x;_1 e x; hanno un lato in comune, per ¢ = 1,...,m. Un
sottoinsieme ¢ di ¥ é detto connesso se ogni coppia di caselle in ¢ pud
essere collegata da un cammino in ¢. I sottoinsiemi connessi massimali di
¥ sono anch’essi diagrammi skew, e sono detti componenti connesse di o).
Nell’esempio ci sono tre componenti connesse.

Il coniugato di un diagramma skew ¢ = A/pu & 9 = X' /y/. Poniamo ¢; =
i/ i, 9% = X/, e definiamo il peso || come

[0 =D 0 = Al = |ul.

Un diagramma skew ¢ & una m-striscia orizzontale (risp. verticale) se
|9 = m e, per ogni i > 1, ¥, < 1 (risp. ¥; < 1). Una striscia orizzon-
tale occupa quindi al pitt una casella per colonna (analogamente per una
striscia verticale). Il seguente diagramma ¢ una 4-striscia orizzontale
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Una condizione necessaria e sufficiente perché ¥ = A\/p sia una striscia
orizzontale & che \ e p siano interlacciati, ovvero A\ > 1 > Ao > s > ...
Un tableau skew T & una successione di partizioni

tali che per i = 1,...,r ciascun diagramma skew 9(¥) = )\(")/)\("*1) sia una
striscia orizzontale. Possiamo dare una descrizione grafica del tableau T
scrivendo 7 in ciascuna casella del diagramma skew 9, ed ¢ spesso comodo
pensare ad un tableau in questo modo, come a un diagramma skew numerato.
I numeri scritti in A/p devono crescere strettamente scendendo lungo ogni
colonna e debolemente da sinistra a destra sulle righe. Il diagramma skew
M ¢ detto forma del tableau T, e la successione (|0V|, |93, ... |9())) ¢
detta peso di T'.

4.8.2 Funzioni di Schur skew

Ogni funzione simmetrica f € A é univocamente determinata dei suoi pro-
dotti scalari con gli sy, per I'esattezza

F=Y (frsa)sx,
X

visto che gli s) formano una base ortonormale di A. Siano ora A e u parti-
zioni, definiamo le funzioni simmetriche sy, imponendo che siano verificate
le relazioni

<S)\/;m SI/> = <3)\a Susy>
per tutte le partizioni v. Gli sy, sono detti funzioni di Schur skew. Equi-
., sono definiti da

_ A
S8y = E CluvSAs
A

valentemente, se gli interi cf;

allora abbiamo che

_ A
Sx/u = CpSu-
14

E in particolare chiaro che sy/9 = sy, dove 0 ¢é la partizione zero. Inoltre
¢, = 0se A, p e v non soddisfano |A| = |u| + |v|, e quindi s/, ¢ omogeneo
di grado |A\| — |pul.

Per le funzioni di Schur skew, valgono degli analoghi delle formule che ab-
biamo visto per le funzioni di Schur. Per esempio valgono le formule deter-
minantali

Sx/p = det(hx, —p; —itj)1<i<j<n,

conn > L)) e
3/\/# = det(ekg_'u;__i_;_j)lgigjgmv

o1
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con m > £(N'). Da queste due formule segue anche che 'involuzione w ¢é tale
che

O.J(S/\/lu) = S)‘//#/'
In pit, se definiamo K/, , come il numero di tableaux skew di forma A /e
peso v, vale

K)\//J,,l/ = <3)\/;u hl/>

Per le dimostrazioni vedere |2, Cap. 1, paragrafo 5|

4.8.3 Dimostrazione della regola

In questa sezione diamo ’enunciato e la dimostrazione di una regola combi-
natoria per calcolare i cﬁy dovuta a Littlewood e Richardson.

Sia T' un tableau. Da T deriviamo una parola o successione w(T') leggendo
i simboli in T" da destra a sinistra riga per riga, a partire dalla riga in alto.

Per esempio, se T ¢ il tableau

1]1[2]3]
213
4

1

allora w(T') ¢ la parola 32113241. Se una tale parola w deriva in questo
modo da un tableau di forma A/, diremo che w & compatibile con A/u. Una
parola w = ajas...ay neisimboli 1,2, ..., n é detta permutazione di reticolo
seperl <r< Nel<i<n-—1,il numero di occorrenze del simbolo 7 in
aias . ..a, ¢ almeno il numero di occorrenze di 7 + 1.

Possiamo ora enunciare la regola di Littlewood-Richardson:

Proposizione 4.21. Siano A, u, v partizioni. Allora ci‘“/ ¢ uguale al numero

di tableau T di forma \/p e peso v tali che w(T) & una permutazione di
reticolo.

La dimostrazione che daremo dipende dalla seguente proposizione. Se A, u, 7
sono partizioni tali che A D p, denotiamo con Tab(A/p,7) linsieme dei
tableau T di forma \/u e peso m, e sia Tab%(\/u, ) il sottoinsieme dei T
tali che w(T) & una permutazione di reticolo. Allora

|Tab<)‘//% 7T)| = K)\/u,ﬂ = <S)\/;u h7r>
Dimostreremo che

Proposizione 4.22. Esiste una bigezione

Tab()/p, ) = [ (Tab®(A/p, v) x Tab(v,7)).
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Prima di dimostrare questa proposizione, mostriamo come da essa segua la
proposizione 4.21. Dalla 4.22 abbiamo che

<S}‘/N’ h”> = Z ‘Tabo(/\/:u'v V)‘<SV7 h7r>
per tutte le partizioni 7, e quindi

Sx/u = Z | Tab®(A/ 11, V)]s,

v

s, ci mostra che ¢}, =

A
c A

Il confronto di questa identita con sy, = >, cp,

|Tab®(\/p, v)|.

Per costruire la bigezione necessaria per la proposizione 4.22, usiamo l'inge-
gnoso metodo inventato da Littlewood e Robinson, che consiste nel partire da
un tableau T' di forma A/p e modificarlo successivamente fino a che la parola
w(T) non sia diventata una permutazione di reticolo, costruendo durante il
procedimento un tableau M, che serve a registrare le mosse fatte.

Se w = ajay...ay ¢ una qualunque parola nei simboli 1,2,..., sia m,(w)
il numero di occorrenze di r in w. Per p =1,..., N e r > 2, la differenza
my(a1...ap) —mp—i(ai...ap) & detta r-indice di a, in w. Si osservi che w
¢ una permutazione di reticolo se e solo se tutti gli indici sono < 0.

Per r fissato, sia m il massimo valore degli r-indici in w, e supponiamo che sia
m > 0. Prendiamo il primo elemento di w in cui il massimo ¢é raggiunto (che
sara chiaramente un ), e rimpiazzamolo con r — 1. Chiamiamo il risultato di
questa operazione S,_1 »(w) (sostituzione di r —1 al posto di 7). Osserviamo
che Sy_1,(w) ha r-indice massimo m — 1 (a meno che m = 1, nel qual caso
potrebbe anche essere —1 quando si stia sostituendo il primo elemento di w).

Proposizione 4.23. L’operazione S,_1, € uno-a-uno.

Dimostrazione. Sia w' = S,_1,(w). Per ricostruire w da w’, sia m’ il mas-
simo r-indice in w’. Se m’ > 0, si prenda l'ultimo simbolo w’ con r-indice
m’, e si converta il simbolo successivo (che deve essere un  — 1) in un r. Se
m’ < 0, il primo simbolo in w’ deve essere un r — 1, e questo ¢ convertito in
un 7. In ogni caso il risultato ¢ w, che é quindi univocamente determinato
da w' er. O

Proposizione 4.24. Sia w' = S,_1 ,(w). Allora w' & compatibile con \/u
se e solo se w & compatibile con \/p.

Dimostrazione. Siano w = w(T),w’ = w(T"), dove T e T’ sono diagrammi
di forma A/p. Essi differiscono in una sola casella,  poniamo, che in T ¢
occupata dar ein T dar — 1.

Supponiamo che T sia un tableau. Se 7" non ¢ un tableau deve verificarsi
una delle seguenti possibilita: (a) la casella immediatamente a sinistra di z
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¢ occupata da un r, o (b) quella immediatamente sopra ¢ occupata da un
r—1.

Nel caso (a) il simbolo r nella casella y dovrebbe avere un r-indice maggiore
in w(7T) della casella contenente z, e questo ¢ impossibile. Nel caso (b), la
casella ¢ in T sara l'ultima a sinistra di una stringa di s, poniamo, case
occupate dal simbolo r, e immediatamente sopra a questa stringa dovra
esserci una stringa di s caselle occupate dal simbolo r — 1. Abbiamo quindi
che w(T') contiene un segmento della forma

(r—1)°...r°

dove i simboli non scritti tra le due stringhe sono tuttio <r—10 > r, e
I'ultimo r & quello che sta venendo rimpiazzato con un r — 1 per formare w'.
Ma I'r-indice di questo r & uguale a quello dell’elemento di w immediatamente
prima della stringa degli (r — 1) (che esiste, perché I'r-indice & diverso da
zero), e questo & nuovamente impossibile. Quindi se 7' & un tableau, anche
T o e.

L’implicazione inversa si dimostra similarmente, usando la strategia fornita
nella dimostrazione della proposizione 4.23 per ritornare a w da w’'. ]

Supponiamo ora che la parola w abbia la proprietd di essere una permu-
tazione di reticolo rispetto (1,2,...,7 — 1) ma non rispetto (r — 1,7), in
altre parole che gli s-indici siano tutti < 0 per s = 1,2,...,7 — 1 ma non
per s = r. Questa ¢ l'unica situazione in cui useremo l’operatore S,_1 .
L’effetto di rimpiazzare un r con r — 1 in w tramite S,_1, puo distruggere
la, proprieta di essere una permutazione di reticolo rispetto a (r — 2,7 — 1),
ovvero potrebbe produrre qualche (r — 1)-indice uguale a +1. In questo caso
applichiamo S,_2,_1 per ottenere

Sr72,r (’LU) = Ser,rflsrfl,r (w) .

A questo punto gli (r — 1) indici saranno nuovamente < 0, ma potrebbe
esserci qualche (r — 2)-indice uguale a +1, e cosi via. Questo procedimento
dovra a un certo punto terminare, e avremo a questo punto ottenuto un

Sa,r(w) = Oa,a+l--- Srfl,r(w)

per qualche a tale che 1 < a <r —1, e la parola S, ,(w) ha nuovamente la
proprieta di essere una permutazione di reticolo rispetto a (1,2,...,7 — 1),
e r-indice massimale strettamente minore di quello di w.

A questo punto abbiamo bisogno del seguente lemma chiave:

Lemma 4.25. Se w, w' = Sy, (w) e w” = Sy, (w') hanno tutti la proprieta

)

(
di essere permutazioni di reticolo rispetto a (1,2,...,r — 1), allora b < a.
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Dimostrazione. Sia w = r1xox3... . Dobbiamo studiare in dettaglio il pro-
cesso con cui si passa da w a w’. Si incomincia applicando S,_1 ,, ovvero
rimpiazzando il primo r in w con r-indice m, dove m ¢ il massimo r-indice,
con r — 1.

Supponiamo che questo succeda in z,,. Allora per ogni s > 1, I'(r — 1)-
indice di zs rimane inalterato se s < pg, ed € aumentato di 1 se s > pg.
L’elemento su cui agisce S,_2,_1 ¢ quindi al pi-esimo posto, dove p; ¢ il
minimo intero > py tale che zp, ha (r —1)-indice in w uguale a 0. Allo stesso
modo, ’elemento su cui opera S,_3,—2 ¢ il pa-esimo posto, con ps il minimo
intero > p; per cui z,, ha (r — 2)-indice zero, e cosi via.

I questo modo otteniamo una successione

Po Splg"‘gpr—a—l

con la proprieta che, per ogni ¢ > 1, ), € il primo elemento che non precede
Tp, , in cui I'(r — 4)-indice & 0. Si osservi che in w’ l'elemento al p;-esimo
posto ha ancora (r — i)-indice zero, per ogni ¢ > 1 (anche se non sara piu il
primo con questa proprieta che non precede x,, ,, a meno che non si abbia
Di = Pi—1)-

Consideriamo ora il passaggio da w' = y1y0y3... a w”. In w’ il massimo
r-indice & ora m—1 (che stiamo supponendo essere ancora positivo), e questo
massimo ¢ raggiunto per la prima volta in un posto gp < po (questo ¢ perché
I’r-indice aumenta e diminuisce sempre in passi di al pitt uno, e quindi 'r-
indice m — 1 & raggiunto in w per la prima volta in un elemento a sinistra
di zp,, e quindi anche in w’ visto che gli elementi a sinistra di x,, restano
fissi). In w’ I'(r — 1)-indice di y,, € zero, e quindi ¢ +1 in S,_1,(w’). Quindi
Sr—1,(w') ha ancora bisogno di una sostituzione S,_s,_1, che avra luogo al
qi-esimo posto, dove ¢; ¢ il primo intero > go tale che I'(r — 1)-indice di yg,
in w’ ¢ 0, e quindi g < ¢1 < p; per quanto detto. Continuando in questo
modo otteniamo una successione

Go<qgn<qgp=<-<(gr-q-1

con la proprieta che ¢; < p; peri =1,...,r—a—1, e a w’ puo essere applicato
loperatore Sq . Se Sq,(w') = w”, allora b = a, altrimenti S, ,(w’) ammette
ulteriori sostituzioni S,—1,4, ..., fino a raggiungere w” = S (w’), nel qual
caso b < a, e abbiamo quindi dimostrato in ogni caso che si deve avere
b<a. O]

Descriviamo ora ’algoritmo di Littlewood e Robinson che costruisce da un
tableau di forma A/u e peso w, dove A, u, 7 sono partizioni, una coppia
(L, M), dove L € Tab®(\/u,v) per qualche partizione v, e M € Tab(v, 7).

Se A ¢ una tabella (non necessariamente un tableau), e a, r interi positivi tali
che a < r, denotiamo con R,,(A) il risultato ottenuto spostando 1'ultimo
elemento a destra della r-esima riga di A in alto a destra della a-esima riga.
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L’algoritmo inizia con la parola w; = w(T) e la tabella M che consiste di
71 volte 1 nella prima riga, 7o volte 2 nella seconda, e cosi via (ovvero M; ¢é
anche 'unico tableau di forma 7 e peso ).

Operiamo ora su w; con Sy 2 fino a che non ci sono piit 2-indici positivi, e
simultaneamente su M; con Rj 2 lo stesso numero di volte: poniamo

wy = S’fk(wl), M2 = RTQMl

Successiavamente operiamo su wg con S 3 0 S1 3 come necessario fino a far
sparire anche i 3-indici positivi, e simultaneamente su My con Ra3 o Ry 3,
ad esempio

w3y = ... Sa2’35a1,3(w2), M3 = ... Ra273Ra173M2

dove ogni aj,a2 € 1 0 2.

Continuiamo in questo modo fino ad ottenere una coppia (wg, My), dove
¢ = {(m). Chiaramente wy & ora una permutazione di reticolo per costruzione.
Dalla proposizione 4.24 abbiamo che wy ¢ compatibile con \/u, e quindi
wy = w(L) dove L € Tab"(\/u, v) per qualche partizione v. In piti, abbiamo
che per costruzione in ogni istante la lunghezza ¢;(M,) della i-esima riga
della tabella M, ¢ uguale alla molteplicita m;(w;) del simbolo 7 nella parola
corrispondente w,, e quindi la tabella finale M = M, ha forma v e peso w
(il peso infatti resta invariato).

Dobbiamo ora mostrare che My é un tableau. Per fare questo, proveremo
per induzione su r che le prime r righe di M, formano un tableau. Questo é
chiaro se r = 1, quindi supponiamo che r > 1 e I’asserzione vera per r — 1.
Consideriamo i passi che conducono da M,_1 a M,: ad esempio abbiamo

M, = Ry, r...Ra »(M_1),
e poniamo per comodita
M,_1; = Rgp.. . Ray r(My—1),
e allo stesso modo
wr—1i = Sa;r - Sayr(Wr-1),

dove ogni parola w;,_1; ha la proprieta di essere una permutazione di reticolo
rispetto a (1,2,...,r —1). Ogni tabella M,_;; ¢ ottenuta dalla precedente
M, _1;-1 (0o M,_; se i = 1) spostando in alto un singolo simbolo r dalla
r-esima riga alla a;-esima. Per la nostra costruzione la lunghezza £;(M,_1 ;)
della j-esima riga di M,_1; ¢ uguale alla molteplicitd m;(w,—1,) di j in
Wy_14, per ogni j > 1, e siccome ogni w,_1; ¢ permutazione di reticolo
rispetto a (1,2,...,r — 1), ne segue che

O(My—1;) > > oo (Myp—14).
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Inoltre per il lemma 4.25 gli interi a; soddisfano a; > --- > a,,. Da questo
segue che nessuna coppia di simboli 7 pud comparire nella stessa colonna
in nessun momento, e di conseguenza le prime r righe di M, formano un
tableau.

L’algoritmo ci ha quindi fornito una mappa

Tab(\ — p, ) — H(Tabo()\ — p,v) x Tab(v, 7)).

e per completare la dimostrazione della proposizione dobbiamo dimostrare
che questa mappa ¢é di fatto una bigezione. A questo scopo ci basta mostrare
che, per ogni r > 1, possiamo univocamente ritornare indietro sui nostri passi
da (w,, M) a (wy—1, M,_1). Con la notazione sopra introdotta, abbiamo che

Wy = Sam,r ceey Sal,r(wr—l)a

e la successione (ay,...,ay,) puod essere letta nella tabella M,, poiché gli
a; sono gli indici minori di r delle righe in cui sono disposti i simboli r,
arrangiati in ordine discendente a; > ag > -+ > a,, (sempre grazie al lemma
4.25). Siccome per la proposizione 4.23 ogni S, ¢ reversibile, ne segue che
(wy—1, M,_1) & univocamente determinato da (w,, M, ). Infine, grazie alla
proposizione 4.24, se w, ¢ compatibile con A/u, allora anche w,_; lo ¢ e la
dimostrazione é a questo punto completa. O

4.9 Dimensioni con gli uncini

Dato un diagramma, si definisce 'uncino relativo ad un quadratino come
I'insieme dei quadratini che stanno sulla stessa riga alla sua destra, quelli
che stanno sulla stessa colonna sotto e lui stesso.

Per esempio

Per esempio il seguente diagramma ¢ riempito con le lunghezze degli uncini
dei quadratini:

4731

R
o
—

Vale il seguente

Teorema 4.26 (Formula degli uncini). Sia A\ una partizione relativa a d;
indichiamo con h;j il valore dell’uncino del box che si trova nella i-esima
riga e nella j-esima colonna. Allora vale

. d!
dlm(V)\) = H7h
2,7 U
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Dimostrazione. Abbiamo visto che p, = >, xa(p)sx. In particolare per
p = (1%) si ottiene

(@1 + - +azp)t = dim(V3)s,
e sostituendo sy = axts/as, si ottiene

as(x)(x1 + -+ + ) = dim(Va)aais.
Posto l; = A\; + k — 4, espandendo agy ) si ottiene che

dim(Vy) = [as(z) (@1 + - + 21) Yy

. .. . . l
dove con la scrittura a destra, si intende il coefficente di xllla:lf. . nel

polinomio ag(x)(x1 + - - - + x1)%.
Sviluppando ag e (z1 + - -- + x1)%, si ottiene che tale coefficente ¢

d!
Ze(a) (h —o(k)+ 1) (Iy — (1) + 1)V

dove la somma ¢ fatta sui o € Si tali che ly_;41 — o(i) +1 > 0 per ogni
1 <4 < k. Questa somma pud essere scritta come

d!
I ! Z H (o (k—j+1)+2) = )\kl H

€Sk 7=1 1<j

Dimostriamo ora che questa formula equivale a quella che coinvolge le lun-
ghezze degli uncini. Procediamo per induzione sul numero k£ di colonne di
A, essendo il caso k£ = 1 ovvio. Sia dunque k& > 1. Se eliminiamo la prima
colonna, per ipotesi induttiva si ha
(d—Ek)!  (d—k)!

- (l; - ll')’
M hig — BL LT

dove I} = 1; — 1. La tesi segue allora dall’osservazione che gli uncini sulla
prima colonna sono prorpio i /; e che l; — I; =1; — ;. O

Proposizione 4.27. Le uniche rappresentazioni irriducibili di Sq di dimen-
stone minore di d sono la banale, la segno, la standard, la standard tensoria-
lizzata con la segno e altri 3 esempi: la rappresentazione di Sy corrispondente
ad=2+2 eledue di Sg corrispondenti a 6 =2+2+2 e6 =3+ 3.

Traccia della dimostrazione. Sia V) una rappresentazione irriducibile e pro-
cediamo induttivamente eliminando la prima colonna di A. Se dopo questa
operazione ci troviamo in una delle eccezioni, un conto mostra che la tesi
vale (provare per credere). Altrimenti, per ipotesi induttiva, si ha che vale
(d—k)!
[121 Pij

o8
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da cui segue che

(d-—k+1)...d
lllk

dim(Vy) > (d — k).

Rimane da provare che il membro di destra é maggiore o uguale a d, ovvero

che (d—k)(d—k+1)...(d—1)

Iy 1

che adesso & ovvio. O

> 1,
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Capitolo

Il teorema di Chevalley,
Shephard-Todd

5.1 Preliminari

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n < oo su un campo K di ca-
ratteristica 0 e G C GL(V) finito. Indichiamo con S l'algebra simmetrica
S[V*] dello spazio duale V*, che & l’algebra delle funzioni polinomiali su V.
Rispetto ad una qualche base di V', S si puo identificare con I'anello dei
polinomi K[x1,...,z,] dove gli x; sono le funzioni coordinate. G agisce su
S nel modo ovvio, ovvero perogni g € G, f€e Sev eV

(9.)(v) = flg™ v).

Poniamo R = S¢ la sottoalgebra di S G-invariante. Vediamo subito un
esempio.

10 -1 0
. . _ 2 o o
Esempio 6. Siano V = C? e G = {<O 1) , < 0 1)} Allora S =
Clz,y] e R = C[z?,y°] ® Cl2?, y*|ay.

In questo esempio osserviamo che S come R-modulo non ¢ libero e che R
non é un algebra di polinomi. Siamo interessati a vedere quando queste due
proprieta sono invece verificate. Facciamo altri esempi.

Esempio 7. Siano V = C" e G = §5,, dove 'azione di G su V ¢ quella che
permuta le coordinate.

In questo caso S = Clzy,...,z,] ¢ R = C[p1,...,ps] dove p; & la i-esima
funzione simmetrica elementare.

Esempio 8. V =C e G =Z/dZ. Allora S = C[z] e R = C[29].
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Definizione 5.1. Un elemento g € GL(V) si dice una riflessione (a volte
pseudoriflessione) se, rispetto ad una qualche base, ¢ della forma

con ¢ radice di 1.
L’obiettivo di questo capitolo ¢ dimostrare il seguente teorema.

Teorema 5.1 (Chevalley, Shephard-Todd). Con le notazioni introdotte fino
ad ora le sequenti affermaziont sono equivalenti:

(A) R ha fi1,..., fn generatori algebricamente indipendenti.
(B) S & un R-modulo libero.

(C) G ¢ un gruppo generato da riflessioni.

5.2 Dimostrazione

La dimostrazione di questo teorema é abbastanza articolata e sard quindi
scandita attraverso una serie di proposizioni e teoremi.

5.2.1 Finita generazione

Consideriamo adesso ’azione indotta da G sul campo delle frazioni L di S
che ¢ isomorfo a K(x1,...,x,), un’estensione di K con grado di trascendenza
n. Qui G agisce come gruppo di automorfismi di campo e sappiamo che L
¢ un’estensione finita di Galois del campo fissato L”, con gruppo di Galois
G. Ne segue che anche L ha grado di trascendenza n su K. Affermiamo
che L¢ = Frac(R). L’inclusione D & ovvia; proviamo l'altra. Supponiamo
p/q € LY (p,q € S). Moltiplichiamo il numeratore e il denominatore per
[1g - p, dove il prodotto ¢ fatto su tuttii g # 1 in G. Il nuovo numeratore
¢ ovviamente G-invariante e dunque forza il denominatore a esserlo. Questo
mostra che R & una sottoalgebra ragionevolmente grande di S.
Consideriamo l'ideale I = SR, di S generato dall’ideale R4 di R costituito
da elementi con termine costante 0. Scegliamo un insieme di generatori omo-
genei per I da R;. Vogliamo mostrare che ogni tale insieme con 'aggiunta
dell 1 genera R come K-algebra.

Introduciamo Poperatore media; per ogni f € S definiamo f* attraverso la

formula: )
=i 9 f
G| 4=
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E chiaro che la mappa f — f¥ & lineare da S in R, preserva il grado e lascia
fissi gli elementi di R.

Proposizione 5.2. Con le notazioni sopra, supponiamo che fi, ..., fr siano
elementi omogenei di Ry che generano I = SR,. Allora R ¢ generato come
K-algebra da questi elementy con l'aggiunta dell 1.

Dimostrazione. Dobbiamo mostrare che ogni elemento f € R & un polinomio
in fi,...,f-. E sufficente farlo per elementi omogenei f. Procediamo per
induzione sul grado di f, essendo il caso di grado 0 ovvio. Sia dunque f di
grado maggiore di 0; poiché f € I, possiamo scrivere

f=sifi+- -+ s fr,

con gli s; € S. Poiche f, fi1,..., fr sono omogenei, possiamo assumere (do-
po aver rimosso termini ridondanti dagli s;) che gli s; siano omogenei, con
degs; = deg f — deg f; per ogni i. Applichiamo ora l'operatore media e
otteniamo

F=F=sfi+ o +sih

Ora gli sg sono elementi omogenei di R di grado minore del grado di f,
dunque per ipotesi induttiva sono polinomiali in fi,..., f, e dunque lo é
anche f.

O

5.2.2 Un criterio di divisibilita

Lemma 5.3. Sia l un polinomio omogeneo di grado 1 nelle indeterminate
T1,...,Tn € supponiamo che il polinomio f si annulli in tutti gli zeri di [.
Allora l divide f in K[xy,...,zy].

Dimostrazione. Supponiamo senza perdita di generalita che x, occorra con
un coefficente non nullo in [. Allora possiamo applicare I'algoritmo di divi-
sione (rispetto a x,) e ottenere

f=lg+r,
dove ¢ € K[x1,...,2y,] e deg, r =0 ovveror € K[r1,...,2,-1]. Se r fosse
diverso da 0 potremmo trovare Zi,...,ZT,—1 in K tali che r(Z1,...,Zp—1) #

0. Mettendo questi valori in | possiamo risolvere un’equazione lineare per
trovare T, tale che

WZ1,...,Zn) = 0.

Per ipotesi allora anche f(Z1,...,Z,) = 0 che porta all’assurdo.
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5.2.3 Lemma chiave

Lemma 5.4. Siano fi,...,fr € R con fi1 & (fa,..., fr) ideale di R. Suppo-

niamo che g1, ..., g, siano elementi omogenet di S che soddisfano la relazione

figr+- -+ frgr = 0.
Se G ¢é generato da riflessioni allora g1 € I.

Dimostrazione. Osserviamo prima di tutto che f; non pud stare nell’ideale
di S generato da fo, ..., fr; altrimenti si avrebbe

fi = foho 4+ -+ frhy,

con h; € S e applicando l'operatore media si otterrebbe
—f_ept Iy
fl fl f2 2 + + fr )

che contraddice le ipotesi.

Per provare che g; € I, procediamo per induzione su degg;. Se g; € costan-
te, deve essere 0 (e dunque in I) altrimenti contraddirrebbe le ipotesi su fj.
Assumiamo adesso che deg g; > 0. Consideriamo una riflessione s = s, € G
e sia [ un polinomio lineare (univocamente determinato a meno di moltipli-
cazione per uno scalare) i cui zeri costituiscono l'iperpiano H, fissato da s.
E immediato verificare che il polinomio sg; — ¢; si annulla in tutti i punti di
H,. Possiamo dunque applicare il lemma per trovare polinomi h; tali che

59; — gi = lh;.

Sia g; che sg; sono omogenei dello stesso grado e dunque anche gli h; sono
omogenei con grado minore di quello dei g;. Applichiamo ora s all’equazione
che coinvolge gli f; e i g; e otteniamo

filsgr) + -+ fr(sgr) =0,
da cui sostituendo si ottiene
I(fihi+ -+ frhy) =0.
Poiché [ non ¢ identicamente nulla, questo implica
fih1i+ -+ frh. =0.
Per ipotesi induttiva, visto che deg h; < deg ¢g;, abbiamo che h; € I, ovvero

sg1 = g1 (mod I). G & generato da riflessioni, dunque si conclude che wg; =

g1 (mod I) per ogni w € G. Ne segue che g; = g% (mod I) ovvero g;

S
1. O
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5.2.4 (C) = (A)

Nel seguito avremo bisogno di una identita dovuta a Eulero per un arbitrario
polinomio omogeneo f(x1,...,xy,):

Teorema 5.5. Sia R la sottoalgebra costituita dai polinomi G invarianti. Se
G ¢ generato da riflessioni, allora R é generata come algebra da n polinomi
omogenet e algebricamente indipendenti.

Dimostrazione. Sia f1,..., f, un insieme minimale di generatori di I costi-
tuito da polinomi omogenei, invarianti e di grado positivo. Mostriamo che
questi polinomi sono algebricamente indipendenti. Una volta dimostrato
questo, seguira dalla proposizione 5.2 che (insieme a 1) essi generano R co-
me algebra. In pit seguira che r = n visto che il campo delle frazioni di R
deve avere grado di trascendenza n su K.

Supponiamo che fi,..., f, siano algebricamente dipendenti; allora esiste
h(yi,-..,yr) # 0 tale che

h(fi,...,fr)=0.
Sia ayi'...yS" un monomio che occorre in h. Se d; = deg f;, poniamo
d=>d;e; il grado di
el er
afit .o fir

I vari monomi in A con lo stesso d si sommano in un polinomio non nullo con
la stessa proprieta di A. Dunque possiamo scartare tutti gli altri monomi di
h. Differenziamo ’equazione h(f1,..., fr) = 0 rispetto a xj e otteniamo

dove h; = g—;( fiy---, fr). Osserviamo che gli h; sono elementi omogenei
di R di grado d — d;, mentre gli df;/0x sono elementi omogenei di S.
A meno di rinominare gli indici, possiamo supporre che hi,..., hy, sia un
insieme minimale di generatori per I'ideale di R generato dagli h; (dunque
1 <m <r). Per ogni i > m scriviamo

m
hi =" gijhy,
=1

con g;; € R. Come polinomi in z1,...,2z, gli h; sono omogenei di grado
d — d;, dunque eliminando i termini ridondanti, possiamo assumere che ogni
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gij sia omogeneo di grado d; — d;. Sostituendo questa espressione degli h; si
ottiene per ogni k fissato

j=m+1

L’espressione in parentesi ¢ omogenea di gado d; — 1. Possiamo dunque
applicare il lemma 5.4 e concludere che

)
oh |
J

- af; !
J
= = E iq; €1,
oxy, 91 oxy : fiai
+1 =1

con ¢; € S. Moltiplicando a destra e a sinistra per xj e sommando su k
possiamo applicare la formula di Eulero e ottenere

difi+ Y digiifi = firi
=1

j=m+1

dove degr; > 0. I termini sulla sinistra sono omogenei di grado dj, dunque
il termine fir; sulla destra (che ha grado maggiore di dy) si deve cancellare
con altri termini di grado differente da d;. Questo permette di esprimere
f1 come un elemento dell’ideale di S generato da fs,..., f-, contrariamente
all’ipotesi di minimalita degli f; come insieme di generatori di 1. O

5.2.5 (C)= (B)

Proposizione 5.6. Se G ¢ generato da riflessioni, allora S come R-modulo
¢ libero di rango |G].

Dimostrazione. Consideriamo lo spazio vettoriale S/I su R/R., dove I &
sempre R;S. Siano {g,} C S omogenei tali che g, + I generino S/I. Vo-
gliamo provare che i g, generano S come R-modulo. Sia dunque T = <g,>R;
chiaramente 7' risulta graduato. Proviamo per induzione su ¢ che T; = .5;.

Il caso i = 0 & ovvio. Supponiamo che T; = S; per i < d e sia f € Sy.

Abbiamo che
f= anga + Zfﬁhﬁv
a B

dove ¢, € K, hg € R ha grado positivo e f3 ¢ omogeneo di grado minore di
d. Per ipotesi induttiva ogni f3 € T', che implica f € T.

Supponiamo ora g1, .. ., gn, elementi omogenei di S linearmente indipendenti
modulo /. Dimostriamo per induzione su m che g1, ..., g, sono indipendenti
nell R-modulo S.

Il caso m =1 & ovvio. Sia ora m > 1 e supponaimo che

flgl+"'+fmgm:0
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con gli f; omogenei in R. Poiché g1 ¢ I per il lemma si pud concludere che

fi=hafo+ -+ hpfm

per elementi omogenei h; € R. Sostituendo si ottiene

fa(g2 + hag1) + - + fin(gm + hmg1) = 0.

Osserviamo che g; + h;g1 sono omogenei e linearmente indipendenti modulo
I. Per ipotesi induttiva fo = --- = f,;, = 0 e dunque anche f; = 0.

Dunque abbiamo visto che una base dello spazio vettoriale S/I porta ad una
base dell” R-modulo S che a sua volta porta a una base per 1'estensione del
campo delle frazioni su S sul campo delle frazioni di R, che come sappiamo
ha dimensione |G]|. O

5.2.6 Unicita dei gradi

Proposizione 5.7. Supponiamo che fi,..., fn € g1,...,gn Stano due insie-
mi di generatori omogenei e algebricamente indipendenti dell’anello R dei
polinomi G-invarianti. Denotiamo i rispettivi gradi con d; e e;. Allora a
meno di rinumerare uno dei due insiemi, risulta d; = e; per ogni 1.

Dimostrazione. Ogni f; puod essere scritto come un polinomio in g1, ..., g, €
ogni g; come polinomio in f1,..., f,. Per ogni 7, j abbiamo

Z ofi Ogr _
89k 8f j Z].
Questo mostra che le matrici
<<9fi) (89¢>
Ogj 8]"]
sono una l'inversa dell’altra e dunque hanno determinante diverso da 0.

Espandendo il primo determinante si deduce che per qualche permutazione
7 risulta

A meno di rinominare i g;, possiamo assumere che 7 = 1. Dunque quando
fi @ scritto come polinomio in gi,...,gs, ogni g; occorre realmente. Dopo
aver eliminato i termini ridondanti, possiamo assumere che ogni monomio

k1 kn
gl gn

che occorre in f; soddisfi d; = )" e;k;. Dunque d; > e; e quindi

Zd >Zel

i=1
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Scambiando il ruolo degli f; e dei g; si arriva alla disugualianza inversa e si
conclude che per ogni i d; = e;.

O

5.2.7 (B)= (A)
Teorema 5.8. Se S ¢ un R-modulo libero, allora R é polinomiale.

Dimostrazione. Osserviamo che R come sottoanello di S & noetheriano e

dunque R é finitamente generato. Sia {fi,..., fm} un insieme minimale di
generatori omogenei di R,. Proviamo che fi,..., fi, sono algebricamente
indipendenti.

Supponiamo per assurdo che non sia vero. Allora esiste un polinomio non
nullo A(y1,...,ym) tale che h(fi,..., fm) = 0. Assumiamo che h abbia il
minimo grado possibile. Poniamno h; = g—i( fiy-++, fm), allora non tutti gli
h; sono 0. Possiamo assumere che gli h; siano elementi omogenei di R. Sia J
Iideale in R generato da hq, ..., hy, e sia, a meno di rinumerare, {hi,...,hs}
un insieme minimale di generatori di J. Perognis+1<j53<mel<i<s
esistono elementi omogenei r;; € R tali che

S

hj = Z Tijhi-

=1

Deriviamo h(f1,..., fm) rispetto a xj e otteniamo

_ ok R VT o R A TR e N
Oamk(fhafm);hlaxk;hl 8£Uk+ Z T’L]axk

Jj=s+1

Poniamo w;;, ’espressione fra parentesi nell’equazione sopra.
Sia (eq)1<a<t una base omogenea di S su R e scriviamo

Uil = g Tika€a-
«
Allora
S
E hiTiga = 0,
i=1

e per la scelta di hq, ..., hs si ha che gli elementi 7, non nulli devono avere
termine costante zero. Dunque possiamo scrivere

m
Uik = Y Uikn -
h=1
Sia d; il grado di f;.
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Poiché f; é omogeneo abbiamo

n af;
difi = Zl‘lail-
=1

Ne segue che

dfi — ofi\ .. e
Zk:xk 8$k+j_zs;rln]3xk =d;f; + Z riid; f;.

j=s+1

Considerando le componenti omogenee di grado d; si vede che f; € una
combinazione lineare a coefficenti in S degli f; con j # i

fi=>_wifi, @ €S
J#i
applicando 'operatore media si arriva all’assurdo

L=1=Y ¢  JeR
J#u

5.2.8 Autovalori
Sia w € G che agisce su V' con autovalori ¢y, ..., ¢,. Allora ha senso scrivere
det(1 —tw) = (1 —c1t) - -+ (1 — ent).

Se consideriamo ¢ come una indeterminata, possiamo scrivere

1

— =1 t+32+...)---(1 t+ 32 +..) =
det(1 — tw) I4+cat+cit“+...) A +ept+cpt*+...)

=SS ke =S (e et

k>0 \S ki=k k>0

Proposizione 5.9. Supponiamo che R sia polinomiale e che sia generato

da f1,..., fn con deg f; = d;. Allora vale
1 1 A |
m% det(1 — tw) Hl (1—td)

Dimostrazione. Fissiamo w € G con autovalori cq,...,c,. Per determinare
gli autovalori di w sulla componente omogenea Sy di S, possiamo usare la
base costituita dai monomi

zflzk" dove k1 +---+ kK, = k.

n
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Questi sono autovettori di w corrispondenti agli autovalori c’fl . c,’j” La
somma di questi autovalori € la traccia di w su Sy ed € in accordo con il

coefficente di t* nell’espansione in serie di ——-—.
det(1—tw)

Dunque il coefficente di t* nella sinistra dell’equazione nell’enunciato ¢ la
traccia dell’operatore lineare

su Si; dunque ¢ precisamente la dimensione dello spazio Ry dei polinomi
omogenei invarianti di grado k.
D’altra parte i monomi

161"' 5" con E die; = k

formano una base di Ry. Il numero di tali n-uple (eq, ..., e,) & evidentemente
il coefficente di t* nella serie formale di potenze

(L4th 42y (L4t g2 ),

che & lo stesso del prodotto sulla destra. ]

5.2.9 Somma e prodotto dei gradi

Teorema 5.10. Se indichiamo con N il numero di riflessioni in G, si ha
che

1. dldg"-dn: ‘G|,
2.dy+do+--+d, =N +n.

Dimostrazione. Osserviamo che se w = id, det(1 — tw) = (1 — )", se w &
una riflessione del tipo

1

allora det(1—tw) = (1—t)"~1(1—(yt). Per ogni w non riflessione I'esponente
con cui (1 —t) divide det(1 — tw) non pud superare n — 2. Moltiplichiamo
entrambi i lati dell’equazione nella proposizione precedente per (1 — t)" e
otteniamo

1 1—t 5 - 1
\G|< +§1—th+( 2 gm) H1+t+---+tdi—1

i=1

69



EMANUELE SACCO - TEORIA DELLE RAPPRESENTAZIONI

Valutando in ¢t = 1 si ottiene il punto 1. Se differenziamo entrambi i lati e
poi valutando in ¢t = 1, si ottiene

N - 1
2lG] (gl+t+--~+tdi—1>

t=1
ﬁ1+2t+---+(di—1)tdi—2 11 ”(d'il)
: L+t tdit C 2dy--dy '
i=1 t=1 1
da cui segue la tesi. O

5.2.10 Criterio di indipendenza algebrica

C’¢ un semplice criterio per I'indipendenza algebrica (su un arbitrario campo
di caratteristica 0) di n polinomi fi,..., f, in n indeterminate x1, ..., Z,.
Scriviamo J(fi,. .., fn) per il determinante della matrice nxn il cui elemento
’i,j e 8fz/6x]

Proposizione 5.11. [ polinomi fi,..., fn nelle indeterminate x1,...,x,
sono algebricamente indipendenti sul campo K (con caratteristica 0) se e

solo se J(f1,...,fn) #0.

Dimostrazione. Suponiamo che i polinomi siano algebricamente dipendenti,
ovvero che h(f1,..., fn) = 0 per qualche polinomio non nullo h(y1,...,yn).
Possiamo assumere che il grado di h sia il piu piccolo possibile. Per ogni
fissato j, differenziamo questa relazione rispetto a z; e otteniamo

n
oh af;
f(fla > -,fn) Z, =
Per j =1,...,n queste equazioni formano un sistema di equazioni lineari su
K(z1,...,zy,) la cul matrice dei coefficenti ha determinante J(f1,..., fn).

Poiché h ¢ non costante, non tutti i dh/dy; possono essere nulli. Dunque il
sistema lineare ha una soluzione non banale e dunque J = 0.

Supponiamo ora che fi,..., f, siano algebricamente indipendenti. Poiché
K(x1,...,zy,) ha grado di trascendenza n su K, i polinomi z;, f1,..., f
sono algebricamente dipendenti per ogni i. Sia h;(yo, - .., yn) il polinomio di

grado minimo positivo per cui

h’i(xiu f17 DRI fn) =0.
Differenziamo rispetto a xj e otteniamo

o o,

8 (wzafla--'af)axk 8 (Z7f17--'7f) kZO

j=1
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Poiché gli f; sono algebricamente indipendenti, h; deve avere grado positivo
in yo. Dunque 0h;/0x; € non nullo e di grado minore del grado di h;, forzando
il valore di tale polinomio in x;, fi,..., fn a essere non nullo.

Riscrevendo I’equazione in forma matriciale si ha

Ohi\ (0fi\ _ (_s Ol
(@) (52) = (o)

Da cui si deduce che J # 0.

O
Osserviamo che se fi,..., f, sono algebricamente indipendenti e di gradi
rispettivamente dy, . .., d,, allora J(f1,..., fn) € un polinomio omogeneo di

grado > (d; — 1) = N.

5.2.11 (A) = (O)

Teorema 5.12. Supponiamo che R sia generato da n polinomi omogenei
algebricamente indipendenti g1, . .., gn. Allora G & generato da riflessioni.

Dimostrazione. Denotiamo con H il (possibilmente banale) sottogruppo di
G generato dalle riflessioni di G. Allora sappiamo che SH ¢ generato da n
polinomi fi,..., f, omogenei e algebricamente indipendenti. Siano d; e e; i
gradi rispettivamente di f; e g;.

Ovviamente S¢ c S¥ | dunque i g; possono essere scritti come polinomi negli
fi. Dopo aver eliminato i termini ridondanti, possiamo assumere che ogni
monomio

k n
HERRR

che occorre in g; soddisfi e; = ) d;k;.
Differenziamo rispetto a xj e otteniamo

99i _ ~— 9gi 0f;
or, Zj: Of; Oxy,

che in forma matriciale diventa

99i \ _ (99:\ (9fi

oxy, of; oxy,
Poiché i g; sono algebricamente indipendenti, segue che il deteminante della
matrice a sinistra € non nullo e dunque anche il determinante della matrice

a destra che coinvolge i dg;/0f;.
A meno di rinumerare possiamo assumere che

agl . 6.gn

afi  fn

71

£0.



EMANUELE SACCO - TEORIA DELLE RAPPRESENTAZIONI

Questo forza e; > d; per ogni i. D’altra parte vale

Zei:N—Fn:Zdi

e dunque e; = d; per ogni ¢. Allora per il teorema

dacui G=H.
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Capitolo

Rappresentazioni di GL(V')

6.1 Funtori di Schur e loro caratteri

Per ogni spazio vettoriale V' di dimensione finita su C, si ha la decomposizione
VeV =Sym’VaeA V.

I gruppo GL(V) agisce su V@V e quella sopra &, come vedremo, la decom-
posizione di V ® V' in somma diretta di GL(V')-rappresentazioni irriducibili.
Per la successiva potenza del tensore si ha

VeVeV=Sym®*Ve A\’ Ve altro spazio.

Per esempio, se dim V' = k = 3 si ha che Sym?® V ha dimensione 10 e /\3 V ha
dimensione 1. Si conclude ch ’altro spazio che compare nella decomposizione
di V®3 ha dimensione 16.

Il gruppo simmetrico Sy agisce su V¢ da destra permutando i fattori

(Ul®"'®1)d)~U:UU(1)®"'®’UU(d).

questa azione commuta con ’azione a sinistra di GL(V'). Per ogni partizio-
ne A di d denotiamo con S,V I'immagine di ¢y su V®d che ¢ ancora una
GL(V)-rappresentazione. Chiamiamo il funtore V' — S)\V funtore di Schur
corrispondente a A. Dunque ad ogni mappa lineare ¢ : V' — W corrisponde
una mappa lineare Sy(¢) : S\V — S\ in modo tale che

Sx(po @) =Sr(p)oSx(¢),  Sa(ldv) = Ids,v.

Per esempio la partizione (d) corrisponde al funtore V' — Sym?V e la par-
tizione (1¢) corrisponde al funtore V. — /\d V. Consideriamo la partizione
(2,1) di 3 e ricordiamo che

ci2,1) = 1+ eqz2) —eas) — €32);
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dunque I'immagine di ¢, ¢ il sottospazio di V®3 generato da tutti i vettori
V1 QU2 ®@U3+ 12 QU] QU3 — V3 QU2 QU — U3 Qv & V2.
Se immergiamo /\2 V ®V in V®3 attraverso la mappa
(V1 Av3) Uy = 11 @ V2 ® V3 — V3 @ V2 ® V1,
allora 'immagine di c) ¢é il sottospazio di /\2 V®V generato da tutti i vettori
(v1 Avz) @ vy + (Vg Avz) ® vy.

Non ¢ difficile verificare che questi vettori generano il nucleo della mappa
cononica da /\2 VeVa /\3 V', dunque si ha

SenV =ker(N*VeV — A*V).

(Questo costituisce il fattore mancante nella decomposizione di V®3.)

Ogni endomorfismo g di V' da origine a un endomorfismo di S\V. Per ca-
pire quali rappresentazioni si hanno, bisogna calcolare la traccia di questi
endomorfismi su S)V. Siano dunque 1, ..., xx gli autovalori di g su V, con
k = dim V. Due casi sono abbastanza sempici. Per A = (d)

S(d)v = Symd V7 XSyde(g) = hd(.’l’fl, R xk)?

dove hq é la funzione simmetrica completa di grado d. La formula sopra ¢ evi-
dente nel caso in cui ¢ sia una matrice diagonale e dunque é vera per 'insieme
denso degli endomorfismi diagonalizzabi e dunque per tutti gli endomorfismi.
Per A = (19) si ha

San = AV, XS4,V (9) = €a(z1, ..., ),

dove e4 ¢ il polinomio simmetrico elementare. Come abbiamo gia visto, i
polinomi hg e eg sono casi particolari dei polinomi di Schur sy e dimostreremo
in generale che
XS)\V(g) = 5)\('1:17 cee ,I'k),

per ogni partizione A di d. In particolare dimostreremo il seguente
Teorema 6.1. 1. Sia k = dim V. Allora S\V ¢é zero se Agy1 # 0. Se

A=A\ > > X >0), allora
Ai—Aj+J—i

dim S\V = H ey

1<i<j<k

2. Sia my la dimensione della rappresentazione irriducibile Vy\ di Sy,
corrispondente a X. Allora

Vel @ S\VEm,
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3. Per ogni g € GL(V), la traccia di g su S\V ¢é il valore della funzione
di Schur calcolata negli autovalori x1, ...,z di g su V:

Xs,v(9) = sa(z1, ..., zk).

4. Ogni S\V' & una rappresentazione irriducibile di GL(V).

6.2 Dimostrazioni

L’obiettivo di questa sezione ¢ di dimostrare il teorema 6.1

Proposizione 6.2. Sia G un gruppo finito. Allora
CG = @, End W;,
dove W; sono le rappresentazioni irriducibili di G.

Dimostrazione. Consideriamo
¢ : CG — @, End W;

le cui componenti coincidono con 'azione di CG su Wi. Ogni componente
¢ un omomorfismo di algebre, quindi anche ¢ lo é. ¢ é iniettiva, infatti se
un elemento a € CG agisce come la mappa nulla su ogni rappresentazione
irriducibile W;, allora a agisce banalmente su CG. In piu é surgettiva per
motivi dimensionali. O

Sia G’ un gruppo finito e U un CG-modulo destro; poniamo
B =Homg(U,U) ={¢:U — U : p(vg) = ¢p(v)g,Yv € U, g € G}.

Osserviamo che B agisce su U da sinistra, e questa azione commuta con ’a-
zione destra di CG. Se U = @ Ui@m ¢ la decomposizione di U in irriducibili,
allora per il lemma di Schur si ha

B =@, Homg (U™, UP™) = @, My, xn:(C).
Se W & un CG-modulo sinistro, il prodotto tensore
U@cagW =U ®@c W/wa®@w—v® aw>qeca
¢ un B-modulo sinistro con 'azione b(v @ w) = (bv) @ w.
Proposizione 6.3. Sia U un CG-modulo destro di dimensione finita.
1. Per ogni c € CG, U @cg CGe = Uc come B-moduli.

2. Se W = CGc é un CG-modulo sinistro irriducibile, allora U Q@cg W =
Uc e un B-modulo irriducibile oppure & 0.
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8. SeW; = CGe; sono al variare del parametro i tutti 1 CG-moduli sinistri
irriducibili, allora

U= @,(Ue)im W,
Dimostrazione. Per provare la 1, consideriamo il diagramma commutativo

U ®cq CG —>U ®@cg CGe —= U ®@cq CG

i i i

U his Uc U

dove le mappe verticali sono le mappe v®a — va; poiché le mappe orizzontali
sulla sinistra sono surgettive, quelle sulla destra iniettive e le mappe verticali
destra e sinistra sono isomorfismi, si conclude che anche la mappa verticale
in mezzo deve essere un isomorfismo.

Per la 2 consideriamo prima il caso in cui U sia irriducibile e dunque B = C.
E sufficente provare che dim U ®cq W < 1.

Identifichiamo CG con la somma diretta @;_; M, xm,(C) di r algebre di
matrici. Possiamo dunque identificare W con un ideale sinistro minimale di
CG@. Ogni ideale minimale nella somma di algebre di matrici ¢ isomorfo a
uno che consiste di r-uple di matrici che sono 0 eccetto in unico fattore e
in questo fattore sono tutte nulle eccetto che per una colonna. Nello stesso
modo U si pud identificare con 'ideale destro delle r-uple di matrici che sono
zero eccetto in un fattore e in quel fattore sono 0 eccetto che per una riga.
Dunque U ®cg W sara zero a meno che il fattore sia lo stesso in U e W, nel
qual caso U @cqg W = C.

Se U = @, U™ ¢ la decomposizione di U in irriducibili, allora

U ®ce W =@, (U; ®ca W)®ni = CPnk

per qualche k che & ovviamente irriducibile su B = @, My, xn, (C).

Il punto 3 segue visto che I'isomorfismo CG = @ W, dm Wi Jetermina un
isomorfismo

U=2U QRcqgCG 22U Qca (@ WiEBdimWi) ~ @(U ®ca Wi)@dimWi.
O]

Per dimostrare il teorema 6.1, applicheremo la proposizione 6.3 al CSy-
modulo destro U = V& Questa proposizione mostra come decomporre
U come B-modulo.

Lemma 6.4. L’algebra B ¢ generata come sottospazio lineare di End(V®?)
da End(V). Un sottospazio di V®¢ ¢ un sotto-B-modulo se e solo se &
GL(V)-invariante.
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Dimostrazione. Notiamo che se W & un qualunque spazio vettoriale di di-
mensione finita, allora Sym? W ¢ il sottospazio di W®? generato da tutti i
w® ---®w al variare di w € W. Infatti se ¢ € (Sym?W)* si annulla su
W -+ @ wsywew, allora ¢ = 0. Sia v € Sym? W, allora

v = Z*y)\mA(wl, e WE),
A

con wy,...,wy base di W. Allora

0=o¢(xrwy +---+ kak)®d) = Z o(my)my(z1, ..., x%)

e dunque p(my) = 0 per ogni .
Applicando questo a W = End(V) = V* @ V la prima parte del lemma ¢
dimostrata, poiché End(V®?) = (V*)®? @ V&4 = ¥4 ¢ dunque

B = Sym%(End(V)).

La seconda affermazione del lemma segue invece dal fatto che GL(V') é denso
in End(V). O

Torniamo alla dimostrazione del teorema 6.1. Notiamo che S\V = Ucy,
dunque i punti 2 e 4 seguono immediatamente dalla proposizione 6.3 e dal
lemma 6.4.

Dalla proposizione 6.3 abbiamo un isomorfismo di GL(V')-moduli

S\V 2 V¥ g, Vi

Analogamente per Uy = CSja), dal momento che 'immagine della moltipli-
cazione a destra per ay su V®? & il prodotto tensore di potenze simmetriche,
si ha

SymMV @ Sym™ V @ ...Sym* V =~ y®d ®cs, Un.

D’altra parte abbiamo un isomorfismo U, = EB“ K,\V, di CSg-moduli,
dunque possiamo dedurne un isomorfismo di GL(V')-moduli

SymM V ® Sym™ V @ ...Sym™ V = @D, KunSuV.

Per quanto osservata, la traccia di un elemento g sulla parte sinistra dell’e-
quazione sopra, & esattamente la funzione hy(z1,...,x). Se Sy(g) denota
I’endomorfismo di S)V determinato dall’endomorfismo g, si ha

ha@r, . omy) = K Tr(S,(9))-
i

Sappiamo perd che vale anche

ha(zr,..) =Y Kusu(1,...).
I
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Per la triangolarita della matrice (K, ), si deduce che

Tr(S,u(9)) = su(x1, ..., 2k, 0,...),

che prova il punto 3. In piu per le formule determinantali, se £/(\) > k, allora
segue che sy)(x1,...,2,0,...) =0 il che implica che dim SV = 0.
Rimane da provare solo il punto 1. Dal punto 3 abbiamo che

dim S)\V = sy (1,...,1).

k:—l)

Calcoliamo sy(1,z,22,..., e poi facciamo tendere x a 1 per ottenere

la tesi. Si ha

o Hj<r n—J — gn—r Hj<r pn—J — pn—r
Hj<r pNitn=i _ pAetn—r Hj<T x)\r+n_7'($>‘j_)\r+7'_j —1)

Hj<r pn—J — pn—r - Hj<r xn—r(xr—j _ 1)

(L, a2, ity = Q@ T det((@ ) )

Semplificando e facendo il limite con la regola di de ’'Hépital si ha la tesi. [

Esempio 9. Vediamo come si decompone la rappresentazione SV ® S, V.
Abbiamo che

SHV ® SMV = V®n0)\ X V®mcu = V®n+m(0)\ (9 Cﬂ) = @7 Q’YS’YV'

Passando ai caratteri e usando la regola di Littlewood-Richardson, si trova
che 6, = ¢, (vedi sezione 4.8).
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