ESAME SCRITTO di ALGEBRA 1 - a.a. 2024/25
Roma, 16/06/2025 ore 10.00 - aula 29A

1) Si consideri il sistema di congruenze
{7:U =11 (mod 15)
2% =z (mod 5)
i) Risolvere I'equazione 7z = 11 (mod 15).
ii) Calcolare 'ordine di 2 nel gruppo (Z/5Z)*.
iii) Per ogni intero a risolvere ’equazione 2* = a (mod 5).
iv) Risolvere il sistema

7z =11 (mod 15)
2% =z (mod 5)

2) Si considerino le relazioni P C R x R e ~C R x R definite nel modo
seguente:
aPb < VYn € Z talechen <asihan<b,

a~bs aPbebPa.

i) Dimostrare che P ¢ una relazione riflessiva e transitiva; P ¢ una relazione
d’ordine? P & una relazione di equivalenza?

ii) Dimostrare che ~ ¢ una relazione di equivalenza e descrivere R/~.

iii) Dimostrare che P induce una relazione d’ordine < su R/~ e descrivere
I'insieme ordinato (R/~, <).

iv) < & un ordinamento totale? < ¢ un buon ordinamento?

3) Siano
K un campo, Ag = K[x,y]/(:c2 +xy + yz).

i) Fattorizzare 23 — 3® in Rlx,y], in C[z,y], in (Z/3Z)[x,y].

ii) Dimostrare che Ac e Az/3z non sono domini di integrita e trovare un
divisore non banale di zero in A¢ e un elemento nilpotente non banale in

Az/32.-
iii) Dimostrare che Ag € un dominio di integrita e non & un campo.

iv) Dimostrare che il campo dei quozienti di A € isomorfo a C(¢) (il campo
delle funzioni razionali in una variabile a coefficienti in C).



ESAME SCRITTO di ALGEBRA 1 - a.a. 2024/25
Roma, 16/06/2025 ore 10.00 - aula 29A

SOLUZIONI
1)
i) L’equazione 72 = 11 (mod 15) & risolubile perché MCD(7,15) = 1, quindi
7 & invertibile in Z/15Z; il suo inverso ¢ —2: 7. (—2) = —14 =1 (mod 15);
quindi la soluzione cercata ¢ x = —2- 11 = —22 = 8 (mod 15).
ii) 2 € (Z/5Z)* perché MCD(2,5) = 1.
(Z/5Z)* ha cardinalita 4, quindi tutti i suoi elementi hanno ordine un divi-

sore di 4.
Poiché 22 =4 # 1 (mod 5), 'ordine di 2 in (Z/5Z)* & 4.

iii) Per quanto visto al punto ii), 2 ¢ un generatore di (Z/5Z)*: nel dettaglio
20=1,21 =222 =4,2° =8 =3 (mod 5).

Quindi:

se bla l'equazione 2% = a (mod 5) non ¢ risolubile;

se 5 fa l'equazione 2¥ = a (mod 5) ha esattamente una soluzione modulo
4, e precisamente:

a=1 (mod 5) < =0 (mod 4);
a =2 (mod 5) &z =1 (mod 4);
a =3 (mod 5) & x =3 (mod 4);
a=4 (mod 5) & z =2 (mod 4).

iv) In i) abbiamo visto che 7z = 11 (mod 15) equivale a x = 8 (mod 15);
poiché 5|15, questo implica che z = 8 = 3 (mod 5).
In iii) abbiamo visto che se a = 3 (mod 5) l'equazione 2* = a (mod 5)
equivale a x = 3 (mod 4).
Quindi il sistema
7z =11 (mod 15)
2% =z (mod 5)
equivale al sistema
x =8 (mod 15)
x =3 (mod 4).

Poiché 8 = 0 (mod 4), 15 = 3 (mod 4) e 15 = 0 (mod 15), la soluzione del
sistema ¢ x = 8 4+ 15 = 23 (mod 15 - 4 = 60).



2) Osserviamo preliminarmente che aPb < (n € Z,n < a = n <b).
Sia [a] € Z la parte intera di a, cioe¢ [a] = max{n € Z|n < a}.
Allora si ha aPb < [a] < [b]:

infatti se aPb allora [a] < a < b da cui [a] < b cioe [a] < [b];

viceversa se [a] < [b] allora da n < a segue che n < [a] < [b] < b cioe n < b,
quindi aPb.

i) n <a=n <a, quindi aPa, cioe P ¢ riflessiva;
sen<a=>n<ben<b=n<calloran<a=n<b=n<c dacui
n<a=n<c quindi P ¢ transitiva.

OP% e %PO ma 0 # %, quindi P non & antisimmetrica, cioé non ¢ un ordina-
mento.

0P1 ma non e vero che 1P0, quindi P non é simmetrica, cioé non € una
relazione di equivalenza.

i) a~b<[a] <[b]e[b] <[a] < [a] = [b], quindi ~ & la relazione indotta
dalla funzione [-] : R — Z; quindi ~ & di equivalenza.
Poiché [] & suriettiva, (R/~, ) = (Z,[]).

iii) Siano a ~ a’, b ~ ¥, cioe aPad’, a’ Pa, bPV, i Pb. Allora aPb (e a'Pa,
bPb') = o' Pb'. Ne segue che P induce una relazione < su R/~.

=< ¢ riflessiva e transitiva perché P e riflessiva e transitiva; inoltre < ¢ anti-
simmetrica (dunque ¢ un ordinamento), perché [a] < [b] e [b] < [a] = aPbe
bPa = a ~ b= [a] = [b].

Poiché [a] = [b] & aPb < [a] < [b], abbiamo che (R/~, <) = (Z, <). Questa
descrizione di (R/~, <) fornisce anche una dimostrazione alternativa del
fatto che < & una relazione d’ordine.

iv) (Z,<), quindi (R/~, <), & totalmente ordinato e, poiché non ha minimo,
non ¢ ben ordinato.

3) Ricordiamo preliminarmente che K[z,y| ¢ un dominio a fattorizzazione
unica e che in K[z, y] tutti i polinomi di grado 1 sono irriducibili.

i) In generale z — y|2® — y3 = (x — y)(2? + 2y + ¥?).

Se K = 7/37 allora 2 + xy + y? = 22 — 22y + 3? = (z — y)?, quindi
23 —y3 = (z—y)3 & la fattorizzazione di 2 —y? in irriducibili in (Z/3Z)[z, y].
Notiamo anche che (Z/3Z)[x,y] ¢ un anello di caratteristica 3, quindi la
funzione a — a® & un omomorfismo di anelli: questa osservazione fornisce
un’altra dimostrazione del fatto che (z — y)3

Se K = C sia w una radice primitiva cubica di 1 (quindi w # 1, w3 =1,
da cui segue w? +w + 1 =0).

=3 — 3.



Allora in Clz,y] 2° — y® = (z — y)(z — wy)(z — w?y) & la fattorizzazione di
23 — o3 in irriducibili (e 22 + zy + 9% = (z — wy)(z — W?y)).

Osservare che  — wy e x — w?y non appartengono a Rz, y], quindi in
R[z,y] si ha che 22 + zy + 32 & irriducibile e 23 — y3 = (z — y)(z? + zy + y?)
¢ la fattorizzazione in irriducibili.

ii) Osserviamo preliminarmente che i polinomi di grado 1 sono non nulli in
A perché tutti i multipli non nulli di 22 + 2y + 3? hanno grado > 2.

In i) abbiamo visto che se K = C oppure K = Z/3Z allora x> + zy + y>
non ¢ irriducibile in K[z,y], quindi Ax = K[z,y]/(2? + 2y + y?) non & un
dominio di integrita.

I conti gia fatti implicano che (r — wy)(z — w?y) = 0 in Ac (quindi x — wy
¢ un divisore non banale dello zero) e (z — y)? = 0 in Az)3z (quindi z —y &
un elemento nilpotente non banale).

iii) Abbiamo anche visto che 2 + zy + y? ¢ irriducibile in Ag (che ¢ un do-
minio fattorizzazione unica), quindi ¢ primo, quindi genera un ideale primo;
dunque il quoziente Ar € un dominio di integrita.

Osserviamo che

Ar/(y) = Rlz,y)/(a® + 2y + y*,y) = Rlz]/(2?)

che & diverso sia da {0} sia da Ag (R[z]/(2?) non & un dominio di integrit).
Quindi Ar ha un ideale non banale, dunque non & un campo.
Alternativamente si puo osservare che tutti i polinomi appartenenti all’ideale
(2 + 2y + y?,y) di Rlx,y] hanno termine costante nullo, quindi 1 non ap-
partiene a tale ideale; da cio segue che y € un elemento non nullo e non
invertibile in Ag (segue anche che (22 + 2y + y2,%) & un ideale non banale
di R[z,y|). Dunque Ag non & un campo.

iv) Osserviamo preliminarmente che R[z] @ yR[x] C Rz, y| € un insieme di
rappresentanti per Ag, cioé che la restrizione a R[x] @ yR[z] della proiezione
canonica 7 : R[z,y] — Agr € biunivoca (ed ¢ un omomorfismo di gruppi).

Infatti y?> = —2% — zy in AR da cui, per induzione sul grado in y, segue che

W‘RM SyRlz] ¢ suriettiva.

D’altra parte ogni multiplo non nullo di 2 4+ xy + »? ha grado > 2 in v,

quindi ker(w‘mx]@ymx]) = {0}, cioe W‘R[x]@yR[:c] ¢ iniettiva.

Osserviamo anche che {1,w} ¢ una base di C su R, quindi C[t] = R[t]BwR]t].
Per costruire un isomorfismo tra il campo dei quozienti di Ar (che de-

notiamo Q) e C(¢) (che ¢ il campo dei quozienti di C[t]) cominciamo con il

costruire un omomorfismo iniettivo di anelli Ag — C[t], cio¢ un omomor-



fismo f : Rlx,y] — C[t] tale che ker(f) = (22 +zy+y?): costruiamo f come
I’omomorfismo definito univocamente dalle seguenti condizioni:

f|g © Vimmersione di R in C C C[t];

f(z) =t e C[t];

fly) = wt € C[t].
Poiché f(z2+xy+y?) = (1+w+w?)t? = 0, I'ideale (22 +zy-+y?) & contenuto
in ker(f), quindi f induce un omomorfismo di anelli f: Ag — C[¢].
Per dimostrare che f ¢ iniettivo basta verificare che f ’R[I] SyR[z] e iniettiva:
dati p(z), q(z) € R[z] abbiamo f(p(z) + yq(x)) = p(t) + wtq(t), quindi
p(x) +yq(z) € ker(f) < p(t) + wiq(t) = 0 < p(t) =tq(t) =0 < p=q=0.

Ne segue che la composizione Ag <& C[t] < C(t) & un omomorfismo
iniettivo di un dominio in un campo, quindi induce un omomorfismo di
campi f : Q — C(t).
Poiché tutti gli omomorfismi di campo sono iniettivi, per provare che f e un
isomorfismo basta provarne la suriettivita:

& ovvio che R C I'm(f), perché f(R) = f(R) =R C C;

_ ) _ f®) _ Fryy.
W—m—m—f(%)a

t=f(z)=f(x). i
Quindi C[t] € Im(f), da cui la tesi perché Im(f) € un campo e C(¢t) & il
minimo campo che contiene C[t].



