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Alcuni esempi svolti a lezione, esercizi simili e di esame

CALCOLO DI DERIVATE PARZIALI

(1) Determinare 1’ insieme di definizione A, 1" insieme B dove esi-
stono le derivate parziali e le derivate parziali f,(z,y), fy(z,y),
(, f.(x,y, z) ) delle seguenti funzioni.

a) flz,y) =23 +y*—ay

b) f(x,y) = sin(z) cos(y)

c) f(x,y,z) = sin(xy) cos(z)

d) flz,y) =74

e) flz,y)=e""

0 flay) =2

g) f(x,y) = 2’ysin(zy)

h) flz,y) =22 +y?

i) f(z,y) =log(y — x?)

B flay) =4 —a?—y?

k) f(x,y) = arccos(z? + y? — 2)
) flx,y) = arctan(\/m)

) f(
o) f(x,y,2) = (vy)°
) fla,y) = (ay)™”

[ a) AZB:RZa fx(x>y):3x2_y ) fy(xvy)ZQy_I

b) A=B= RQ? fx(‘xvy) = COS(Z‘) COS(y) ’ fy(xay) =
— sin(z) sin(y)

c) A=DB=R fi(z,y)=ycos(ry)cos(z) , fylx,y) =
zcos(zy) cos(z) , f.(x,y) = —sin(xy) sin(z)

d) A= B =z #1] (abbreviazione che useremo anche in
seguito invece della notazione completa {(z,y) € R* : z # 1} ),

fm<x7y) = ﬁ ) fy(ajay) = ﬁ
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) A=B =R, [y =3P | fry) =
223 ye v?

f) A= B=[y#0] (abbreviazione che useremo anche in
seguito invece della notazione completa {(z,y) eR? : y #£ 0} ),

folw,y) =%, fylz,y) = =3¢

g) A=DB=R?% f.z,y) = 2wysin(zy) + 2%y cos(zy) ,
fy(z,y) = 2? sin(zy) + 23y cos(zy)

h) A=R*B= [932y+ y? # 0] = R*\ {(0,0)}, fu(z,y) =
\/m ) fy(x y) = \/W

i) A=B=[y>2%, fulv,y) =25, [iley =0n

i) A=[2"+y? < 4] = By((0,0)) )aB=[$+y < 4] =
By((0,0)), fulz,y) = —— . fylz,y) = \/TT;,

4—z2—y

k) A=[1<2*+y> <3| =B, \ Bi((0,0), B=[1<
2 +y* < 3] = B0y \ B1((0,0)), fu(z,y) = \/ﬁ
, Jylz,y) = ﬁ

) A=B=R% f(ry = 2+x2 . 2\/1+$2 20yt =
T P y) = g e Ay = e

m) A=B=[>0, fulz,y) =yt fylr,y) =
z¥log(x)

n) A=B=[>0], f(v,y,2)=ayz""" | fulv,y,2) =
yz"log(z) , fy(x,y,2) = 22" log(z)

o) A= B = [zy > 0] (unione di primo e terzo quadrante
senza gli assi), fo(z,y,2) =yz(zy)”" , f,(z,y,2) = zz(zy)”"
, [y, 2) = (vy)” log(zy)

p) A= B = [zy > 0] (unione di primo e terzo quadrante
senza gli assi), f(z,y) = (:Ey)( W) — e(zy)log(xy) , falr,y) =
(zy) P lylog(zy) +y] . fylz,y) = (:vy)( [z log(y) + x]
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Sia f = f(x,y) : A = R, dove A & un aperto di R?, una
funzione differenziabile in (g, o) € A.
Il piano tangente al grafico della funzione nel punto (o, yo, 20),
dove zo = f(xo,yo) (dove zj si calcola a partire da xg,yo ), € il
piano in R? di equazione

2z =20 = faolwo,0) (x — o) + fy($07yo) (v — o)

Data la funzione di due variabili f(z,y) = e* arctan(y?) calco-
lare il gradiente in un punto generico (z,y) € R? e scrivere I’
equazione del piano tangente al grafico della funzione nel punto

(560,90720)7 dove o =0, yo =1, 29 = f(iUO,yo)

[ folz,y) = 2ze* arctan(y?) ,  f,(z,y) = & 1_%;14 :
2= f(0,1) =2 . f(0,1)=0 , f,(0,1) =11l piano
tangente nel punto (0, 1, 4) ha equazione z — zg = f.(zo, yo)(z —
o) + fy (w0, %0)(y — %), cloe z =y — 1+ 7. ]

Data la funzione di due variabili f(z,y) = e*~¥" ++/1 + 22 + ¢/
calcolare il gradiente in un punto generico (z,y) € R? e la deri-
vata di f nella direzione v = (\%, \_/—%) nel punto (1,1). Scrivere
poi I’ equazione del piano tangente al grafico della funzione nel
punto (o, Yo, 20), dove zo = 1, yo = 1, 20 = f(Z0, v0)

[ feloy) = @ T Smy) = 2

2y3 In . . . . < .
— particolare il gradiente di f nel punto (1,1) & il
\ 1+z2 4yt

vettore (1+ \/L§7 -2+ \%) La funzione ¢ di classe C*(R?), quindi
e differenziabile, e la derivata direzionale si puo calcolare con la
formula del gradlente ﬂ(1 1) = Vf(l )-v=(1+7,-2+
\%) (\[ ;1) f + f +v2— Il piano tangente nel punto
(1,1,1++/3) ha equazione z = 1+\/_+(1—|— \/5)(1:—1) (—2+
Fy—1). ]

Calcolare le derivate parziali della funzione f(z,y) = arctan [\/ 1+ 22 y4] ,

z,y € R, dire motivando la risposta se la funzione e differen-
ziabile in R?, e scrivere 1’ equazione del piano tangente al gra-
fico della funzione nel punto (xg,yo, 20), dove g = 0, yo = 0,

Zto(mo,?Jo)
flay) = —20—— f

x
[ foloy) = 5o 4\/1+ et YRSy v
e differenziabile ovunque, essendo continue le sue derivate par-

ziali. Il piano tangente nel punto (0,0, 7) ha equazione z = 7.
]




()

Data la funzione di due variabili f(z,y) = (vy)°s@Y, » > 0,
y>0

a) calcolare il gradiente in un punto generico (z,y) con
x>0,y >0b) dire se la funzione ¢ differenziabile in ogni
punto (z,y) con x >0,y >0

[ La funzione f(z,y) = (zy)°s@¥) = clog’(@v) ¢ differenziabile
nei punti indicati perché le sue derivate parziali sono continue:

fol,y) = 28 (g oste) | f (7, ) = 28 (1 plostey) |

Data la funzione di due variabili: f(z,y) = arcsm(HQ%QQ) tro-
vare il dominio D e I’ immagine I della funzione, Verlﬁcare che
esistono le derivate parziali in ogni punto di D e calcolarle, dire
se f e differenziabile in D motivando la risposta.

[ La funzione arcoseno e definita nell’” intervallo [—1, 1] e ha
per immagine 1’ intervallo [~7, 7], e I immagine dell’ intervallo

0,1) & I” intervallo [0,%). Al variare di z,y € R? la frazione
111222 ¢ compresa tra 0 e 1 e descrive tutto 1’ intervallo [0, 1)

( dato t € [0,+00), scegliendo z = y = v/t vengono assunti
tutti i valori della funzione HLl pert >0 .. ) Quindi D =
R2, T = |0, 7). La funzione ¢ differenziabile in D perché sono
(definite essendo % < 1e ) continue in D le derivate parziali

fm(iU,?/) = 2oy ) fy(xay) = 2oy ]

(1+12y2)\/l+21‘2y2 (1+z2y2 \/1+2x2

Data la funzione di due variabili : f(z,y) = arctan[,/y log(z)]
trovare 1’ insieme di definizione A, discutere la derivabilita nei
punti di A e calcolare le derivate parziali di f

[ 11 logaritmo ¢ definito e derivabile in (0,400), la radice &
definita e continua in [0, +00), derivabile in (0, 4+00). Ne segue
che A = (0,+00) x [0, 400); inoltre nei punti (z,y) con z > 0,

y > 0 f ha derivate parziali continue f,(z,y) = m%@,
Jy(z,y) = mlog\}), quindi ¢ ivi differenziabile; nei punti

(x,0) con x > 0 la derivata rispetto a x esiste ed & nulla, mentre
se x # 1 non esiste la derivata (destra) rispetto a y; nel punto
(1,0) la derivata destra rispetto a y ¢ nulla ]

Calcolare insieme di definizione A e di derivabilita B e calco-
lare il gradiente in B delle seguenti funzioni (importanti per il
sequito)

a) fi(x,y) = arctan(¥) ( A C R dire a parole cosa & questa
funzione)
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b) folx) = fla',....a") = /(@) + -+ (V) (ACRY;
dire a parole il nome di questa funzione e scrivere il gradiente
in termini di questo nome ... )

[ fi(z,y) e " argomento principale ¢ in coordinate polari del
punto P che ha (z,y) come coordinate cartesiane se il punto P
appartiene al semipiano S = [z > 0]

N. B. Qui e in seguito scriveremo spesso notazioni brevi come
[z > 0] invece della notazione completa {(z,y) € R? : x > 0}

1l gradiente di fi(x,y) & Vfi(x,y) = (ﬁ, #)

fa(x) = ||x|| € la norma del vettore x € R", definita e conti-
nua in R".
E derivabile solo in R™ \ {0}, e se x # 0 il suo gradiente &
Vi(x) = 1
(se n = 1 ritroviamo che la funzione modulo & derivabile eccetto
che in zero con derivata ¢ = sgn () = {1 ser = O)
* -1 sex <0

]

Data la funzione f : R? — R* definita da

flEnyVZ; y2_22
_ | L@y 2) | _ yz
fz,y,2) = fi(:c,y,Z) |l

fa(z,y, 2) Tz

calcolare la matrice jacobiana J¢(z,y, z) in un punto generico
di R? e dire se la funzione ¢ differenziabile in (ogni punto di)
R3.

[ La matrice jacobiana (matrice 4 x 3) ¢

0 2y —2z
0 =z Y
Yy T 0
z 0 T
La funzione e differenziabile perché tutte le derivate parziali
37’2_ (t=1,...,4,7=1,...3) sono continue. |
Date le funzioni f : R — R3 e g : R* — R definite da f(t) =
x(t) t
y@®) | = (1—-¢t]|, g(z,y,2) = 2%+ y*> — 2? calcolare la
z(t) 2t

derivata di a(t) =go f: R —> R
i) direttamente, scrivendo esplicitamente la composta
ii) usando il teorema di differenziabilita delle funzioni com-
poste
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Verificare che e definita anche la funzione h = fog, specificarne
dominio e codominio, scriverla esplicitamente e calcolarne la
matrice jacobiana.

[ alt)= =22 =2t +1,d/(t) = —4t — 2,
Jg(l',y,Z) = Vg(x,y,z) = (2$,2y, _22) )

1
Jr(t) =1(t) = | -1/,
2
2(t)) Jg(t) t),y(t), 2(t)) - £'(t) =
(2t,2 — 2t, —At) ( — 4t —2
x? —|—y — 22
fog: R — R f(z,y,2) = |1—2a? y+z , con
202 + 2% — 222
20 2y =2z
matrice jacobiana J¢(x,y,2) = | =22 -2y 2z | |
dr 4y -4z
Date le funzioni f : R — R? e g : R® — R definite da
x(t) Rcos(t)
f(t)=y®) | = | Rsin(t) | , g(z,y,2) = (2* + y*)z
2(t) kt

calcolare la derivata di a(t) = go f: R — R
i) direttamente, scrivendo esplicitamente la composta
ii) usando il teorema di differenziabilita delle funzioni com-
poste
Verificare che e definita anche la funzione h = fog, specificarne
dominio e codominio, scriverla esplicitamente e calcolarne la
matrice jacobiana.

[ a) aft) = R%ta()
Jg(l’,y7 ) VQxya =

k R?*
xz 2yz % +1?)) ,

(2
—Rsin(t
Je(t) =1'(t) = Rcos )

Jo(@(t),y(t), 2(t)) Jy(t) R o )) ,2(1)) - F(t) =
(2Rkt cos(t), 2Rkt sin(t), R?) | Rcos(t) | =k R?
k

Rcos((m2 + yz)z)

fog : R? — R3¢ definitada f(x,y, z) = | Rsin((z* + Y %)z)
k(x? +y?)z
e la sua matrice jacobiana (matrice 3 x 3) ¢ data da ... |



MASSIMI E MINIMI LIBERI DI FUNZIONI SCALARI DI PIU
VARIABILI

NOTA.
Il Criterio di Sylvester per determinare se una matrice quadrata n xn
simmetrica A ¢ definita positiva/negativa, basato sul segno dei minori
principali di una matrice, puo essere posto in una forma semplice nel
caso di funzioni di due variabili (n = 2), caso nel quale si riesce sempre
a determinare il carattere della matrice

Data una matrice 2 x 2 simmetrica A = Z l;) il suo determinante ¢
det (A) = ac — b%, mentre la
TRACCIA di A ¢ la somma degli elementi diagonali:

Tr (A) =a+ec.

Data una matrice 2 x 2 simmetrica A si hanno i seguenti casi.

e Se det (A) < 0 allora A ¢ indefinita.

e Se det (A) > 0 allora A ¢ definita positiva [rispettivamente
negatival se Tr (A) > 0 [rispettivamente Tr (A) < 0]

e Se det (A) = 0 la matrice non & definita (positiva o negati-
va) ma € comunque una matrice semidefinita: A & semidefinita
positiva [rispettivamente semidefinita negativa] se Tr (A) > 0
[rispettivamente Tr (A) < 0].

Si noti che se n > 3 e il determinante si annulla, non ci sono criteri
altrettanto semplici e spesso non si riesce a determinare il carattere di
una matrice.

Inoltre attenzione, in due dimensioni una matrice definita positiva
o negativa ha sempre determinante positivo (e se il determinante &
negativo la matrice & indefinita), ma ad esempio in dimensione 3 una
matrice definita negativa ha determinante negativo.

(1) Data la funzione di due variabili f(x,y) = 23+ 3z* + 2 \zy + y*
trovare il valore di A\ tale che il punto (%, —%) sia un punto
critico di f. Per tale valore trovare eventuali altri punti critici
di f, e per ogni punto critico specificare se si tratta di punto di

minimo, massimo o sella.

[ Vf(z,y) = (32® + 6z + 2)\y,2\x + 2y) = (0,0) se e solo
se y = —Az. (%,—3) ¢ punto critico se A = 2. Per tale
valore i punti critici sono i punti P, = (0,0), punto di sella
poiché la matrice hessiana ha determinante —4, e P, = (%, —%),
punto di minimo relativo (stretto) poiché la matrice hessiana

ha determinante 4 e traccia 12 |



(2)

Data la funzione di due variabili f(z,y) = 2% + y* — 2y* —

48x + 18y trovare i punti critici di f, specificando se si tratta
di punto di minimo, massimo o sella.

[ Vf(x,y) = (32?2 —48,3y*—15y+18) = (0,0) se e solo se v =
+4, y = 2 oppure y = 3. I punti critici sono dunque P, = (4, 3),
Py = (—4,3), Py = (4,2), P, = (—4,2). La matrice hessiana
H(z,y) ¢ diagonale con gli elementi diagonali (6x,6y — 15).
Il punto P; e un punto di minimo locale stretto, la matrice
hessiana essendo diag (24, 3), il punto P; & un punto di massimo
locale stretto (diag (—24,—3)), i punti P, ( diag (—24,3)), P; (
diag (24, —3)) sono punti di sella, essendo det H < 0. |

Data la funzione di due variabili f(z,y) = 2 + y3 — 422 — 3y?
trovare i punti critici di f, specificando se si tratta di punto di
minimo, massimo o sella. Trovare estremo superiore ed inferiore
della funzione e dire se ha massimo e/o minimo assoluto su R?.

[ Vf(z,y) = (423 — 8z, 3y* — 6y) = (0,0) se e solo se x = 0
ox==+v2,y=0oppure y = 2. I punti critici sono dunque
P = (0,0), P, = (0,2), Psy = (£v2,0), Psg = (£v2,2). La
matrice hessiana ¢ diagonale con gli elementi diagonali (1222 —
8,6y — 6) e si deduce allora che P; & punto di massimo locale
stretto, P», P3 e P, sono punti di sella, mentre P5 e P sono
punti di minimo locale stretto.

La funzione non ha massimi né minimo assoluto, perché

SUD(y y)er2 = +00, Inf(yy)erz = —00 .

Infatti lungo la retta x = 0 la funzione vale f(0,y) = y* — 3y
e la funzione g(y) = y* — 3y* ha immagine (—oco, +00). |

2

Data la funzione di due variabili f(z,y) = z*+2%y*+y* trovare
i punti critici di f, specificando se si tratta di punto di minimo,
massimo o sella. Trovare estremo superiore ed inferiore della
funzione e dire se ha massimo e/o minimo assoluto su R2.

[ Vf(z,y) = (423 + 2xy?, 4y + 22%y) = (0,0) se e solo se
r =y = 0. Il punto critico ¢ dunque (0,0). La matrice
hessiana ha entrate Hy; = 1222 + 2y*, Hy5 = Hyy = 4y,
Hy5 = 12y* + 222, e ha determinante nullo. Ciononostante
si puo vedere che 1’ origine ¢ punto di minimo, non solo dall’
analisi della funzione (che e nulla solo se z = y = 0 e positiva
altrove), ma anche dal criterio basato sul carattere della matrice
hessiana in un intorno di un punto critico: essa ¢ semidefinita
positiva in un intorno del punto critico (in questo esempio in
tutto R?) avendo determinante 132 z%y* + 24 2% + 24y > 0 e
traccia 14 2% + 1442 > 0.
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L’ origine (0,0) & (1" unico) punto di minimo assoluto, perché
in tale punto la funzione e nulla, mentre negli altri punti di
R? & positiva. La funzione non ha massimo assoluto perché
SUP(,. g2 = 100, basta studiare g(z) = f(z,0) = 2*. ]

Data la funzione di due variabili f(z,y) = & + %+ y trovare i
punti critici di f, specificando se si tratta di punto di minimo,
massimo o sella.

[ Vf(z,y) = (;—28%—%, —7+1) =(0,0)seesoloser =4,y =2.
La matrice hessiana ha entrate H;; = i—g, Hyo = Hyy = ;—21,
Hyy = Z—?f, in particolare nel punto (4,2) si ha che Hy; = }l,
Hyp = Hyy = 5, Hyp = 1. Essendo quindi definita positiva si
deduce che I’ unico punto critico ¢ punto di minimo. ]

Data la funzione di tre variabili f(x,vy,z) = —22% — 2y — 24> +
5z + 5y — 2% + 2z individuare i punti critici di f, specificando
se si tratta di punti di minimo, massimo o sella.

[ L’ unico punto critico ¢ il punto (1,1,1), ed ¢ un punto
di massimo relativo (stretto) perché la matrice hessiana, con
minori principali —4, 15, —30 ¢ definita negativa |

Data la funzione di tre variabili f(z,y,z) = 2* + 2% + y* + 22
trovare i punti critici di f, specificando se si tratta di punto di
minimo, massimo o sella.

| Vf(z,y,2) = (423 + 322,2y,22) = (0,0,0) se e solo se
y=2z=0, 2 =0 oppure x = —%, i punti critici sono dunque
P =(—2,0,0)e P, =(0,0,0). Lamatrice hessiana ¢ diagonale
con gli elementi diagonali (12z* + 6x,2,2). Nel punto P, &
diag (%, 2,2), definita positiva perché i minori principali sono
tutti positivi, quindi P, ¢ di minimo relativo (stretto). In P,
e diag (0,2,2) con determinante 0, quindi non si puo decidere
in base ad essa. Osservando pero la funzione si deduce che I’
origine e un punto di sella, perché la restrizione di f all” asse = &
g(e) = f(£,0,0) = et + &3, strettamente crescente in un intorno
di 0 (con un flesso in 0). |

Data la funzione di tre variabili f(z,y, z) = 22 —224+22y—/2y%2
trovare i punti critici di f, specificando se si tratta di punto di
minimo, massimo o sella.

[ Vf(z,y,2) = (—22+2y,20—2v2yz,22—+/2y?). Siannulla
nei punti Py = (0,0,0) ¢ P o = (£1,+£1, %) La matrice hes-
siana ha entrate H171 = —2, HLQ = H2,1 = 2, H173 = H3,1 =0
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(10)

Hop = =222, Hyy = Hyo = —2/2y, H33 = 2. Si puo
dedurre che tutti i punti critici sono di sella osservando che il
determinante ¢ non nullo (=8 in Py, —32 in P, ), quindi gli
autovalori non sono nulli; in particolare non & possibile che la
matrice sia semidefinita (positiva o negativa) senza essere de-
finita (positiva o negativa). D’ altra parte gli autovalori non
possono avere tutti lo stesso segno perché non ¢ verificata la
condizione necessaria e sufficiente di definita positivita, minori
principali tutti positivi, né quella di definita negativita, minori
con segno alterno —, +, — in questo ordine. Nel nostro caso i
minori principali sono —2, —4,—8 nel punto Fy, —2, 0,16 nei
punti Py o. |

Data la funzione di due variabili f(z,y) = xy trovare i punti
critici di f e specificare se si tratta di punto di minimo, massimo
o sella. Trovare poi il massimo e il minimo assoluti di f sull’
insieme B = {(7,y) € R?: 2% + 42 < 1}.

[ Essendo Vf(z,y) = (y,z), I’ unico punto critico in tutto
R? della funzione ¢ P = (0,0), che & un punto di sella, dato che
la matrice hessiana ha determinante —1 ed ¢ quindi indefinita.
Per il Teorema di Weierstrass, essendo B compatto e f continua,
esistono punti di massimo e minimo assoluto di f in B. Se un
punto di estremo si trova all’ interno, cio¢ in B = int (B) =
{(x,y) € R? : 22 + y*> < 1}, deve essere un punto critico, e
abbiamo visto che I’ unico punto critico € un punto di sella.
Ne segue che i punti di massimo e minimo assoluti sono sulla
frontiera, cioe sulla circonferenza C' = {(z,y) € R? : 22 + y* =
1}, che ¢ immagine della funzione a(t) = (cos(t),sin(t)), 0 <
t < 27. Studiando la funzione composta f o a(t) = cos(t) sin(t)
in [0, 27] si osserva che il massimo e %, assunto nei punti 7, %,
che a manda nei punti (:I:\/L§7 :I:%), che sono quindi punti di
massimo assoluto per f su B, mentre il minimo e —%, assunto
nei punti 27, %r, che o manda nei punti (:F\/ig, j:\/iﬁ), che sono
quindi punti di massimo assoluto per f su B. |

NOTA Per problemi di massimi/minimi assoluti di funzioni
definite su insieme compatti vedi la sezione su massimi e minimi

vincolati.

Determinare massimi e minimi, relativi ed assoluti, della fun-
zione f(z,y) = 2* + zy + y°.

[ L’ unico punto critico & I’ origine, ed & un punto di minimo

perché la matrice hessiana (? ;) e definita positiva. Tale
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(12)

(13)

11

punto € anche di minimo assoluto, perché f(0,0) = 0 e altrove la
funzione ¢ sempre positiva. Infatti f(z,0) = 22, mentre per ogni
y # 0 fissato il trinomio (nella variabile z) x2+zy-+y* ha sempre
segno positivo, essendo il discriminante y* — 4y* = —3y* <0 .

]

Determinare massimo e minimo assoluto della funzione
2,2, —x2y?
f(z,y) = 2%y’

[ Postot = z%y*> >0, e g(t) =tet, la funzione si puo
scrivere come f(z,y) = g(z%y?).

Studiando la funzione g¢(t) = te~t in [0, +00), si vede che
g (t) = (1 —t)e~t, quindi g cresce da x = 0, con g(0) = 0,
ax = 1, con g(1) = e !, e poi decresce in (1,+00), con
lim, 400 g(t) = 0, ha quindi in [0, +00) un minimo assoluto
in t = 0, con valore 0, e un massimo assoluto in ¢ = 1, con
valore el

Ne segue che il minimo assoluto di f ¢ 0, ed e assunto nei punti
con t = x%y? = 0, cioe sugli assi cartesiani, mentre il massimo
assoluto ¢ e~ ! ed ¢ assunto nei punti con t = x%y* = 1, cio®

nei punti delle iperboli zy =1 e xy = —1. |

Determinare i punti critici della funzione
f(z,y) = ylog(y+42?) , specificandone la natura (massimo,
minimo o sella).

[ L’ insieme di definizione della funzione ¢ D = [y > —42?],

insieme dei punti che stanno sopra la parabola y = —4a2.
Il gradiente ¢ Vf(z,y) = (yiﬁ%log(y +4z%) + sier) e s

annulla in P; = (0, 1) e nei punti P}" = (+1,0).

8y(y—4z?) 3223
(y+4x2)2  (y+4x2)2

3223 y+8x
(y+4z2)2  (y+42?)2

La matrice hessiana & Hy(x,y) = <

8

Essendo Hy(0,1) = (0

un punto di minimo.

Essendo Hy(+1,0) = <

2) definita positiva, il punto P; e

0 +4)\. L R
4 9 ) indefinita, i punti P;- sono
punti di sella. |

Data la funzione di due variabili

flz,y) = 2% + 32 + day — 4o + y* — 2y

trovare i punti critici di f, e per ogni punto critico specificare
se si tratta di punto di minimo, massimo o sella.

[ P = (0,1) punto di sella, P, = (%, —3) punto di minimo
relativo (stretto). ]
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(14) (esercizio pit impegnativo) Data la funzione

fle,y) =@ +y* = 4)(y—a), a=0

a) Determinare i punti critici di f al variare di a > 0.

b) Studiare la natura dei punti critici (massimo, minimo o sella)
nel caso a = 2.

c¢) Studiare la natura dei punti critici (massimo, minimo o sella)
nel caso a = 1.

[ falzy) =22(y —a), fy(z,y) =2y(y —a) +2® +y* —4 =
3y? — 2ay + 2% — 4.
Il gradiente si annullase z = 0, y =
y=a, x==1v4—ad’
Nel caso in cui |a] = 2, y = a si ottengono i punti (0,42), gia
etVai1s _ 2 (12) +12)
3

Quindi se |a| > 2 ci sono due punti critici (0, “i” 3 “+12) mentre
se |a| < 2 oltre ai precedenti ci sono altri due punti critici
(V4 — a?,a) e i punti critici sono quattro.

b) La funzione ¢ f(z,y) = (2?+y*—4)(y—2) e come visto ha

(0, 224522) cio & P = (0,2), P, = (0, -2).

/a2
GEVEH2 oppure se [a] < 2,

ottenuti nel caso z =0, (y =

i due punti critici

Le derivate seconde sono f,, = 2(y — 2), foy = fyu = 2,
fyy = 6y — 4.

Nel punto P, = (0, —%) esse valgono fo, = =%, foy = fye =0,
fyy = —8, e tale punto ¢ di massimo locale stretto perché la

matrice hessiana e definita negativa.

Nel punto P; = (0, 2) le derivate valgono f,, =0, foy = fyz =0,
fyy = 8 e non si puo decidere in base all” analisi della matrice
hessiana.

Tuttavia il punto P; = (0, 2) & un punto di sella perché se calco-
liamo la funzione nei punti (24/¢,2 =+ ¢), arbitrariamente vicini
al punto (0,2), otteniamo valori (+¢) (4e & 4e + €%), positivi o
negativi a seconda del segno scelto se ¢ > 0 ¢ sufficientemente
piccolo.

c) La funzione ¢ f(z,y) = (2 +y*—4)(y—1), come visto ha
punti critici P, = (0, H*/?}JFT) (0, 1+§ﬁ), P, =0, 1—@)
0,58y, Py = (VA—1,1) = (v3,1), P, = (—V/4—1,1) =
Le derivate seconde sono f,, = 2(y — 1), fuy = fu = 2z,
fyy = 6y — 2.

Nei punti Ps, P, = (:I:\/g,l) si ha che f; = 0, foy = fyo =
+24/3, fyy = 4 ed essendo negativo il determinante della ma-
trice hessiana tali punti sono punti di sella.

Nei punti P;, P, le derivate seconde valgono f,, = %ﬁ,
foy = fye = 0, fyy = £2V13, e il determinante ¢ positivo, con
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traccia positiva in P;, che ¢ quindi un punto di minimo loca-
le stretto, e traccia negativa in P, che ¢ quindi un punto di
massimo locale stretto |
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INTEGRALI DOPPI

(1) Calcolare I integrale doppio [ [, e*™¥ dzdy, D = [0,1] x [0,1]

[ Essendo e*t¥ = e¥e¥ a variabili separabili il calcolo &
immediato: fol e’ dx fol eVdy = (e —1)? ]

(2) Calcolare 1" integrale doppio [[,z cos(zy) dzdy, D = [0, %] x
[1,2]

[ Conviene calcolare prima 1" integrale in dy e poi quello in dzx:

f dx f1 x cos(zy) dy = fo dx[sin(zy)] |47 = fog(sin@x) —

1 2l ]
2 2

sin(z)) dz = [—1 cos(2z) + cos(2) ] | ;_¢ =

1
V2

(3) Calcolare I integrale doppio [, ﬁ dxdy, D = [0,1] x [0, 1]

[ fol dr 2 fol H% = fol dx 2l arctan( )y i
fol x arctim( r) dr = (per parti) %- arctan [0—% fol 2111,/,21
h 0 e e
us
i~z |

(4) Calcolare I” integrale doppio [ [, «* e”Y dedy, D =[1,2]x|[1,3]

[ Calcoliamo prima I’ integrale in dy e poi quello in dz (si noti
che seguendo I’ ordine inverso si arriva ad integrali non calco-
labili in termini di primitive elementari) e scriviamo 2% = z z?

per motivi che saranno chiari:

Jrdue [lae™vdy = [Fdva [V = [lale —e*) do
[%63902 _%ex ]5:%: le 12 ée3 §e4+%e ]

(5) Calcolare I integrale doppio [, x dxzdy,
D={(z,y) eR*: 1<z<2, e <y<e’}

fldxxf dy—flxe —ze*dr = [Le”
zet —e? — e ]

Lo
2¢

(6) Calcolare 1" integrale doppio [, % dxdy, dove
D={(z,y)eR*:1<y<e,1<z<y}

[ J7dy l yloga: dm_fldyllog 2 =

log®(y) jy=e _ 1 ]
6 yzl 6
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(7) Calcolare I integrale [ cos(y)e*dxdy,
D={(x,y) eR*:0<y<Z;0<ax<sin(y)}

| fog dy cos(y) fOSin(y) e’ dr = fog(esm(y)—l) cos(y) dy = e—2
]
(8) Calcolare 1" integrale doppio [/, 75 dedy  dove
D={(z,y) e R? : 2?2 +3 <y < 4z}

[ Nelle disuguaglianze che definiscono D ¢ implicito che z? —

4r+3<0equindi 1 <z < 3; f13 dr x fj;+3j_% = f13(4x\/__

9) Calcolare I’ integrale doppio 3x° —4x°)dx ove
(9) Calcolare I’ grale d ffD(2 423) dzdy d
D={(z,y) eR? : 2 <y <2’}

[ Nelle disuguaglianze che definiscono D ¢ implicito che
z? < 2 equindiz >0, x <1, cioe 0 <z < 1; f01d$(3x2 —
a3 o
) [ d = Jy (@ = 2%)(30 — 40%) da = §(&” — ")2}z= = 0

(10) Calcolare 1" integrale doppio [ [, arctan(x) dzdy, dove

D:{(I,y)ERQ:0§x§1,1+2<y<1}

fol dx arctan(z) f% dy = fol arctan(z) (1 — ) do =

arctan?(z) 71

[ © arctan(z) — 5 log(1 + %) — =252 [ |§ = T — 3 1og(2) — 5

]

(11) Calcolare I’ integrale doppio f [, arcsin(z) dedy  dove

D={(z,y) eER? : 0< 2 <3, 7= <y< 5}

2
[ J;? dz arcsin(z) [ T dy = I arcsin(x)ﬁ de = [Stdt =

vV 1—xz2

7 |

(12) Invertire I’ ordine di integrazione nell’ integrale iterato ff dx fo‘r2 f

per una funzione continua ( cio¢ esprimere il dominio sem-
plice @ = {(z,y) € R? : 1 <z < 2,0 <y < 2%} co-
me dominio semplice del tipo Q = {(z,y) € R? : a < y <
b, hi(y ) < x < ha(y)} e conseguentemente scrivere 1’ integrale
come f dy fhz(y) f(x,y)dz ). Applicare il risultato al calcolo

dell” integrale doppio su 2 della funzione f(z,y) = 26 =

(z,y) dy



[ Essendo max{z?:1 <z <2} =4, lay varia nell’ in-
tervallo [0,4], mentre per y fissato la  dovra essere minore o
uguale a 2 e maggiore o uguale sia a 1 che a |/y.

Quindi Q = {(z,y) € R* : 0 <y <4, max{l, /y} <z <2}
e,essendo\/ﬂglse()gyg1,\/§218e1§y§4siha0he
Q=[0<y<1,1<x<2]U[1<y<4, Jy<a<2]

.1 2 z? 1 2 4 2
equindi [ dv [ f(z.y)dy = [y dy [ f(z.y)de+[] dy [ f(@,y)dz.
Se f(z,y)
F(x,y) = e=,e si ottiene
fo 26 B dxdy = fo F(1,y) dy+f1 2,9)—F(yy,y)ldy =
fo ez —e” dy—i—fl e —e \fdy—fo ez dy fol e Ydy—
f14 e V¥ dy = (nell’ ultimo integrale effettuiamo la sostituzione
y=1t2dy=2tdt, 1 <t<2) =[-2e2 ]2 +[eV] |} +
[2te ] |3 + [26*'5] 2==-2?42+e ' —1+4e? -2 +
2e?—2el=4e?+1—-3e! ]

—y . oy . . N .
“e7= , la primitiva rispetto a x ¢ la funzione

L‘ I

CAMBI DI VARIABILE

Calcolare I’ integrale doppio . e % dzxdy, dove S e il trian-

golo={(z,y) eR? : 2>0;y>0;x+y<1,}

[ Dato che la somma x 4 y compare sia nell” insieme di inte-
grazione che nella funzione integranda si puo provare un cambio
di variabile in cui tale somma sia una delle nuove variabili, ad

r+y=u
r=0v
Affinché sia una funzione biunivoca dobbiamo poter ricavare
x ey in funzione di u e v, e questo ci dara anche il determinante
jacobiano che compare nella formula di cambio di variabile

[fs (. y) dady = [f f(w(u,v),y(u,v))|det FED| dudy

dove ggu"z) indica la matrice jacobiana della funzmne r(u,v)

€s.

di componenti z = z(u,v), y = y(u,v) e T =r~(S) &1 insieme
S descritto nelle nuove coordinate u,v (mentre S = r(7)).

Abbiamo gia la x in funzione di u, v, mentre sottraendo m. a
m. le equazioni x + y = u , * = v otteniamo y = u — v.

La matrice jacobiana di r(u,v) = { o(u,v) = w
ylu,v) = u—v
e (1) _11 e ha come determinante —1 e modulo del determi-
nante 1.

Inoltre le condizioni che definiscono S tradotte nelle nuove
coordinate dicono che v (=z) >0, u(=z+4+y) <lL,u—v(=
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(15)
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y) >0 cioe u>wv. Nesegue che T'=[0<u<1;0<wv<u]l,
insieme semplice. Di conseguenza 1’ integrale si calcola come
fol du [} % dv = fol % udu = fol tan(u) du =
—log(cos(u)) |“=) = —log(cos(1)) ]
Calcolare 1’ integrale doppio [/, s dxﬂiy, dove S e il quadrilatero
=z <y<2r;2-2r <y <2-—z]| delimitato dalle rette
y=ux,y=2x,y=2—2x,y=2—1x (disegnare le rette per
visualizzarlo).

[ Si osserva che > 0, essendo x < 2z, e inoltre se x = 0
nessun y verifica entrambe le due equazioni (dalla prima y = 0,
dalla seconda y = 2). Ne segue che nell’ insieme considerato
x > 0 e dividendo per z > 01" insieme puo essere descritto come
[1<2<2;1< Z;—y < 2]. Viene in mente di porre quindi

=

2—y

xX
diventa il quadrato T'=[1<u<2; 1 <v <2].

Affinché sia una funzione biunivoca dobbiamo poter ricavare
x e y in funzione di u e v, e questo ci dara anche il determinante

jacobiano che compare nella formula di cambio di variabile.
2

, in modo che nelle nuove coordinate u,v 1’ insieme

Sommando m. a m. si ottiene v +v = 2, quindi x = -2, ¢
o T u+v
allora y = zu = 7. )
. . . . u,v) = -—
La matrice jacobiana di r(u,v) = { (u, 0) urv
(w,v) = 25
u+v
=2 =2
. p} 2 . 4
o | (g wio)® ) o ha come determinante 24tV — 4
v _=2u (utv) (utv)
(utv)?  (utv)?

Essendo T = [1 <u < 2; 1 <wv < 2] il nuovo insieme di
integrazione, 1’ integrale si calcola come

utv)? 2 2 du
ffT : 8u) (u—‘fv)3 dUdU = fl dU 1 g_u = %10g(2) ]

COORDINATE POLARI

Calcolare 1’ integrale doppio [ [, zydxdy, dove D = {(x,y) €
R?: 22 +4°<1,0<y<uz}

[ In coordinate polari x = pcos(d),y = psin(d), con le con-
dizioni a priori 0 < p < 400, 0 < ¥ < 27 (oppure —7w < 9 < 7),
dxdy = pdpdd, e per I insieme D siha 0 < p <1,0 <9 < 7.
Si deve quindi calcolare

fol pdp [, sin(V) cos(9)dv) =

[=FNE}

. v=
138’ () y=g =15 ]
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(16) Calcolarel” integrale doppio [, e *¥* dwdy, dove D = {(z,y) €
R?: 22+ <2, 2 <y}

[ In coordinate polari x = pcos(d),y = psin(d), con le con-
dizioni a priori 0 < p < 400, 0 < ¥ < 27 (oppure —7 <
Y < ), dedy = pdpdd, e per I’ insieme D si ha 0 < p < /2,

S
2<0< %71’. Si deve quindi calcolare foﬁ pe?” dp f%‘* dy =

e 1= =5 - 1)

(17) Calcolare gli integrali doppi  [[, xy*dady ,  [[,, xy* dedy
dove Dy = {(z,y) € R? : 2 +¢> <1, x> [y|}, D2 = {(z,y) €
R*: 22+ y?<1,2>y}

[ In coordinate polari x = pcos(d),y = psin(d), con le con-
dizioni a priori 0 < p < 400, 0 < ¥ < 27 (oppure —7 < ¥ < 7),
dxdy = pdpd?d). Le condizioni su p sono 0 < p < 1 per entrambi
gli insiemi.

Per I” insieme D si ha —% <9 < 7, mentre per I insieme
D2siha—§w§ﬁ§§.

Si deve guindi calcolare, per Dy, I’ in‘cegralqr
Jo phdp [ sin?(9) cos(W)di) = L 4 [sin*(9)];_*

L(;_(_ 1 )) = 2 __ _1__ 2
15\ (v/2)3 (V2)3 15v/8 ~ 15v2 30"

Per D, si procede analogamente; 1 varia tra —%ﬂ' e %ﬂ', ma il
e 300) : 3 1 L1
valore di sin®(+J) ¢ lo stesso in —37 e —37, vale %= "3/

quindi 1" integrale ha lo stesso valore. |

(18) Sia B = {(z,y) eR*:2<a*+¢y* <3;0<y < x}.
Calcolare I integrale doppio  [[, 2 log (1 + a* +y*) dzdy

[ Usiamo coordinate polari:

x = pcos(V), y = psin(?), dedy = pdpdd
A priori 0 < p < 400, 0 < ¥ < 2. Nel nostro caso v2 < p <
\/§, 0<9< % e I’ integrale si calcola come

Jordo f\/\/;pQ log(1 + p?) dp.

L’ integrale fog 1d9 vale [J] Zig = 7 mentre I integrale in-
definito [ 2p log(1 + p*)dp si puo risolvere con la sostituzione
1+ p? =t, 2pdp = dt, ottenendo
Jlog(1+p*)2pdp = [log(t) = (per parti) (tlog(t) —t)
(1+p*)log(1 +p?) = (1 + p?)

In conclusione si ottiene

[[g 21log (142 +y?) dedy =
2 (14 p?)log(1+p?) — (1+p%) | =8 =
E(41og(4) — 3log(3) — 1) |

Bl
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Sia B={(z,y) e R*: 2® +3* < (5)*; 0 <z < y}.
Calcolare I integrale doppio [ [, cos (v/x? + y?) dxdy

[ Usiamo coordinate polari:

x = p cos(V), y = psin(I), de dy = pdpdd
A priori 0 < p < 400, 0 < ¥ < 27.

Nel nostro caso I’ insieme B ¢ descritto in coordinate polari
come

B = [% <P < g; 0<p< g] e 1’ integrale si calcola come

JZ i [* p cos(p) dp.
L’ integrale fg 1d9 vale [¢] Zi 7 — ) mentre |” integra-

le indefinito f p cos(p)dp si puo risolvere per parti ottenendo
[ p cos(p)dp = psin(p) + cos(p). In conclusione si ottiene

5 cos(V/a? +y?) dady =

(5 — ) [ psin(p) + cos(p) | "=5 =

—(z-t

INETSIE

Calcolare 1" area dell’ insieme D = {(z,y) € R? : 2% + ¢* <
%, 0<z<1,}.

[ In coordinate polari x = pcos(d),y = psin(d), con le con-
dizioni a priori 0 < p < 400, 0 < ¥ < 27 (oppure —7 < 9 < 7),
dxdy = pdpdi? e per I’ insieme D si ha che, essendo cos(¥) po-
sitivo, —5 <9 < 3.

Dovendo essere contemporaneamente 0<p< COS( 1,0 <p<
1 —T <<

2 : 2y @y S —gS<U<

2 sihache 0 < p <min (—, %) = { ( 6

V3 @) V3 2 s -I< 192 <

Si deve qumdl calcolare f dy focosw) pdp+ (f s + fzg) (Jop

2fo6d79f0wbw)/)dﬂ +2f dﬂfo pdp—f—l— o7 |

Calcolare 1" area dell’ insieme D = {(z,y) € R? : 2% + ¢y* <
2 >1}
5, T > 1}

[ In coordinate polari x = pcos(d),y = psin(¥), con le
condizioni a priori 0 < p < 400, 0 < ¥ < 27 (oppure —7 <
v < ), dedy = pdpdd. Per I’ insieme D si ha che pcos(¥) >
1, e sia p che cos(¥) sono positivi. Conviene esprimere p in
funzione di 9, e determinare invece dalla relazione che esprime
¥ in funzione di p il minimo e massimo valore di ¥, che variera

poi tra estremi fissi: essendo cos(¥) > 1 > min Ll =3
p 0<p< 75 p 2

vl
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(22)

(23)

: : s s 1 2
si ottiene —% <9 < %, o) g p<
Si deve quindi calcolare f o [ Co‘:(ﬁ) pdp = %W — \/Lg ]

Calcolare gli integrali doppi  [[,(z*+y?) dzdy , [[, 9/ 2? + y* dzdy

dove D = {(z,y) e R?* : (z —2)*+¢y* <4,y >0}

[ Nel primo integrale conviene usare coordinate polari cen-
trate in (2,0), x = 2 + pcos(¥),y = psin(V), (con le condi-
zioni a priori 0 < p < 400, 0 < ¥ < 2w, dedy = pdpdd,)
nel nostro caso O < p <2 0 <Y < 7wel integrale vale

Jo dv fo [(2+ pcos(9))? + (psin(V))?] dp = (essendo [ cos(¥)d) =

0) 7rf02(4p + p¥)dp = 127.

Nel secondo invece, per evitare un integrando che contiene la ra-
dice, conviene usare coordinate polari centrate nell’ origine, x =
pcos(d),y = psin(¥), con le condizioni a priori 0 < p < +0o0,
0 <9 < 27, dedy = pdpdd. In questo caso le condizioni sul
dominio sono sin(d) > 0, (pcos(d) — 2)? + (psin(9))? < 4, cioe
p? < 4pcos(V) (che implica cos(¥) > 0) e si ottiene 0 < 9 < I,
0 <p <4cos(v).

Bisogna allora calcolare I’ integrale f(]% dd f4COS 9p*dp = fog 192 cos?(9)dv

= 192 fog(l — sin?(9)) cos(9)d¥ = 192(sin(9) — %sing(ﬁ)ﬂg =
128 |

Calcolare 1’ area e il baricentro (supponendo densita costante)
della figura D = {(z,y) € R? : 2/22 + y2 < x + 2}.

[ Trasformiamo le condizioni che definiscono il dominio ele-
vando al quadrato: 4a?+4y* < 2% +4x+4, 3(2? —32)+4y> < 4
e completando il quadrato nella parentesi tonda (cioe aggiun-
gendo e toghendo = nella parentesi) si ottiene 3(x — —) +49% <
4 + 3 = 136. D1V1dendo per 1—6 si ottiene infine che I’ insieme
D e descrltto dalla dlsuguaghanza (= 5) + %— <1, cioe Del

2
3

interno dell’ ellisse con centro (
a=%2b=2

3 ek
Utilizzando le coordinate ellittiche x = 2 + apcos(¥) = 2 +
spcos(V),y = bpsin(v) = \%p sin(¥), con le condizioni 0 < p <

0) e semiassi

1,0 < ¥ < 27, I’ elemento di area ¢ dedy = abpdpdd e si calco-
la immediatamente I’ area dell’ ellisse, che & ab fo% dv fol pdp =
mab = 3 \/57 e il baricentro, che coincide con il centro di simme-

tria (3,0) ]
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INTEGRALI TRIPLI

(1) Calcolare I integrale triplo [[[, yz*e™* dxdydz dove
A=[0<z2<1;0<y<1;0<z<1]

[ Conviene calcolare 1" integrale usando il seguente ordine
nelle integrazioni:

fol dz fol dy fol yz2e™ dx = fol dz fol dy z (e®¥%) | 2=}
fol dzfol(zeyz —2)dy = fol(ez— l—2)dz=e—1—-1—

DO [ ||
Nt

= € —

(2) Calcolare I integrale triplo [[f, eV’ drdydz dove
A=[0<y<1;0<2<2y?;0< 2 <y]

[ Posto D =[0<y<1;0<ux<2y?] CR? integrando per
fili paralleli all” asse z il valore dell’ integrale ¢ pari all’” integrale
doppio [[,, dzdy eV’ e? Jdz=[[,y eV’ e® dady.

Usando le formule di riduzione su insiemi semplici nel piano
si ottiene allora che )

fff eyt dxdydz = fo dy ye¥’ 2y e*d fol yev (e’ —1) dy

g — et dy — (L — 3 | b = 16— e 1 |

8

(3) Calcolare I’ integrale triplo [[[, e* sin(z) dzdydz dove
A=[0<y<%;0<2<sin(3y); 3y <z <7

[ Integrando per strati si ottiene che

[[], € sin(z) dedydz = foﬁ dy ffA e’ sin(z) dzdz,

dove per ogni y fissato A, ¢ il rettangolo
Ay:[nggsin(?)y);?)ygzgg].
Ne segue che I’ integrale si calcola come
de fsmgy e’ dx f3 sin(z) dz =

f] (esm(3y) —1)cos(3y)dy—%(e—2)

(4) Calcolare il volume e il baricentro (supponendo densita costan-
te) del tetraedro T = {(z,y,2) € R®> : o > 0,y > 0,z >
0,r+y+z2<1}

[ Dalle condizioni che definiscono il dominio si possono rica-
vare gli estremi fissi tra cui varia ad esempio x, per poi espri-
mere y e z in funzione di z e integrare per strati, cioe con-
siderando T' = {(z,y,2) € R* : 0 <z < 1, (y,2) € D, =
{y,2) e R* : y > 0,2 > 0,y+2 < 1—z}. TIterando il
procedimento si arriva al calcolo del volume: [, dzdydz =

[y de [ dy [y de = f) da [0 1a7ydy—f0 [(1—

r)?—1(1— )]dx—§f0 x—lz)dx—QfO a? =2z +1)de = ¢

2
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Allo stesso risultato si arriva integrando per fili, cioe consi-

derando D = {(z,y) € R? : 2 > 0,y > 0,z +y < 1} e

T=A{(z,y,2) eR®: (x,y) €D, 0<2<1—z—y}

In modo analogo si calcola ad esempio 1" integrale fT rdrdydz =

2f0 m—lex—QfO — 22?4 z) dz = 5, e quindi la coor-
1

dinata x del baricentro sara 2+ = %, analogamente lo stesso

6
valore si ottiene per le altre coordinate del baricentro. |

Siano B = {(z,y) € R? : 2 < 2?2 +94> < 3;0 <z < y}e
A={(z,y,2) €R®: (z,y) € B; 0< z <2’ + 3} .
Calcolare I integrale triplo [[[, e* dzdydz

[ Integrando per fili si ottiene che
fffAeZd:vdydz:fdea:dyforyedz—ff e” T — 1) dady

Usando coordinate polari 1’ insieme B si puo descrivere come
B=[7<9<73; V2<p< \/3] e I’ integrale si calcola come

™

2 \/g s ™ = s
29 [ pler” =1 dp = (5-5)5(e” —p?) |2V = F(cP—e*-1)

4

]

Calcolare I’ integrale triplo [, log(v/a? + 22) dzdydz  do-
ve V={(r,y,2) eR¥: 1 <z?+22<e*;2<;0<y<

[ Posto D = {(z,2) e R* : 1 < 2?+ 2% <e€?; 2 < x}siha
che V = {(z,y,2) e R®: (2,2) € D; 0 <y < ﬁ e si puo
integrare per fili paralleli all’ asse y.

Inoltre in coordinate polari z = pcos(), z = psin(¥) ( con le
condizioni a priori 0 < p < 400, ® < ¥ < 7, drdz = pdpd? )
le condizioni che definiscono D sono 1 < p <e; —%71’ <P < %ﬂ'.
Integrando per fili paralleli all’ asse y si ottlene

[ dzdz log(vVa? 4+ 22) [ i dy = [}, toe Q:ELZ dxdz
= [ db [7 R dp = w(5 log(p)) ;5 = 57 ]

Calcolare I integrale triplo [[[,, zdzdydz dove V = {(x,y,2) €
R3:2—2<a?+4+¢y? <2222}

[ Nelle disuguaglianze ¢ implicito che 2 — 2 < 2z — 2%, cioe
che 1 < z < 2. Si puo allora integrare per strati ottenendo
[[f, zdedydz = ff dz z [, drdy = f12 dz z Area (D), dove
per ogni z fissato D, ¢ la corona circolare D, = [2 — z <
2 +y? <2z—z2?]diarean[22—22—(2—2)] = w(—22+32—2).
1l valore dell” integrale & quindi [ m(—2% 4 32% — 22)dz = i

]
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Calcolare 1’ integrale triplo della funzione f(z,y,z) = z sul
dominio V = {(z,y,2) e R®: 0 < 2 < 1; xz—i—% <1+ 2%}

[ SiaD —{(xy)ER2zx2+y—2<1+z2}—{(x,y)E

R? : HZQ + (1+z2) < 1} 1 ellisse di semiassi a = a, = V1 + 22,

b="0b.=2V1+ 22 earea [, dedy =mab=m2(1+2%).
Integrando per strati perpendicolari all” asse z si ottiene
[[f, zdxdydz = fol dzz [, dedy = fol 2m2(1422%) dz =2m(i+

H=gr )

Calcolare il volume e le coordinate del baricentro del cilindro
omogeneo di altezza h e cerchio di base di raggio R: C =
{(z,y,2 € R*:0< 2 < h; 2 +y* < R?}

[ Essendo un solido di rotazione conviene usare le coordinate
cilindriche, = pcos(¥), y = psin(d), z = z, con le condi-
zioni a priori 0 < p < 400, —00 < 2z < 400, 0 < ¥ < 27
dxdydz = pdpdidz, e nel nostro caso 0 < ¥ <27, 0 < z < h,
0 < p < R. Siha allora che il volume del cilindro e dato dall’
integrale fOQF dy foh dz fOR,odp =21 h %2 = 7 R2h.

Le coordinate x e y del baricentro sono nulle poiché, essendo
[Zcos(W) d¥ = [Tsin(0)dv , & [ wdedydz = [, ydedydz =
0, mentre la coordmata z ¢ data da 011(0) fo% dv foh zdz fOR pdp
o R2 h2 _ TR2E2 h2 _h
R2h R2h 2 -

Il barlcentro e quindi il punto (0,0, %) come prevedibile per

ragioni di simmetria. |

Calcolare il volume e le coordinate del baricentro del cono omo-
geneo di altezza h e cerchio di base di raggio R: K = {(z,y,z €
R3:0<2<h;a?+y? < E2%)

[ Essendo un solido di rotazione conviene usare le coordinate
cilindriche, = pcos(¥), y = psin(d), z = z, con le condi-
zioni a priori 0 < p < 400, —00 < 2z < 400, 0 < ¥ < 27
dxdydz = pdpdddz, e nel nostro caso 0 < ¥ < 2m, 0 < z < h,
0<p< %. Si ha allora che il volume del cono e dato dall’
integrale 27w foh dz fo% pdp = ﬂl}f—j foh 2*dz = ZR’h.

Le coordinate z e y del baricentro sono nulle essendo |’ ) rdrdydz =

[y zdzdydz
vol (K)

(ER*h)- fK zdrdydz = (ER?*h) ' 27 foh dz z fg% pdp =
(z R2h B M3y = (TR2h) IR = 3, |

/, X ydxdydz = 0, mentre la coordinata z e data da
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(11) Siano r, R tali che 0 < r < R e sia T il toro, generato dal-
la rotazione di angolo 27 attorno all’ asse z del cerchio B =
B,((R,0)) di centro (R,0) e raggio r nel piano zz, di equazione
(r — R)*>+ z? < r?. Calcolare il volume di T e I’ mtegrale triplo

fffT \/dedydz

[ 11 volume del solido di rotazione 7', che in coordinate cilin-
driche ¢ descritto come T'= {(p,0,2) : 0 <9 < 27; (p,2) € B}
= {(p,0,2) : 0 <9 < 2m; (p— R)* + 22 < r?}, ¢ dato dall’
integrale f027r dV [ [, pdpdz = (essendo la variabile p muta pos-
siamo scriverlo, tornando alle variabili del dominio nel piano
xz) 27 [ [, wdxdz.

Usando le coordinate polari centrate in (R, 0), z = R+p’ cos(?'),
z=p'sin(v),0 < p <r, 0<9Y <27, edessendo f027r cos()dy =
0, si ottiene che il volume & paria 27 [ dp/ f d¥' p'(R+p' cos(V')) =
(2m)? [; ' Rdp' = (2m)? RT2 = 272 Rr?

Analogamente, essendo fo cos(¢¥)dy = 0, f cos*(9)dy =

Vi) cos)2r — 7 1 integrale trlplo vale 2 [ pPdpdz =

o [ [y aPdedz = 27 ] dpf f% AV’ p'(R+p 008(19’)) =

2 (27 [ p'R2dp' + 7 ] p°dp’) = 27T2R27“2 + I 7
OSSERVAZIONE: il volume ¢ (27 R)7r? come ci si pud aspet-

tare dal teorema di Pappo-Guldino se si osserva che il baricen-

tro di B ¢ nel punto (R,0) come segue da considerazioni di

simmetria, o dal calcolo diretto delle coordinate del baricentro,

contenuto nel calcolo precedente. |

(12) Calcolare il volume del solido V' = {(z,y,2) € R® : 0 < 2 <
2; 62 —8 < a? +y* < dx}

Poniamo D = {(z,y) € R? : 62 — 8 < 2% + y* < 4z}
Integrando per fili (o per strati, la variabile z ¢ completamente
separata dalle altre due, I’ insieme ¢ di tipo cilindrico) il volume
& dato da  vol (V) = [ dz [[, dedy = 2Avea (D).

Si tratta quindi di capire cosa ¢ D (e I’ esercizio di fatto & un
esercizio sugli integrali doppi, sulle aree di domini piani).

Le disuguaglianze che definiscono D si possono riscrivere se-
paratamente, completando i quadrati.

La prima come —8 < 22 — 6x + 4? o anche aggiungendo 9 a
entrambi i membri, come
1 <2?—6z+9+19y? cioe 1 < (z—3)*+y>

La seconda analogamente diventa % — 4z + y* < 0 o anche
aggiungendo 4,

x —4x+4—|—y2<4 cio¢ (z —2)? +y? < 4.

I punti dell’ insieme D sono quindi i punti esterni al cerchio

Cy di centro (3,0) di raggio 1 e interni al cerchio Cy di centro
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(2,0) di raggio 2. Dato che C ¢ contenuto in Cj si ha che
Area (D) = Area (Cy \ C) = Area (Cy) — Area (C) =

7(4 — 1) = 37, e quindi il volume del solido ¢ 6.

Calcolare il volume della sfera S = {(z,y, z) € R? : 224y*+2? <
R? e dell’ ellissoide £ = {(z,y,2) € R?: z—j + 7;—3 + i—i <1.

[ Per la sfera usiamo le coordinate sferiche x = psin(p) cos(¥),
y = psin(p)sin(d), z = pcos(ip), con dedydz = p*sin(p)dpdpdd
con le condizioni a priori 0 < p <00, 0 <9 <27, 0 < p < 7.
Le condizioni che definiscono V si traducono in p? < R?,
quindi tenendo conto delle condizioni a priori abbiamo
OSpSR,0<19<27T 0<gp<7reilvolumee
OR pdp fo dy [ sin(p) dp = R 212 = 3wR3.
Avremmo potuto usare le Coordlnate x = Rpsin(p) cos(V),
y = Rpsin(y) sin(9), z = Rpcos(p),
con dzdydz = R3p?*sin(p)dpdpdd, dove
0<p<1,0<9 <271 0< ¢ < mottenendo lo stesso risultato.
Cio suggerisce (essendo la sfera un ellissoide con a = b = ¢ =
R) per il calcolo del volume dell” ellissoide la variante ellissoidale
delle coordinate:
x = apsin(y) cos(¥), y = bpsin(p) sin(J), z = cpcos(p), con
dxdydz = abc p* sin(p)dpded? |
0<p<1,0<9<2m, 0 < 4,0 < 7. Il volume risulta allora
abc fol pdp f d9 [ sin(p) dp = abe § 272 = gmabe. |

Calcolare I integrale triplo  [[[,, zy z dzdydz dove V = {(z,y, 2) €

R :a?+ 9y +22<1;2>0;y>0;2>0}.

[ Usiamo le coordinate sferiche = = psin(y)cos(¥), y =
psin(p)sin(d), z = pcos(p), con drdydz = p*sin(p)dpdpdd
con le condizioni a priori 0 < p < oo, -7 <V <7, 0< p <.

Le condizioni che definiscono V sono 0 < p < 1,0 < v <

2 O < ¢ < 7 e si deve calcolare I’ integrale della funzione

p° sin®(¢) SOS(@ sin(19) Cos(ﬁ)
fo > dp foi sin( )COS ) de fo sin (v

P8 1p=1  sin*(p) |¥= sin?(9) ¥
elosy T =0

pl
=0
SiaD=[1<z*4+y*+22<9;2>0; 22 +y* < 32?] Calcolare
il volume di D e I integrale triplo  [[[ p Zdxdydz

[ Usiamo le coordinate sferiche x = psin(p)cos(d), y =
psin(p)sin(d), z = pcos(p), con drdydz = p?sin(p)dpdpdd
con le condizioni a priori 0 < p < oo, 71 <I <7, 0< p <.

Le condizioni che definiscono V' si scrivono in coordinate
polari come 1 < p? <9, pcos(p) > 0, p?sin?(p) < 3cos?(p).
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(16)

(17)

La prima da 1 < p < 3, le altre due insieme danno che ¢ ¢
nel primo quadrante e tan(p) < V3.

Nesegueche D=[1<p<3;0<9<21;0<p < T

Tenendo conto del determinante jacobiano, nel calcolo del
volume si deve integrare la funzione p? sin(p), mentre nel calcolo

dell’ integrale la funzione p? sin(yp) cos(p).
Procedendo al calcolo si ha che vol (D) = [[[, dedydz =

T dv [ pPdp [ sin(p)dp = 2T (—L 4 1) = B,

fffD]z dzxdydz = 027r dd flg p*dp [ sin(p) cos(p) dp = 2m% =55
157

NOTA Dai calcoli eseguiti si ottiene che se D & un solido
150 _ 45

omogeneo la coordinata z del baricentro ¢ %~ = 3z, e si vede
facilmente che le altre due coordinate del baricentro sono nulle,
quindi il baricentro ha coordinate (0,0, 32).

Calcolare I integrale triplo della funzione  f(z,y,2) = xy? 2
sui domini

Vi={(z,y,2) eR3: 22+ +22<1;2>0;2>0},

[ Per Vj usiamo le coordinate sferiche z = pcos(yp) z =
psin(p) cos(V), y = psin(p) sin(V), dzdydz = p*sin(p)dpdpdd
con le condizioni a priori 0 < p < oo, -1 <V <7, 0< p <.
Le condizioni che definiscono V; sono 0 < p <1, =5 <9 < 7,
0<p<Jesi calcola

1 T T B
Jo P°dp f_% sin®(9) cos(9)dd [;? sin’ (i) cos(p)dy = 2= .
I1 calcolo nel caso del dominio V5 (che & parte dell” interno dell’

. . . . 22 y2 22 . . . 1 -
ellissoide di equazione T +% +% = 1 disemiassia = 7 b=2,

¢ = 3) e analogo, usando la variante ellissoidale delle coordinate
sferiche, cioe x = apsin(p) cos(¥), y = bpsin(p)sin(d), z =
cpcos(yp), drdydz = abc p?sin(p)dpdpdd con le condizioni (a
priori per I’ interno dell” ellissoide 0 < p < 1, —7 < 9 < m,
0 < ¢ <, per il nostro dominio V5: )

0<p<, —g§19§g,[)g(pggesidevecalcolare

1 3 = B

aia%c;bi Jo pfdp f—2§ 511127(219) cos(9)dd ;2 sin* () cos(p)dp =
3 _ _

Calcolare I integrale triplo  [[f,, €¥ dzdydz

dove V. ={(z,y,2) e R¥: 22 + ¢y +22<1;2>0; 2 > 0}.

[ Conviene usare le coordinate sferiche con la colatitudine ri-
spetto all” asse y (cioe considerando ¢ € [0, 7] 1" angolo con 1" as-
se y), ad esempio con il ruolo di y e z invertito rispetto alle coor-
dinate di solito considerate: y = pcos(y) x = psin(p) cos(V),
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z = psin(p)sin(V), dzdydz = p?sin(p)dpded?d, con le condi-

zioni a priori 0 < p < o0, =7 < ¥ <7, 0 < o < 7w Nel
nostrocasoogpgl,ogﬁggOgcpgﬂ. Ci si ri-
conduce quindi a calcolare % f dp p ] €@ psin(p)dy

_2f0 (¢ —eP)dp=7 ]

Calcolare I integrale triplo [ [, y;’% dxdydz
dove V.= {(z,y,2) e R¥: 1 < 22+ 9>+ 22 < 4;y? + 22 <
x?; x>0}

[ Conviene usare le coordinate sferiche con la colatitudine
rispetto all” asse x (cioe considerando ¢ € [0,7] I’ angolo con
" asse x): x = pcos(p) y = psin(p) cos(?¥), z = psin(p) sin(v}),
dxdydz = p? sin(p)dpdpdd, con le condizioni a priori 0 < p <
oo, —m < ¥ <, 0 < ¢ < 7w Nel nostro caso le condizio-
nil <a?4+y>+22<4;2 > 0sitraduconoin 1 < p < 2,
0 < ¢ < Z, mentre y?+2? < 27 si traduce in sin?(¢) < cos?(p),
cioe (essendo 0 < ¢ < 7) 0 < ¢ < 7. Inoltre la funzione

y?2  _ p*sin®(p)cos?(9)
Y2422 p? sin® ()

le fo% cos? (9)dv fo% sin(p)dy ff pldp = w(1 — */75)%(23 —1) =
§7(2=V2) |

Calcolare il volume del solido V = {(z,y,2) € R3: 2% + ¢* +
22 <25 2> 2%+ %}

[ Benché il solido sia una parte di una sfera piena (inter-
secata con una parte di spazio limitata da un paraboloide) &
difficile esprimere la condizione z > x? 4+ y? in coordinate sferi-
che. Passando invece alle coordinate cilindriche ( x = p cos(?}),
y = psin(¥), z = z, con le condizioni a priori 0 < p < +00,
—00 < z < 400, 0 < ¥ < 27 dedydz = pdpdddz ), le disu-
guaglianze che definiscono V diventano p* + 22 < 2, z > p*
Si ottiene quindi la relazione p?* < z < /2 — p?, che im-
plica p? < /2 —p?, vera per 0 < p < 1. Si deve quindi

calcolare I’ integrale [, dedydz = Ozﬂ dy fol dp pfp; A =
rli(2v3— 1)~ 1], ]

IR

integranda e = cos?(¥) e 1’ integrale va-

Calcolare il volume di V' e 1’ integrale triplo [, % dxdydz
dove V ={(z,y,2) e R¥: 2?2 + y* < 1; y? + 22 < 1}.

[ Il dominio e I’ intersezione di due cilindri con assi di simme-
tria paralleli agli assi z e . Per il calcolo del volume conviene in-
tegrare per strati rispetto all’ asse y: V = {(z,y,2) e R3: =1 <
y < 1;(z,2) € D}, dove D, = {(x,2) € R* : —\/1—y? <
r,z < /1 =92}, & un quadrato di lato 2,/1 —y? e area
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4(1—1y?*). Siottiene vol ( f dy f\/_ fﬂ dz

[Laa—y dy—8———13—6.
Per 1’ mtegrale triplo, usando coordinate cilindriche rispetto
all” asse z di simmetria del primo cilindro ( x = pcos(?), y =
psin(d), z = z, con le condizioni a priori 0 < p < 400, —00 <
2z < 400, 0 < ¥ < 27 dedydz = pdpdddz ), le disuguaglianze

che definiscono V' diventano 0<p<1, —/1-psin?(v) <
z < /1 — p?sin®(¥). La funzione integranda in coordinate ci-
lindriche & £ (19) p = psin®(¥) e si deve quindi calcolare I’
) VI,
—1/1—p2sin?(9)
% dd fo 1 — p2sin®(4) 2ps1n Ydp =
2” 4 [—2(1— p?sin®(9))2 ] [§ =
[ = (1= sin*(Y ))%)]dﬁ—
011 = (cos?(9))2) ] dv = [1—|COS(19|)3]d79=
3[27r [ 1(1 sin?(¥9)) cos(¥) d19—|—f 1—sin?(99)) cos(v) dvy ] =
dp_ 15 2]

integrale fo dv fo dp psin®(¥
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CURVE E INTEGRALI CURVILINEI DI PRIMA SPECIE

(1) Data la curva v di equazioni parametriche

x(t) =t—1
y(t) =1—-¢*,0<t<1
2(t) =3¢

calcolare il versore tangente, la lunghezza di v e I’ integrale
curvilineo di prima specie fv elr+1+2) .

[ 11 vettore velocita & 1'(t) = (1, —2t,2t?) ,
la velocita scalare ¢
o) = |F'())| = VI+42Z +4tt = /(1 +22)2 =14 22,
quindi il versore tangente in funzione di t e

_ 2
T<t) = H;zﬁ (1 2t 2t2) (1+12t2> 1+§1t527 1—?2762)
La lunghezza della curva & [(7) = [ (1+ 2t2) dt = 2 | e infine
I integrale curvilineo vale fve m““ )ds = fo ettt 1+2t2) dt =
5
es —1. ]

(2) Calcolare il versore tangente, la lunghezza di v e gli integrali
curvilinei di prima specie [ m ds , f7 \/ﬁ ds ,
dove v ¢ la curva di equazioni parametriche

x(t) = cos(t)
y(t) =sin(t), 0<t <1
2(t) =t

[ Tl vettore velocita e r'(t) = (2/(t),y'(t), 2'(t)) = (—sin(t), cos(t), 1),
I” elemento di lunghezza é
ds = ||r'(t)||dt = +/sin?(t) + cos?(t) + 1dt = +/2dt.
Quindi il versore tangente ¢
T(t) = J5(—sin(t), cos(t), 1) = (=41, <=2, 1),
La lunghezza e

:fol\/idtz\/§

e gli integrali curvilinei valgono
1 _
f'v ($2+y2+z ds =

f01<c052( )+sm2(t)+t2 \/_dt \/§f01 HLtQ dt = ﬁarctan(l) = \/5%

)

f —L ___ds=
TV a?y?—2z2
1 . T
fo o ) ﬂfo ¢1+7 dt = V2 aresin(1) = \/55 ]

Cos2 t)+sin?(t
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(3) Calcolare la lunghezza del(la curva cartesiana associata al )

grafico della funzione y = 3 , 0<z< g.

[ 11 grafico della funzione y = y(z), a < x < b, corrisponde
alla parametrizzazione =z = t, y = y(t), a < t < b, cioe si
identifica la variabile indipendente con il parametro e in tal
caso il vettore velocit a ¢ r'(t) = (1,4/(¢)), mentre I’ elemento

di lunghezza ¢ ds = /1 + y*(x) dz. Nel nostro caso si ha che

y'(z) = %x% e I’ elemento di lunghezza ¢

ds =/1+y*(x)de = /1 + 2zdz .

Quindi la lunghezza e data dall” integrale
5
Jo 1+ Jade =

9, _ _ 4 4 _ 4
=53 A+ 3]0 =5 ]

Sia v il grafico ( cioe la curva cartesiana associata al grafico)
della funzione y =+VR?>—22, —R < x < R (grafico della

semicirconferenza superiore di raggio R centrata nell’ origine).

Calcolare la lunghezza di v e |’ integrale curvilineo fw T fxg ds
[ Si ha che ¢/(z) = ﬁ e I' elemento di lunghezza ¢

= V1+y?a)de = /s de = 1/1 (zy dr, quindi la

lunghezza e data dall” integrale

S it dr = (5 =t ; de = Rdt) = R [
R [arcsm(l) —arcsin(—1)] =R

(come ci aspettiamo dovendo essere la lunghezza di tutta la

circonferenza 27 R).
L’ integrale curvilineo vale

Ly dt =

_ (R JE=
f l+x2 ds = —R  1+4z2 R2— sz‘x

]R LR 1z dv = R (arctan(R) — arctan(—R)) = 2R arctan(R)

Calcolare la lunghezza della curva v di equazioni parametriche

z(t) = et cos(t)
{y(t) = el sin(t)’ 0<t<2

[ 11 vettore velocita & 7/(t) = (2/(t),y/(t),) = (e' cos(t) —
e'sin(t), e' sin(t) + e’ cos(t)). L elemento di lunghezza &
ds = ||r'(2)||dt =
[ €2 cos?(t)+e? sin®(t)—2e2 sin(t) cos(t)+e? cos?(t)+e sin?(t)+
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2¢? sin(t) cos(t) |2dt = v 2€2tdt V2etdt.
Quindi la lunghezza & [(~y fo V2etdt =2(e* —1) . ]

Calcolare la lunghezza della curva v (detta astroide) di equa-
zioni parametriche

z(t) = cos®(t)

0<t<?2
y(ty =si’t) — ="

[ Tl vettore velocita & r'(t) = (=3 cos?(t) sin(t), 3 sin(t) cos(t)).
L’ elemento di lunghezza e
ds = ||r'(t)||dt = [ 9 cos*(t) sin®(t) + 9sin'(¢) cos?(t) = |2dt =
\/9 cos2(t) sin' t) (cos?(t) + sin’(t) ) dt = \/9 cos?(t) sin' t)dt =
3| sin(t) cos(t) |.
Quindi la lunghezza ¢ [(y) = fo27r 3| sin(t) cos(t) |dt =6 . ]

Data la curva v di equazioni parametriche
x(t) =[] 2se” cos(s)ds
y(t) =[] 2se” sin(s)ds’

calcolare la curvatura (senza segno) k(t) e la lunghezza ()

della curva.

1<t<2,

[ Per il teorema fondamentale del calcolo integrale z'(t) =
ote!” cos(t), y/(t) = 2te! sin(t), la velocity scalare & v(t) =
Ir'(t)|| = 2te’”, il versore tangente & T(t) = (cos(t),sin(t)),
T'(t) = (—sin(t), cos( )), la curvatura ¢ k(t) = ol — _1

v(t) T 2tet??

la lunghezza ¢ I(y fl = ff e’ dt = et — e |

Calcolare la lunghezza della curva v di equazioni parametriche

x(t) =t>cos(t) + fot 5 sin(s) ds
{y(t) =1 Sin(t) — fg s° Cos(g) ds’ 0<t<1

[ Per il teorema fondamentale del calcolo integrale
2'(t) = 5ttcos(t) — t°sin(t) + t° sin(t) = 5t* cos(t) ,
y'(t) = 5t*sin(t) 4 t° cos(t) — t° cos(t) = bt*sin(t) ,
la velocita scalare ¢ v(t) = ||r/(t)|| = 5t ,
la lunghezza ¢ I(v) = fol v(t)dt = fol Strdt =1
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INTEGRALI CURVILINEI DI SECONDA SPECIE, FORME
DIFFERENZIALI, TEOREMA DI GREEN NEL PIANO

(1) a) Dire se & chiusa nel suo insieme di definizione D la forma

differenziale w(z,y) = P(x,y)dx + Q(z,y)dy =

[2zy + cos(z) ] dx + [ 22 + sin(y) | dy.

b) Dire se w ¢ esatta in D e in caso affermativo calcolarne una
primitiva.

c¢) Se ¢ una curva regolare che ha come punto iniziale (0, 7)
e punto finale (5, 7) quanto vale fvw ?

[ Si, & chiusa, essendo
8%( 2zy + cos(x)) = %(ﬁ +sin(y) ) = 2.
Dunque ¢ esatta in D = R2?, perché & chiusa in D e D & un
aperto semplicemente connesso.
Le primitive sono le funzioni
U(z,y) = 2%y + sin(x) — cos(y) + ¢
e si possono trovare con il metodo degli integrali indefiniti:
Ur(e,y) = [[22y + cos(x) | dz = a2y + sin(z) + A(y).
con A(y) funzione qualsiasi di y, verifica 2 (z,y) = P(z,y) ;
Us(w,y) = [l 2® +sin(y) | dy = « y—COS( )+ Bla),
con B(z) funzione qualsiasi di « verifica 22 2z,y) = Q(z,y).
Scegliendo A(y) = —sin(y), B(z) = cos(az) ( cioe prendendo
la parte comune una volta sola e quelle non comuni di U; e Us)
si ottiene che U; = U e chiamando U(z,y) questa funzione
ottenuta essa verifica entrambe le condizioni per essere una pri-
mitiva e, a meno di costanti, ¢ 1’ unica primitiva: se ¢ € R,
U(z,y) + c verifica VU = (P,Q) ...
In alternativa si puo trovare come prima, integrando solo ri-
spetto a x, che un’ eventuale primitiva deve avere la forma
Uz,y) = [[2zy + cos(z) ] dz = z*y + sin(z )+A( ), con A(y)
da determinarsi, e una tale funzione verifica &% (z,y) = P(z,y).
Si impone p01 che essa verifichi anche —(x y) Q(z,y), nel

nostro caso (:p y+sin(x) + A(y)) = 22+ A'(y) = 2* +sin(y),
e si ottiene A’( ) = sin(y), quindi A(y) = — cos(y) + ¢, e quindi
U(z,y) = 2?y + sin(z) — cos(y) + c.

In modo analogo si puo integrare rispetto a y ottenendo
U(z,y) = 2%y — cos(y) + B(x), e poi si impone che 42 (z,y) =
P(z,y), nel nostro caso 2zy + B'(x) = 2zy + Cos( ), che da
B(z) = sin(z) e infine U(x,y) = 2?y + sin(z) — cos(y) + c.

L’ integrale curvilineo, essendo la forma esatta, si puo calco-
lare con la differenza della primitiva nel punto finale e della la
primitiva nel punto iniziale: fvw =U((3,7) = U((0,%))

"2
:%Zw+sin(g)—cos(7r):%3+2. ]
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a) Dire se e chiusa nel suo insieme di definizione D la forma
differenziale w(z,y) = P(x,y)dx + Q(z,y)dy =

[z +ylde+[z+y |dy.

b) Dire se w ¢ esatta in D e in caso affermativo calcolarne una
primitiva.

c) Calcolare fﬂ/w , dove « ¢ il grafico dell” arco di parabola
y=220<z<1

[ Si, & chiusa, essendo Z(z+y) =1= a%(x + ).
Dunque ¢ esatta in D = R?, perché ¢ chiusa in D e D & un
aperto semplicemente connesso. Le primitive sono le funzioni
Uz,y) = zy + 52* + 1y + ¢ (con il metodo degli integrali
indefiniti). Infine v va da Py = (0,0) a P, = (1, 1), quindi

Jw=U(1,1)-U(0,0) =1+3+5=2. ]

a) Dire se e chiusa nel suo insieme di definizione D la forma
differenziale w(z,y) = P(x, y)da: + Q(z,y)dy =

[1ixzyy4 te ]dl’ + [ 14+ng34 i 1+y ]dy

b) Dire se w ¢ esatta in D e in caso affermativo calcolarne una
primitiva.

c) Se v ¢ una curva regolare che ha come punto iniziale (0, 0)
e punto finale (1,1) quanto vale fvw ?

NN . 9 4x2y® \ K 2xy* o 8y’
[ Si, & chiusa, essendo 5 (7547) = 5, (3525,1) = Tratymye-

Dunque ¢ esatta in D = R2?, perché ¢ chiusa in D e D & un
aperto semplicemente connesso.
Le primitive sono le funzioni

U(z,y) = log(1 + a?y*) + e* + arctan(y) + ¢ (con il metodo
degli integrali indefiniti). Infine
J,w=U((1,1)) = U((0,0)) =log(2) + e+ —1. |

Dire se e chiusa nel suo insieme di definizione D la forma diffe-
renziale

(.U(:U,y) - 1+ez+y daj + 1+ez+y dy
b) Dire se w ¢ esatta in D e in caso affermativo calcolarne una
primitiva.

2y __ 0 e’ _ —2ye”®
[ Si, & chiusa, essendo -2 (m) = a_y(1+€x+y2> = (Fer 1?2

Dunque e esatta in D = R2 aperto semplicemente connesso. Le
primitive sono le funzioni U(:zc, y) =log(1+e*+y*) +c. |
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(5)

Data la forma differenziale

w(z,y) = (e¥ +sin(x)) dx + (ze¥ + cos(y)) dy

a) Verificare che ¢ chiusa in R?

b) Dire se ¢ esatta in R? e in caso affermativo calcolarne una
primitiva.

| La forma ¢ chiusa nell’ insieme di definizione D = R?, che
e semplicemente connesso, dunque ¢ ivi esatta, perché
2 (we¥ + cos(y)) = 8%(ey + sin(x)) = ev.

Le primitive si possono calcolare con il metodo degli integrali
indefiniti e sono le funzioni

Uz,y) = xe¥ — cos(z) + sin(y) + ¢ |

Data la forma differenziale w(z, y) = - i Hy*{ggQ(x)] + log()

a) Verificare che ¢ chiusa in A = {(z,y) € R?: z > 0,y > 0}
b) Dire se & esatta in A e in caso affermativo calcolarne una
primitiva.

c¢) Calcolare f7 w dove v ha parametrizzazione

Lo

, 1 <t<e
y =1+ 3log(t)

[ U(z,y) = arctan(y/y log(z)) + ¢, [w = U((e,4)) -
U1 =7% ]

Calcolare fw {(y + \/#T@P) dx + (am + \/#Ty?) dy} in
funzione del parametro a € R, dove 7 un circuito regolare per-
corso in senso antiorario che racchiude una regione D con area
(D) =1.

Dire per quali o € R la forma & esatta in D = R2.

Per tali valori trovare una primitiva di w.

[ Essendo tutte le funzioni in gioco di classe C'(D), per
il Teorema di Green I’ integrale ¢ pari all’ integrale doppio

9 y 0 _
Jp l% (O“"‘ ity }) ~ 3y (y—l— M)] = J[pla =
l)dzdy = (o — 1)Area(D) = a — 1. Se (e solo se) o = 1
la forma ¢ chiusa in R?, semplicemente connesso, dunque ¢
ivi esatta, e le primitive, che possono essere trovate ad esem-
pio con il metodo degli integrali indefiniti, sono le funzioni

Ulx,y) =zy++/1+22+y>+c |

Data la forma differenziale w(z, y) = 2zy e*’Y dz + 22 e ¥dy
a) Dire se ¢ chiusa in R?
b) Dire se ¢ esatta in R? e in caso affermativo calcolarne una

2y [1+y log? (z)]

dy
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primitiva.
c¢) Se v ¢ una curva regolare che ha come punto iniziale (0,0) e

punto finale (\/E

5.2) quanto vale [ w ?

[ La forma ¢ chiusa nel dominio semplicemente connesso R?,
quindi esatta, essendo % (:(:2 €x2y> = a% <2xy e$2y) = (2z +
2x3y)e“2y. Le primitive sono le funzioni
Uz,y) = e®¥ + ¢, mentre fvw = U(\/g, 2) —U(0,0) = e —1
]

Data la forma differenziale w(z,y) = P(z,y)dz + Q(x,y)dy =

=y Tty
12+y2 dx + 12+y2 dy

a) Dire se ¢ chiusa nel suo insieme di definizione D = R?\
{(0,0)}.

b) Calcolare f7 w dove 7 ¢ la circonferenza unitaria di equazione

2?2 + y? = 1 percorsa in senso antiorario

c) Dire se ¢ esatta nei seguenti insiemi: D = R?\ {(0,0)},
A={(z,y) eR? : 2 >0}, B={(r,y) eR?> : =z <2,y >
-3, ({E, y) 7é (07 O)}

d) Calcolare f% w dove y; e I’ ellisse di equazione % + % =1
percorsa in senso orario

e) Calcolare f72 w dove v, ¢ la circonferenza di raggio 1 e centro
(2,2) di equazione (z — 2)® + (y — 2)? = 1 percorsa in senso
orario

| La forma ¢ chiusa, essendo

] 2_ 2
82 (2, y) = B (z,y) = Lt

Con la parametrizzazione usuale
r=cos(t); y=sin(t); ;0<t<27

dxr = —sin(t)dt ; dy = cos(t)dt

si calcola facilmente |’ integrale curvilineo

_ [2m cos(t)—sin(t) . cos(t)+sin(t) o
f'yw “ JO  cos?(t)+sin?(¢) (_ Sln(t)) + cos?(t)+sin?(¢) (COS(t)) dt =

fo% dt = 2.

w non e esatta in D né in B, perché una circuitazione su una

curva contenuta in essi non ¢ nulla ( e NON perché i domini

non sono semplicemente connessi, forme chiuse in domini non

semplicemente connessi possono essere o meno esatte).

La forma e invece esatta in A, che e semplicemente connesso.
W= —27 essendo w chiusa e v; omotopa in D a —v, curva
opposta a .

Infine f72 w = 0 perché v, C A dove w ¢ esatta (equivalente-

mente 7, € omotopa a un punto in D) ]
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(10)

(11)

(12)

Data la forma differenziale — w(x,y,z2) =

[22y32* + 22 | do + [ 32%y?2* + 2y | dy + [4a?y32® + 22 ] dz

a) Dire se ¢ chiusa in R?

b) Dire se ¢ esatta in R? e in caso affermativo calcolarne una
primitiva.

[ La forma ¢ chiusa nel dominio semplicemente connesso R?,
quindi esatta, essendo
2 32yt + 2y) = ay (22321 + 22) = 6xy?2,
2 (42?23 4 22) = £ (2zyP2" + 22) = 8ayP2?,
a% (42%y°2° + 22) = £ (32%y°2" + 2y) = 122°y%2°.

Le primitive si possono ottenere con il metodo degli integrali
indefiniti, e sono le funzioni

Ulr,y,2) =% + 2> + > + 22 +c. ]

oRlog]

Data la forma differenziale — w(x,y,2) =

[2zyz + 22 — 2y + 1] dx + [2%2 — 4oy ] dy + [ 2%y + 222 — 2] dz
a) Dire se ¢ chiusa in R?

b) Dire se ¢ esatta in R? e in caso affermativo calcolarne una
primitiva.

[ La forma & chiusa nel dominio semplicemente connesso R?,
quindi esatta, essendo
2 (222 — dwy) = 8% (2zyz + 22 — 2> + 1) = 222 — 4y,
2 (2y + 202 — 2) = & (2wyz + 22 — 2y* + 1) = 2zy + 22,
8% (2%y + 222 — 2) = £ (222 — dzy) = 2.

Le primitive si possono ottenere con il metodo degli integrali
indefiniti, e sono le funzioni

Ur,y,2) = 2*yz + 222 =20y + v — 22 +c. ]

Trovare una funzione g(z,y) di classe C*(R?) tale che la forma
differenziale

w(r,y,z) =223 zdx + (2yz + cos(y))dy + g(z,y)d=z

sia chiusa in R3.

Calcolarne poi la primitiva che vale 2 + %2 nel punto (1,7, 1).

[ Affinché la forma sia chiusa deve essere g—g = 2(22°%2) =
223, g—z = %(Qyz—l—cos(y)) = 2y, quindi si puo scegliere g(z,y) =

%334 +12. Con questa scelta la forma & chiusa, essendo verificata
anche la relazione 8%(2:63 z) = 0= L2 (2yz + cos(y)), ed & quin-
di esatta, essendo R?® semplicemente connesso. Le primitive si
possono trovare con il metodo degli integrali indefiniti, e sono le
funzioni della forma %m‘lz +1?z+sin(y) + ¢ con ¢ costante reale.
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Imponendo che U(1, 7,1) = 2—1—%2 si ottiene ¢ = 3, quindi la pri-

mitiva cercata ¢ la funzione U(z,y, z) = 2tz +y?z +sin(y) + 1.

]
log(+/x2+y2) log(\/z2+y

Data la' forma dilffejrenZlal.e w(a:,'y') == P
determinare 1’ insieme di definizione, dire se e esatta e in caso
affermativo calcolare una primitiva.

[ 11 dominio della forma, che si puo verificare essere chiusa,
¢ D =TR?\{(0,0)}, che non & semplicemente connesso, e dalla
chiusura della forma non si puo dedurre la sua esattezza. La
forma & comunque esatta.

Infatti la forma data corrisponde a un campo radiale, cioe a
un campo vettoriale della forma

F(z,y) =g(r)r ,
dove r = /22 + y? ¢ la norma del vettore (z,y),

A

7 = (%,%) ¢ il versore radiale e

g:(0,00) = R ¢ una funzione di classe C".

Tali campi sono conservativi, poiché se G € una primitiva della
funzione g si ha che G(r) = G(\/x2 +42) ¢ una primitiva del
campo F, essendo VG(z,y) = G'(r)Vr(z,y) = g(r)(%,2).

rlr

In questo caso F(z,y) = logr( r) (%2,2) = g(r)7, con g(r) = loi(r), e
quindi una primitiva ¢ U(z,y) = G(r) = $log*(r) = Llog?(\/22 + ¢2) =

§log®(a® +4°) |
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(1)

INTEGRALI DI SUPERFICIE, FLUSSI ATTRAVERSO

SUPERFICI ORIENTATE

Calcolare I area della superficie di 33, sfera centrata nell’ origine
di raggio R, di equazione x? + y? + 22 = R2.

r =z(u,v)
[ Usiamo la parametrizzazione r(u,v) =<y = y(u,v)
z = z(u,v)
suggerita dalle coordinate sferiche:
r = Rsin(u) cos(v)
y = Rsin(u)sin(v) , (u,v) € D=[0<u<7m;0<v<
z = Rcos(u)
27 .
I vettori derivate parziali rispetto alle variabili parametriche
x, = Rcos(u)cos(v)
w,v sono 7, = ¥, = Rcos(u)sin(v),
zy = —Rsin(u)
x, = —Rsin(u)sin(v)
Ty =14 Yy = Rsin(u)cos(v)

z, =0

Il loro prodotto vettoriale e
ruATy = (R2sin®(u) cos(v), R%sin*(u)sin(v), R?sin(u) cos(u) )
e si puo scrivere come
Ty ATy = R*sin(u) (sin(u)cos(v), sin(u) sin(v), cos(u) ).

Il vantaggio dell’ ultima scrittura e che la norma del vettore
(sin(u) cos(v) , sin(u)sin(v), cos(u)) & pari a sin?(u) cos?(v) +
sin?(u) sin?(v) + cos?(u) = 1, quindi esso & il versore normale

r =uz(u,v)
(esterno perché essendo proporzionale a < y = y(u,v) € diret-
z = z(u,v)
to nella direzione che dall’ origine va ai punti della sfera), e la

norma ||r, A r,| = R?sin(u).
Ne segue che I’ elemento di superficie ¢ do = R? sin(u) dudv,
e |” area della sfera sara data da

[, R? sin(u) dudv = R? fo dv [} sin(u) du = R*2m 2 = 47 R*.

Calcolare I’ area di ¥ e I’ integrale di superficie [ fzze'sza,
dove X ¢ la semisfera superiore di raggio 1, cioe I’ insieme
{(z,y,2) e R® : 2 +y* + 22 = 1; z > 0}, esprimendo questa
superficie come grafico di una funzione.
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[ Essendo z > 0 si puo esplicitare z in funzione di z,y ot-

tenendo una superficie cartesiana: z = /1 — 22 —y?, (z,y) €
D={(z,y) eR? : 2* +y? < 1}.

Si ha che do = \/TT 22422 = \/1+M2 S+ =
1
1—22—y

> "

L areae [[,do=2r fol \/% = 27, mentre |’ integrale di
—p

superficie & [, z e* do = [ /1 —a?— y%lﬁz_fﬁdxdy =

27rf01s/1—p el=r* \/—dp—27rf0 pe' "’ dp = (e — 1).

E chiaro che avendo gia fatto i calcoli nel precedente eserci-
zio si possono alternativamente usare le equazioni parametriche
della (semi)sfera superiore, che coincidono con quelle della sfera
con la differenza che 0 < u < %: r = r(u,v) con
x = sin(u) cos(v), y = sin(u) sin(v), z = cos(u),
0<u<?,0<v< 2m,
do = ||ry X rp|| = sin(u)dudv
e calcolare prima 1’ area, con i calcoli fatti prima modificati, che
sara la meta dell’area della sfera completa, come prevedibile, e
poi calcolare

fO% dv fog cos(u)e* ™ sin(u)du = m(e — 1) |

Calcolare 1" area della superficie (tronco di cono) ¥, data dal

grafico della funzione z = g(x,y) = /22 +v?, (x,y) € D =
{(z,y) e R? : 2? + y* < 1} eI’ integrale superficiale [, z%do.

dU—\/1+ZQ—|—22 \/1 2+y xzyijZ\/i'
Usando le coordinate polari I” area e
[[ydo = [Z7d9 [ 2pdp = /2,
mentre 1" integrale di superficie e
2m 1
j\;z(x?—l—gf) do =2 [[,(z*+y?) dady = o v [ V2p%dp =
i, ]

2

4z
) 422 (142y2)2e(2v?)
dove X ¢ il grafico della funzione z = g(z,y) = zye? | (z,y) €
D={(z,y) eR* : 2> +y* < 1;2>0;y >0}

[ do = W = \/1 +y2e2v® + 22(1 + 2y2)2e2¥’ e si
deve calcolare [ D 4aye?’ dzdy. In coordinate polari
fol dp 2p fog e?*s0* ()22 5in (9) cos(9)dY = e — 2 |

Calcolare I integrale di superficie [ fz G 5
+y®elsy
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(5) Calcolare I’ area della superficie cartesiana data dal grafico del-
. 22 2 . . .
la funzione z = £~ + % al variare di (z,y) in D = {(z,y) € R? :
4+ <1,0<y <2}

[ In coordinate polari [ [, /1 + |Vz]2dady= [[, /1 + 2%+ y?dady =
Jo' dﬁfolp\/ 14 p?dp = %(2% —-1) ]

(6) Calcolare I’ integrale di superficie

ffz \/1—&-621 cos2 (ay)+a2e2® sin?(ay)
dove X ¢ la superficie cartesiana associata al grafico di

z = g(z,y) = € cos(ay),
(r,y) e D=[0<y < 5;0<z <sin(ay)]

[ L’ elemento di superficie ¢ dato da
do = \/1+ e cos?(ay) + a2e? sin®(a y) drdy |
el integrale da calcolare e I integrale doppio
[[,e" cos(ay) dxdy = f2“ cos(ay) [, sin(@y) oz gy — foi(esm(“y)—
1) cos(ay)dy = + (e —2)

(7) Calcolare il flusso del campo vettoriale F(x,y, z) = (z, —y, 2%)
uscente dalla superficie S, frontiera del solido (di rotazione)
V={(z,y,2) eR: 22+ > <2e”; 0< 2 < 1}

| La divergenza del campo ¢
div (F)(z,y,2) =1—1+2z = 2z.
Per il teorema della divergenza il flusso e pari all’ integrale
triplo [ [, 2zdzdydz = 2m(e — 1)
(in coordinate cilindriche z = pcos(¥), y = ( ), 2
drdydz = pdpdi?dz nel nostro caso 0 < ¢ < 27, 0 < z

0<p< V2T ) e si deve calcolare

2
f%dﬁfo dz2,zf0 2% ,odp—27rf0 225 |p V2T g
=27 fo 22¢%" dz = 21 €* |§:0—27r(e—1). ]

2y
L,

I/\ ||

(8) Calcolare il flusso del campo vettoriale F(x,y, z) = (% , 2. 0)
uscente dalla superficie S, frontiera di B = {(z,y,2) € R® :
r?+y? + 22 < 1}

[ Per il teorema della divergenza il flusso & pari all’ integrale
triplo, che si puo calcolare in coordinate sferlche

fffB 22 + y?)dzdydz = fo dy fol pdp fo sind(p)dp = S ]
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Dato il dominio V' = {(z,y, 2) € R® : a2 +y?+22 < 3; 2 +y* <
22,0 < z <1}, e detta S la sua frontiera, calcolare il flusso
del campo vettoriale F(z,y, z) = (x z, —y, z) uscente da S.

[ Per il teorema della divergenza il flusso ¢ pari all’ inte-
grale triplo (che puo essere calcolato in coordinate cilindriche o
sferiche) [[[, zdazdydx .

In coordinate sferiche z = psin(y) cos(¥), y = psin(p) sin(?)),
z = pcos(p), con le condizioni a priori 0 < p < +oo, 0<p<m,
0 <9 < 27 (oppure — < ¥ < 7), dedydz = p?sin(yp )dpdgodz?
Nel nostro caso le condizioni sono 0 < 9 <27, 0 < ¢ < 7

~—

)

N

1
—— se <
0<p<min (5 %)= {Ew 7= fT e si calcola
x/§1 Ses

J"dv[ [i¥ dpsin(p) cos(p) [ p3dp+f§ dosin(e) cos() fo7* pPdp ] =

7
%ﬂ'.
In coordinate cilindriche = = pcos(¥), y = psin(9), z = z,

con le condizioni a priori 0 < p < 400, —0 < 2z < 400, 0 <
Y < 27 (oppure —7 < ¥ < 7) dedydz = pdpdddz, e nel nostro

casoO§19§27r,O§z§1,O§p§min(z,~/§—z2):

z se 0 <z < % .
e si deve calcolare

%—2’2 se %Szgl

f27rd19 f\/_dzzfo pdp—i—f\/—dzzfo pdp = 7 |

Calcolare il flusso ® del campo vettoriale F(z,y,2) = (v 2, y 2, 2)
attraverso la superficie (laterale) S del cilindro C' = {(z,y, 2) €
R3: 2% +y? =4, 0 < z < 4}, avente | orientazione che contie-
ne il versore (normale) (*2[, \QF, 0) (applicato in un qualunque

punto P = (\/5, \/5,2), 0<2z2<4.

[ Calcoliamo il flusso in due modi diversi.

PRIMO MODO. Parametrizzando il cilindro con le equa-
zioni r(v,t) date da x = 2cos(¥), y = 2sin(v), z = t, (V,t) €
R = [0,27] x [0,4], si ha che al prodotto vettoriale ry x r; =
(2 cos(9),2sin(¥),0) corrisponde il versore normale N(9,t) =
(cos(1?),sin(1),0) che da I’ orientazione considerata (per 0 <
t < 4,9 = 7 il versore normale ¢ ||r19irtH (rg X ry) = (‘2[, \2[, )
). L flusso & allora [, F(z(d,t),y(9, 1), 2(9,1)) - (ry x r;)dd dt
= [p4tdV dt = 64

SECONDO MODO ( Teorema della divergenza dopo aver
“chiuso” la superficie ).

La frontiera del cilindro solido D = {(z,y,2) € R? : 2? + y* <

e}
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(11)

4,0 < z < 1} orientata con il versore normale esterno & costi-
tuita dall” unione del cilindro C' con 1’ orientazione assegnata,
del cerchio pieno Dy = {(z,y,2) € R? : 2% +¢y> < 4, 2 = 0}
con 1" orientazione data dal versore (0,0,—1) ovunque, e del
cerchio pieno Dy = {(z,y,2) € R? : 2 + y* < 4, z = 4} con
" orientazione data dal versore (0,0,1) ovunque. Questi due
cerchi possono essere considerati domini in R? in cui I’ integrale
di superficie coincide con 1" integrale doppio ( la parametrizza-
zione ¢ x = x,y =y, 2 = cost, in modo che I’ elemento di area ¢
dxdy e I’ integrale di superficie di una funzione f(x,y, z) & pari
all” integrale doppio della funzione di due variabili, ad esempio
sul cerchio superiore g¢(x,y) = f(z,y,4) ). Inoltre essendo
F-N = 4F; = £z (con il segno + su Dy, — su Dy ), il flusso e
nullo sul cerchio Dy, dove z = 0, mentre sul cerchio Dy, il flusso
vale &, = fm2+y2<4 4 dxdy = 167.

Per il teorema della divergenza ® +16m = &+ &, = [[[ (22 +
1) dxdydz = f04 dz(2z+1) [ dxdy = 80, e quindi ¢ =
(80 — 16)7 = 64m. |

2+y2<4

Considerata la superficie conica ST = {(z,y,2) € R : % +y* =
2?; 0 < z < 1}, avente 1’ orientazione uscente dal cono pieno
K ={(z,y,2) e R®: 2?2 +y*> < 2%;0 < 2 < 1}, sia v la cur-
va che parametrizza il bordo 9S™ con I’ orientazione indotta.
Usando il teorema di Stokes calcolare la circuitazione lungo ~
del campo vettoriale

F(ZL’,y, Z) — (y 4 earctan(a:) , Z+ log(l 4 yQ)’ 6sin(z))

[ Irotoredi F ¢ rotF(z,y,2) = (9,(e®)—a,(2+log(1+
y?)), 0. (y + eetmn@) — g, (e)) | 9, (2 +log(1 4+ y%)) — O, (y +
6arctan(z)) ) — (_1’0’ _1)

La superficie ¢ la parte del cono di equazione x2? + y? = 22 tra
le altezze 0 e 1, e puo essere parametrizzata come superficie
cartesiana data dal grafico di z = /22 + 42, con 22 + 3 < 1,
oppure con la parametrizzazione vettoriale r(u,v) di equazio-
ni x = vcos(u),y = vsin(u), z = v, (u,v) € D, con D =
{(u,v) eER?:0<v<1,0<u<2n}.

Usando ad esempio questa parametrizzazione il vettore r, X
r, = (vcos(u),vsin(u), —v) da 1’ orientazione assegnata (il ver-
sore uscente da K ha coordinata z negativa), e per il teorema
di Stokes la circuitazione richiesta e pari a

[[grot F-NdS = [[ rot F(z(u,v),y(u,v), z(u,v))- (ry(u,v) X
r,(u,v)) dudv = f01 dv 027r du (—vecos(u) +v) =m. |
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(12) Considerata la superficie orientata ST = {(z,y,2) € R : x
y+2=0; 2% +y* < 1}, avente | orientazione data dal versore
normale diretto secondo le z crescenti, sia v la curva che para-
metrizza il bordo dS™ con I’ orientazione indotta.

Date tre funzioni 4, B,C' € C'(R), (verificare che non dipende
da A, B,C e ) calcolare la circuitazione del campo vettoriale
F(z,y,2) = (2 + A(x), v+ B(y), y + C(z)) lungo ~.

a) Usando il teorema di Stokes

b) Direttamente trovando una parametrizzazione di 7.

[ &) TotF(z,y,2) = (8,(y + C(2)) - 0.(x + B)), d-(= +

A()) = 0,y + C(2)), Dulw+ B(y)) — 9y (= + A(2))) = (1, 1,1).
La superficie ¢ la parte del piano di equazione x +y + z = 0
che interseca il cilindro pieno di equazione % + y? < 1, e ha
come vettore normale (1,1,1) (essendo (a, b, c) normale al pia-
no axr + by + ¢z + d = 0 in ogni suo punto) e versore norma-
le \/ig(l, 1,1). Puo essere parametrizzata (usando la parame-
trizzazione cartesiana del piano e usando il cilindro per limi-
tare le coordinate) con la parametrizzazione vettoriale r(u,v)
di equazioni z = u,y = v,z = —u — v, (u,v) € D, con
D = {(u,v) € R* : u? + v* < 1}.
Con questa parametrizzazione il vettore r, x r, = (1,1,1) da
I’ orientazione assegnata, e per il teorema di Stokes la circuita-
zione richiesta ¢ pari al flusso del rotore attraverso ST, che vale
[[grot F-NdS = [[, rot F(z(u,v),y(u,v), z(u,v))- (r,(u,v) x
r,(u,v)) dudv =3 [ [, dxdy = 3.

b) Il bordo di S & costituito dall’ insieme {(x,y,2) € R? :
r+y+2=0; 2%+ y* =1}, e ricordando la parametrizzazione
cartesiana del piano in termini di v e v, il fatto che 22 +y? = 1 si
traduce nella parametrizzazione della curva limite nel piano u v
come u = cos(t), v = sin(t). Possiamo quindi parametrizzare
la curva nello spazio come la curva v di equazioni parametriche
r = cos(t),y = sin(t), z = —cos(t) —sin(t), 0 <t < 2w e
I’ orientazione che si ottiene e consistente con quella assegna-
ta su S. Inoltre F = F; + Fy, dove Fi(x,y,2) = (2, z, y),
Fa(x,y,2) = (A(x), B(y), C(2)) e Fa &€ un campo conservati-
vo, essendo definito in R3 e ivi irrotazionale. Quindi f7 F.dr =
f,y F, -dr = fo%(—cos(t) — sin(t))(—sin(t)) + cos(t) cos(t) +
sin(t)(sin(t) — cos(t)) dt = 3.

Osservazione.  Si ricordi che la parametrizzazione v da I’
orientazione positiva su 9, indotta dall’ orientazione data su
S dal versore normale N, se detto T, il versore tangente a 7 in
un punto P € 95, Tg il versore in P che appartiene al piano
tangente a S, punta verso 1’ esterno di S ed e perpendicolare a

T,, si ha che N = Tg x T, (informalmente ” un osservatore
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(13)

(14)

diretto secondo il versore normale N che percorre la curva nel
verso positivo vede la superficie S alla sua sinistra”). |

Considerata la porzione della sfera di raggio 2 data dalla super-
ficie S = {(x,y,2) € R®: 22 +y?+22 =4 : 22 +y* < 1; 2 > 0},
avente |’ orientazione data dal versore esterno alla sfera, sia ~
la curva che parametrizza il bordo S con 1’ orientazione in-
dotta.

Calcolare 1" area di S, il flusso del campo vettoriale G(z,y, z) =
(xz, yz, 0) uscente da S e la circuitazione del campo vettoriale
F(z,y,2) = (2%, 2%, *) lungo .

[ Essendo z > 0 si puo esplicitare z e ottenere la super-

ficie cartesiana z = /4 —22 —y?, (z,y) € D = {(z,y) €

R? : 22 + y* < 1} avente per bordo orientato la circonferen-

za 12 +y? =1, z = /3 percorsa in senso antiorario.
. - . ”

Siha che rp(z,y) X ry(z,y) = ( T e

mento di area & \/ﬁdxdy el area Vale I \/=
(in coordinate polari)
(2—v3).

2m 1 2
0 dv fo \/ﬁj
11 ﬂusso e dato dall ” integrale doppio
ffD (z,y, 2(2,9))-(ra (2, y) X vy(2,y)) dedy = [[,(2*+y?) dzdy =

, 1), 1 ele-
dxdy =

La circuitazione puo essere calcolata usando la parametrizza-
zione r = cos( ), y = sin(t), z = v/3, 0 <t < 27, e si ottiene
fo —sin(t)) + cos?(t) cos(t)+ ] dt = 0.

In alternatlva usando il teorema di Stokes, si ha che rot F(z,y, z) =

(29,22,20), rotF(z,y.2(a,y)) - (r(e.y) x r,(e,y) =
22 4 2y + 2, che integrato sul dominio D da 0. ]

/47£E27y2

Considerata la superficie orientata ST = {(z,y,2) € R3: 2z =
y; 22 + y* + 22 < 1}, avente 1’ orientazione data dal versore
diretto verso le z crescenti, sia v la curva che parametrizza il
bordo ST con I’ orientazione indotta.

Calcolare I area di S, il flusso del campo vettoriale F(z,y, z) =
(2, —2%, 2zy) attraverso ST, e la circuitazione di F lungo ~.

[ Dalle relazioni che definiscono S si deduce che z =y, 22 +
292 < 1 e si pud quindi parametrizzare S come x = u;y =
v;z=wv, (u,v) € Dcon D = {(u,v) € R? : v+ 20? < 1}
ellisse piena di semiassi 1, \/Li nel piano uv (ma 1’ insieme S
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che si considera ¢ invece un cerchio pieno nello spazio, come
intersezione di una sfera piena e un piano). Con questa para-
metrizzazione r,(u,v) X r,(u,v) = (0,—1,1) ¢ diretto secondo
I orientazione assegnata, e ||r,(u,v) X r,(u,v)|| = V2.

L’ area & quindi V2 [, dudv = ﬁ\%ﬁ = 7 (come prevedibile,
il cerchio, come la sfera, ha raggio 1).

I flusso si calcola analogamente come [ [, F(u,v,v)-r, X rqudv =
[, + 2v*)dudv. Usando coordinate ellittiche z = pcos(¢9),

y = \%pcos(ﬂ), drdy = \/Lidpdﬁ, 0<d<2r0<p<1si

: 1
ottiene 2#%5 fo pdp = ﬁﬂ.
Si ha poi che rot F = (2z,1, —2z), e per il teorema di Stokes
la circuitazione ¢ pari a [[ rot F(r(u,v)) - (r, x r,)dudv =
[ (=1 = 2u) dudv = —\%7&

La circuitazione puo essere calcolata anche direttamente para-

metrizzando v come x = cos(t), y = z = \% sin(t), 0 <t < 2m

-

Considerata la superficie orientata ST = {(z,y,2) € R® : = +
y+2z=0;2%+y*+ 2% < 1}, avente | orientazione data dal
versore diretto verso le z crescenti, calcolare 1" area di S e la
circuitazione del campo vettoriale F(z,y,2) = (2, z, y) lungo
7, la curva che parametrizza il bordo St con 1’ orientazione
indotta.

Trovare poi parametrizzazioni di ST e 9S™ .

[ L’ intersezione di una sfera piena con un piano passante per
il centro e un cerchio di raggio pari al raggio della sfera, in que-
sto caso 1, quindi |” area e 7. Il versore normale al piano ¢ N =
\/Lg(l, 1,1), mentre il rotore di F vale rot F(z,y,z) = (1,1,1).
Ne segue che il flusso del rotore con questa orientazione e pari

a fsrotF -Ndo = \/gfs do = /3 Area (S) = /3.

Volendo vederlo piu in dettaglio e trovare parametrizzazioni di
St e dST si puo procedere ad esempio cosl.

Il versore normale al piano ¢ N = \/Lg(l, 1,1). Completando-
lo con vettori che diano una base ortonormale si possono ad
esempio (tra molte scelte) scegliere i versori e; = \/Li(l, —1,0),

e = \/ig(l, 1,-2),e3 =N = \%(1, 1,1). La matrice che ha per
colonne questi vettori applicata alle nuove coordinate u, v, w re-
lative a questa base fornisce le coordinate originarie, ed ¢ una
matrice ortogonale con determinante 1, non cambia dunque I’

orientazione. Quindi le formule di cambio di coordinate sono
_ 1 1,41 11,1 2,1

r = 7§u+76v+7§w, Yy = ﬂu—i—\/év—l—\/gw, z = \/év%—\/gw.

Rispetto a queste coordinate si ha che z + y + 2z = /3w,
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2?2+ + 22 = u? +0? +w? Sipud quindi parametrizzare
S con le equazioni precedenti con w = 0, al variare di u,v nel
cerchio di raggio 1, cioe considerare la parametrizzazione

x:\%u—l—\/igv, y:—\%uqt\%gv, z:—\/lgv
(u,v) € D ={(u,v) € R* : u? +v? < 1}.

Si puo allora verificare che r, (u, v) X r,(u,v) = N = \/Lg(l, 1,1),
I’ elemento di area ¢ do = dudv e quindi I’ area della superficie
¢ data da 7, area del cerchio u? + v? < 1 nel piano uv.
Infine una parametrizzazione positiva di dS™ si ottiene dalla pa-
rametrizzazione precedente, parametrizzando in modo standard
il bordo dD del dominio dei parametri, che ¢ la circonferenza
di raggio 1:
r = \%cos(t) + \/Lgsin(t) , Y= —% cos(t) + \/Lésin(t) , 2=
—\/lé sin(t), 0<t<2r

Osservazione.  Una trasformazione lineare ortogonale T' :
R?® — R3 con determinante 1 conserva le norme, i volumi, le
aree di superfici, le lunghezze, le orientazioni ... Quindi sapen-
do che esiste una trasformazione ortogonale con determinante
1 che porta una base ortonormale e;, e;, e3 = N nella base
canonica, si puo (come abbiamo fatto inizialmente) dedurre an-
che senza calcolare esplicitamente le formule di cambiamento
di coordinate, che nelle coordinate (u,v,w) relative a questa
base valgono le relazioni 2% + % + 22 = u? 4+ v? + w?, mentre
r+y—+2z=0,cioe N-(x,y,z) = 0 si esprime come w = 0, dopo-
diché si puo lavorare direttamente nelle variabili u, v, w dove le
condizioni sono particolarmente semplici, e descrivono il cerchio
all” altezza w = 0 il cui bordo e I’ equatore percorso in senso
antiorario ... ]



47

FUNZIONI IMPLICITE, MASSIMI E MINIMI VINCOLATI

(1) Data I’ equazione G(z,y) = 2> +y>*—1=0
a) Mostrare che tale equazione definisce implicitamente in un
intorno del punto P = (0,1) un’ unica funzione y = y(z) con
y(0) =1
b) Mostrare che x = 0 & un punto critico di y(x)
¢) Determinare la natura di tale punto critico

[ In questo esempio non sarebbe necessario utilizzare il Teo-
rema di Dini, perché vicino al punto (0,1) (dove la y & positiva
e quindi la radice si prende con il segno positivo) si puo espli-
citare la y in funzione della z ottenendo y = y(x) = V1 — a2,
—1 <z <1, da cui si vede anche che x = 0 ¢ punto di massimo
di tale funzione.

Tuttavia ignoriamo questa nostra conoscenza per mostrare
come, data un’ equazione G(x, y) = 0 e un punto iniziale (xg, yo)
in cui le ipotesi del teorema di Dini siano verificate, si possa
calcolare nel punto iniziale xg non solo il valore della funzione
"esplicita” ma anche le sue derivate.

Le derivate parziali sono G,(z,y) = 2z, Gy(z,y) = 2y, e

G(0,1) =0, G,(0,1) =0, Gy(0,1) = 2. Si puo quindi esplici-
tare localmente y = y(x) con y(0) =1, ¥'(0) = —gzggi; =0.
I1 valore della derivata si puo anche ricavare derivando I’ equa-
zione G(z,y) = 0, tenendo presente che y = y(z), e questo
metodo ci dara poi anche le derivate successive della y(z) nel
punto xy. Si parte quindi dalla relazione

2?2+ y*(x) —1=0.

Derivando (pensando ora y = y(x) funzione di x) si ottiene

2x + 2yy’ = 0.

Ponendo x =0, y = y(0) = 1 si ricava

y'(0) = 0.

Derivando ancora si ottiene

2+2(y')* +2yy" =0
e ponendo x = 0,y = y(0) = 1, e (avendolo ricavato prima)
y' = 4/'(0) = 0 si ottiene

y'(0) = —L.

Essendo '(0) = 0, y”(0) < 0, il punto = 0 ¢ un punto di
massimo relativo (stretto) per la funzione y = y(z).

In modo analogo se si parte invece dal punto (0, —1) si ottiene
localmente una funzione y(x) che ha in x = 0 un minimo relativo
stretto (ovviamente anche in questo caso, in questo particolare
esempio, la funzione y = y(z) = —v1 — 22, —1 <z < 1 si puo
ricavare subito esplicitamente) |
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(2)

Data I’ equazione G(z,y) = xy + log(zy) =22+ 1 =10

a) Mostrare che tale equazione definisce implicitamente in un
intorno del punto P = (1,1) un’ unica funzione y = y(z) con
y(1) =1

b) Mostrare che = 1 & un punto critico di y(z)

c¢) Determinare la natura di tale punto critico

[ Le derivate parziali di G sono G.(z,y) = y + % - 2,
Gylz,y) = =+ ;7 ; si ha che G(1,1) = 0, G,(1,1) = 0,
Gy(1,1) = 2. Si puo quindi esplicitare localmente y = y(z)
cony(1) =1,y (1) = —gzgg = 0.

Il valore della derivata si puo anche ricavare derivando I’ equa-
zione G(z,y(x)) = 0, tenendo presente che y = y(x), si ottiene
y—i—my’—k%ﬂéy/—Q:y—irxy’—l—%—ir%—Z:Oeperx: 1,
y = y(1) = 1 si ha ¢/(0) = 0. Derivando ancora si ottiene
y’—i—y’—l—xy”—z%vLyy/;Eylz =0eponendox =1,y(1) =1,¢/(0) =
0 si ottiene il valore y”(0) = 1. Ne segue che il punto z = 0 ¢
un punto di minimo relativo (stretto) per la funzione y = y(z).

]

Data 1’ equazione G(z,y) = sin(y) cos(x) +y — e+ 2% +1 =0
a) Mostrare che tale equazione definisce implicitamente in un
intorno del punto P = (0,0) un’ unica funzione y = y(z) con
y(0) =0

b) Calcolare derivate prima e seconda di y(x) nel punto z =0

y(z)— 3z
sin(z) log(1+x)

c¢) Calcolare il lim,_,o

[ G(0,0) =0, G,(0,0) = —1, G,(0,0) = 2, quindi localmente
si puo esplicitare y = y(z) e y'(0) = —gzgg:g; = % Alternati-
vamente si puo trovare il valore della derivata in 0 derivando
" equazione G(z,y(x) = 0 rispetto a x, tenendo presente clrie

y = y(v). Derivando ancora si trova infine che 3"(0) = —3.

Posto a(z) = y(z) — iz, b(z) = sin(z)log(l + z), essendo
a(0) = b(0) = d/(0) = ¥'(0) = 0, usando il teorema di L” Ho-

_lx a// 1!
spital si trova che lim, . Sm(yg l)og(21 = = b,,((g)) = ¥ 2(0) = —i
]

Data 1’ equazione G(z,y) = [; eCdt — et fay’ o+ 1+
2 [ arctan(t) e' dt = 0

a) Mostrare che tale equazione definisce implicitamente in un
intorno del punto P = (0,0) un’ unica funzione y = y(x) con
y(0) =0

b) Mostrare che x = 0 & un punto critico di y(x)

¢) Determinare la natura di tale punto critico
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[ Le derivate parziali di G sono G,(z,y) = —e* +y*> + 1 +
2arctan(z)e”, Gy (z,y) = ¥ + 2zy , G(0,0) = 0, G,(0,0) =0
, G4(0,0) = 1. Si puo quindi esplicitare localmente y = y(z)
con y(0) =0, y'(0) = —gzgg:gg = 0.

Il valore della derivata si puo anche ricavare derivando I’ equa-
zione G(x,y(x)) = 0, tenendo presente che y = y(x), si ottiene
eV’ (x)y (z) — e + y2(z) + 2zy(x)y'(z) + 1 4 2arctan(x)e” = 0
eper z =0,y =y(0)=0siha ¢y (0) =0.

Derivando ancora e ponendo z = y(0) = ¢/(0) = 0 si ottiene il
valore y”(0) = —1. Ne segue che il punto x = 0 & un punto di
massimo relativo (stretto) per la funzione y = y(z). |

Data I’ equazione G(x,y,2) =y> —2? — 22+ e —1 =0

a) Mostrare che tale equazione definisce implicitamente in un
intorno del punto P = (0,1,1) un’ unica funzione z = z(z,y)
con z(0,1) =1 e calcolare le derivate parziali z,(0,1), z,(0,1)
b) Il Teorema di Dini ¢ applicabile per esplicitare localmente
y = y(x, z) in un intorno del punto @ = (0,0,0) ?

¢) Si puo esplicitare localmente y = y(x, z) in un intorno del
punto @ = (0,0,0) ?

[ a) VG(2,y,2) = (—2x+2e*,3y*, —224xe*), VG(0,1,1) =
(1,3,—2) , quindi si puo esplicitare localmente z = z(x, ) con

G»(0,1,1 Gy(0,1,1
2(0,1) = 1 e 2,(0,1) = _GZEO,ng = 35 zy(O 1) = Gz(o,1,1§ -
3

b)QNo, perché G, (0,0,0) = 0. Tuttavia le ipotesi del Teorema
di Dini sono solo sufficienti per poter esplicitare, infatti in que-
sto caso

c) si, & possibile esplicitare y = v/a2 + 22 —e** + 1 |

Datal’ equazione G(z,y,2) = vy 2z + "V 4sin[J (r—y—2)] —
e3* = 0 mostrare che tale equazione definisce implicitamente in
un intorno del punto P = (1,1, 1) un’ unica funzione z = z(z, y)
con z(1,1) =1 e calcolare le derivate parziali z,(1, 1), z,(1,1).

e3

[ 2(1,1) =355 = 2(0,1) |

(Dopo aver verificato che il vincolo G(x,y) = log(l + z?) +
arctan(y?) — £ = 0 & un vincolo regolare e I’ insieme S =
{(z,y) € R* : G(z,y) = 0} & compatto) trovare massimo e
minimo assoluti della funzione f (:c y) = y sull’ insieme S =

{(z,y) € R? : G(z,y) = log(1 + 2?) + arctan(y?) < T}.

[ Essendo Vf(x,y) = (0,1) non ci sono punti critici inter-
ni. Il vincolo & regolare, essendo VG = (0,0) in (0,0) non



50

appartenente al vincolo. Inoltre ¢ chiuso ed e limitato, perché
log(1+4 %) < 7, arctan(y?) < §, quindi, essendo le funzioni 1(7)Tg
e arctan funzioni crescenti e invertibili si ha che (1 + 2?) < e*,

(y?) < tan(§) = 1 e allora [y| < 1, [z] < Ver —1.

Studiando il sistema di Lagrange

_ 2z
O )\1_5:52
— Y
1 _)\1+y

log(1 + %) + arctan(y®) =%
si osserva che A\, y # 0, qumdl x=0.

Dal vincolo si ricava arctan(y ) =%, quindi y* = tan(
e allora y? =1, y = %1.
I punti critici vincolati sono allora i punti (0, 1) e (0,—1).

Calcolando la funzione f(x,y) = y in tali punti si ha che
f(0,1) =1, f(0,—1) = —1 e si deduce che il punto (0,1) e
il punto (0,—1) sono rispettivamente il punto di massimo e il
punto di minimo assoluto, con i valori 1 e —1. |

) =1

s
4

Trovare i punti di massimo e minimo assoluti della funzione

fla,y,2) = 2* + ¢
sull” insieme (compatto) S definito dai vincoli

gi(z,y,2) =22+ 2y +2=0, 92(:r,y7z)=x2+%:1

[ I vincoli sono regolari, poiché i gradienti Vgi(z,y,2) =
(2,2,1) e Vga(x,y, 2) = (2z, %y, 0) sono linearmente dipendenti
solo se x = y = 0 e nessun tale punto soddisfa il vincolo g. Il
Si(stema di Lagrange ha la forma

2x =2\ + 2uzx
2y =2\ + 1y
0 = A

22+2y+2 =0

\xQ + % =1

Si ottiene subito A = 0, e analizzando le prime due equazioni del
sistema si vede che ci sono 4 casi, a seconda che z e y si annulli-
no o meno; € impossibile che z = y = 0, per I’ ultima equazione,
ed e impossibile anche che z # 0, y # 0, perché sarebbe p =1,
i = 4. Rimangono quindi due possibilita, y = 0, x # 0, che con-
duce dalle ultime due equazioni ai punti (£1,0, F2) di minimo
assoluto, con valore 1, oppure x = 0,y # 0, che conduce dalle
ultime due equazioni ai punti (0, £2, F4) di massimo assoluto,
con valore 4. |

Trovare, utilizzando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange,
massimo e minimo assoluti della funzione f(z,y,z) = x? — 2*
sull’ insieme S = {(z,y,2) € R® : 22 +¢y* + 22 < 1}.
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[ T punti critici interni sono i punti di coordinate (0,y,0),
ly| < 1, nei quali la funzione vale 0 (non saranno massimi né
minimi assoluti, si vede peraltro subito che sono punti di sella
). II massimo assoluto & 1, ed & assunto nei punti (+1,0,0),
II minimo assoluto ¢ —1, ed & assunto nei punti (0,0,+1), gli
altri punti critici vincolati sono i punti (0,£1,0) nei quali la
funzione vale 0 . |

Trovare i punti di massimo e minimo assoluti della funzione

fle,y) =z + y?
sull’ insieme (compatto) S definito dal vincolo
glz,y) =2 +y* < L

[ Essendo V f(z,y) = (1,2y) non ci sono punti critici interni.

1 = \2zx
Studiando sul bordo il sistema di Lagrange { 2y = \2y
si osserva che A\, v # 0, x = % Se y # 0 segue che A = 1,

quindi x = % e dal vincolo si ottiene y = j:‘/Tg. Se invece y = 0
dal vincolo si ottiene z = +1. Nei punti (3, j:‘/Tg) la funzione
vale % e saranno i punti di massimo assoluto, nei punti (£1,0) la

funzione vale rispettivamente 41, il punto (—1,0) sara il punto
di minimo assoluto. |

Trovare massimo e minimo assoluti della funzione f(z,y,z2) =
z* + y* sull’ insieme S = {(z,y,2) € R® : 22 + ¢y + 22 < 3}.

[ Il minimo assoluto & 0, assunto nei punti (0,0, z) con |z| <
/3, il massimo assoluto ¢ 9, assunto nei punti (£+/3,0,0) e
(0,4+/3,0).

Gli altri punti critici vincolati, che anche se a posteriori non sono
estremi assoluti sono da esaminare per determinare gli estremi

assoluti, sono i punti (£4/3,£4/3,0) con tutte le combinazioni

possibili di segno, in tali punti la funzione vale %. ]

Fissato o > 0, trovare massimo e minimo assoluti della funzione
f(x,y,2) = zyz sull’ insieme S = {(x,y,2) ER® : z+y+2 =
a, x>0,y >0,z>0}. Dedurre la

disuguaglianza media geometrica / media aritmetica:
dati z,y,z > 0 si ha che 3xyz§%.

[ Il vincolo ¢ compatto essendo chiuso e limitato (0 < z,y, z <
a). Esistono dunque massimo e minimo assoluto per il Teorema
di Weierstrass. Il minimo assoluto si trova subito, e 0 ed e as-
sunto nei punti con almeno una coordinata nulla. Se troviamo
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un solo punto critico vincolato, con coordinate tutte non nulle
esso sara dunque il massimo assoluto. Il sistema di Lagrange

Yz =\
Tz =\ ) .. )

ha la forma N Escludendoicasiincui A =0¢e
xy =

rT+y+z =«

una almeno tra le coordinate e nulla si trova che yz = xz = xy
con tutte le coordinate positive, quindi x =y =z = 5.
Ne segue che il massimo & (%)%, assunto nel punto (%, §,5) e,

essendo o = x + y + 2z, si deduce la disuguaglianza
ryz < (%)3 per ogni x,vy,z > 0, equivalente a Jryz <

T+yY+z
—3 -

Osservazione La disuguaglianza si generalizza an > 1 ter-
mini: daton € N, n > 0, dati z1,...,x, > 0, vale la disugua-

glianza tra media aritmetica e media geometrica:
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SERIE NUMERICHE

Stabilire il carattere, e calcolare la somma se convergente, della

1 '"/2'"/
serie numerica Z+°° %

[ 1l termine generale H(—:))# = (3)" + (—=2)" ¢ la somma
1 2

di termini generali di due serie geometriche, di ragioni 3 e —3

entrambe comprese tra —1 e 1. Ne segue che la serie converge

elasomma(zn 0q = se—1<q<1)
1 1 !
TTfnzoatic=%
Determinare il carattere della serie numerica Zzg(l — %)"

[ La serie & a termini positivi e il termine generale non &
infinitesimo, essendo lim,, (1 — %)" = % % 0, quindi la serie
non converge non essendo rispettato il criterio necessario. |

1

. . . . 2
Determinare il carattere della serie numerica Zzg(l — )"

[ La serie ¢ a termini positivi e il termine generale e in-

finitesimo, essendo lim,, (1 — 5)”2 = lim, [ (1 — ) " =
(£)*°° = 0. Inoltre applicando il criterio della radice si ha che
lim,, o {/(1 — i)"Q = limy, 0o {[ (1 — 2)"]" bn =

lim,, (1 — 1) = 2 < 1, quindi la serie converge. |

400 n!

Determinare il carattere della serie numerica nel

[ La serie ¢ a termini positivi. Applicando il criterio del
rapporto si ha, se a,, = :—i, che

ant1 _ _(mAD! pn . (ntln!  pn _ n® 1 _ 1
an ()Tl oal T (n+l) (D) nl T (ntl)m T (ZELyn T (14 dyne
Dato che lim,, (1 + %)" = e si ha che lim,,_, “a: = % <1,

quindi la serie converge. |

Determinare il carattere della serie numerica

1 1
a0 tan (s — )

[ La serie ¢ a termini positivi e il termine generale ¢ infini-
- cp o 11 _ 1
tesimo, perché b, = -5 — —5 = e 0 per n — oo.

. tan(b .
Inoltre essendo lim,,_,oo % = 1, la serie si comporta come la
n
1

-1 8 -
serie .72 s aE) = oy Che converge perché (essen

2

do hmnﬁoo (n_’_;;m

: 1 +oo 1
equivalente a —3, con ) 7 =5 < +00. |

= 1) il termine generale ¢ asintoticamente
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(6)

Trovare i numeri reali z per i quali la serie ) (—1)"2" sin"(z)
converge, e per tali x calcolare la somma della serie.

[ E una serie geometrica di ragione —2sin(z), converge se
2|sin(x)| < 1, cioe se —% +km < o < % + km, e per tali x
converge a s(x) = m ]

Determinare in funzione del parametro a > 0 il carattere della
serie numerica: Y% n® sin?(-%) [1 — cos( )]

[ La serie ¢ a termini positivi, ed essendo

8 qin2 1y _ 1

lim,, 00 n® sin?(5 ) (1 — cos(2)) = 3
il termine generale

n®~#n® [sin®(Z) [1 — cos( & ))]: —s= sin’(Z5) [1 — cos(

e asintoticamente equlvalente a §n 1_a.

{ Equivalentemente se a@ > 8 il termine generale non ten-
de a zero, e la serie non converge, mentre per la formula di
Taylorse&<881hache1—cos(1) 1- 1—1—17112—1—0(1)
Sin2(#) = (& +o(%))?= n6 + o( 5), quindi n® sin ( 5)[1—

cos( )] = n® [1k 4 0(%)] = bisks + o(5ke). )

3=

)

Per il criterio di confronto asintotico la serie converge se e solo
se8—a>1,cioea<T7. |

Studiare in funzione del parametro o € R la convergenza sem-
plice ed assoluta della seguente serie numerica:

e )

n=1 n%+-cos(n®)

[ Se @ < 0 non converge non essendo rispettato il crite-
rio necessario di convergenza a zero del termine generale a,, =

(—1)" ﬁ Se o > 1 converge assolutamente per confron—
n®+-cos(n®)
to (e confronto asintotico), essendo ad esempio |a,| < ——, con

na171 asintoticamente equivalente a n_a' Se 0 < a < 1 non con-

verge assolutamente, ma converge semplicemente per il criterio
di Leibniz (la crescenza del denominatore in funzione di n > 1,
puo essere verificata osservando che la derivata della funzione
g(z) = 2%+ cos(z®) & ¢'(x) = ax®! (1 — sin(z®)) > 0 se z > 0.

]

Studiare la convergenza delle serie:

VR, oo [ VFl—/n
n= 1[ ] ) n:l[ vnZ+n ]

[ La serie ¢ a termini positivi, e usando I’ identita (a—b)(a+
b) = a®> —b? il termine generale della prima serie si pud scrivere

2n . . . 1 . .
come asintoticamente equivalente a --, quindi la
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serie diverge per confronto asintotico con la serie armonica.
Analogamente il termlne generale della seconda serie si puo SCI‘I—

VEre COme - \/WJr N asintoticamente equivalente a — 2y

e quindi la serie converge per confronto con la serie armonica
generalizzata di termine generale =. |
n2

Determinare in funzione del parametro o € R il carattere della
serie numerica: Zn n [e% Few — 2]

; . e 1 1
[ E una serie a termini positivi, e si ha che n [en +en—2] =

n°[l + 1 +li+1——+———2+d )] = = (may
Si ha quindi che lim,,_, ﬂiﬂ = 1, e per il criterio di
n2—a

confronto asintotico la serie converge se e solo se a < 1 perché
la serie S —L- converge se e solo se 2 — o > 1, cio¢ a < 1.

]

Studiare convergenza semplice e assoluta della serie
1) er - o)

n=1

[ Per il criterio di confronto asintotico la serie non converge
, 1 -1 1 1 1y _
alssolutamente perché en —en =1+ > —(1— ) +o(;) =
>+ 0(2), e la serie Zn | 7 diverge.
La serie converge pero semphcemente per il criterio di Leibniz,
essendo la successione en — e p051t1va mﬁnltesnna e decre—
— =1
scente( > +1, quindi —= < en > e"+1 , —€n > —en+1

) ]

Studiare la convergenza delle serie:

VP +1-n] VN3 +n—n]

[ Si puo usare I’ identita (a — b)(a® + ab + b?) = a® — b?

. . . 33 1—
e scrivere per la prima serie [vn3 +1 —n] = ["—;L"] =
n3+1—n3 1 < 1 . .
= =3 € quindi la
{/(n3+1)2+n Y3 +14n2 %/(n3+1)2+n Yn3414n2 — Bn 4

serie converge. Analogamente per la seconda [v/n3 +n—n] =

= o da cui si evince che il termine generale

%/(n3 +n)24+n ¥n3+n+n?

¢ asintoticamente equivalente a SLn e la serie diverge. In alter-

nativa si arriva alle stesse conclusioni utilizzando lo sviluppo di
Taylor (14 2)* =1+ az+o(2) perz — 0: VnP+1—-n=

n{/1+ 25 —n=n(l+ 35 +o0(35)) —n =35 +0(3)), mentre
Vnd +n—n=n{/1+ H—n=n(l4+55+0(s5))—n = 3-+0())
]
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(13)

(14)

(15)

Studiare la convergenza delle serie:

(L " N ()

[ Usando il criterio della radice (a, > 0), calcoliamo nel pri-
mo caso lim,,_,., @"/2%(1 + %)HQ = lim,,_,~ %(1—1—%)” =5>1,e

quindi la serie diverge. Nel secondo caso lim,,_,, { 3in(l + %)"2 =

limy, 00 3(1+ £)" = € < 1 e quindi la serie converge. |

. . | |
Studiare la convergenza delle serie: oo om o, +oo gn nt
n=1 nmn

[ Scrivendo (n+1)! = (n+1) n!, (n+1)"+1 (n+1)(n+1)",
2" tl(n+)n! pn
(n+D)(n+1)" 27 nl —
= % < 1 e quindi la serie converge per il criterio

calcoliamo nel primo caso lim,,_,, Z“

= hmn—mO

: : 3ntl(nt)n! pn
del rapporto . Nel secondo caso abbiamo lim,,_, DD 3 =
1

lim,, SW = % > 1 e quindi la serie diverge. |

Studiare convergenza semplice e assoluta della serie Z:g -

1)"n+arctan(e

")

n?log(n+1)
[ 11 termine generale & (—1)"a,, + b,, dove a, = s —

1 __ arctan(e™) , I
(T bn = ~2yeain) Tog(n D) Z 1 b converge perché 0 < b, < 3,
+o0 1

mentre Y > (—1)"a, diverge assolutamente ( > gD —
+0o0 ad es. per confronto con un integrale improprio), ma con-
verge semplicemente per il criterio di Leibniz (m e infini-
tesima e decrescente).

In conclusione la serie converge semplicemente (come somma
di serie convergenti) e non converge assolutamente (come som-

ma di serie una assolutamente divergente e una assolutamente
| (=1)"n+arctan(e™) | 1 i 5 ) ]
n? log(n+1) = nlog(n+1) n?log(n+1) / °

convergente:

Studiare convergenza semplice e assoluta in funzione del para-

metro z > 0 della serie > %f))n

[ Tl termine generale a,, = (logé# tende a zero per n — oo
solo se | log(z)| <1, —1 < log(z) < 1, cioe se % <z <e. Ne
segue che se 0 < = < l oppure x > e la serie non converge.

Inoltre {/|a, | = % tende a | log(x) |.

Per il criterio della radice se | log(z)| < 1, cioe 1 < z < e la
serie converge assolutamente.

. . -1 . .
Rimane da vedere cosa accade nei punti -, e. Sostituendo nei

punti x = %, xr = e, si vede che anche in tali punti la serie

, log(1))™ —1)»
converge assolutamente, perché > ' (g% =S ( nQ) ,
+oo (log(e))™ +oo 1
mentre y % R =Y S ]
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Studiare convergenza semplice e assoluta delle serie
+00 2n243n

a) n=1 3n2+45
+oo (2n243n) sin( 1)

b) Z e

) a5 (1) (1 = cos( )
d) z+°° Lo (14 17 con b >0

oo
oo nm
e) n=1 n!3n

(@]

[ a) Diverge, a, non tende a zero; b) Diverge, cfr.asint.

con Y. = ; ¢) Diverge assolutamente, perché 1 — cos( \F) asin-

toticamente si comporta come 2L7 ma converge semplicemente

per il criterio di Leibniz, essendo 1 — cos( f) positiva, infinite-
sima e decrescente; d) La radice n-esima del termine generale &
/a, = 7\1/1;2 (1+1)" — be. Per il criterio della radice se b >
la serie non converge, mentre converge se 0 <b< % Se b =

" <1, qu1nd1 ( )”(14—%)”2 =
L(u)n < e Z:"‘i n12 < +00. e) Converge per il crite—

n? e — n2’

il _ 1yn_1
]I‘lO del rapporto, essendo “2 = (n+1)( 2 ) - ¢ < 1

Verificare che la serie Z+ [ —log eonverge e che la sua
somma coincide con 7y = hrnn_m[zk 1 —log(n+1)].

Nota: La costante v ¢ detta costante di Eulero- Mascheroni e
una sua approssimazione con quattro decimali e v = 0.5772.

=0

(1
e la serie Converge perche

n+1]

: 1 ntl _ 1 1y _1_ 1, 1 1y _
1[S1halche ~—log ™= = ~—log(l+ ) = - — > +55+0(-z) =
7z + o(-3) e quindi la serie converge per confronto asintotico
. +oo 1
con la serie convergente » % -

Inoltre la somma parziale n-esima di questa serie & Y1 (¢

log kH) > e 1 52k (log 5 =3 52 (log(k+1)—
log(k) =>"7_, k —log(n+1), e qu1nd1 v =301 —log ] =
limy, 00 [Zk 1 k —log(n +1)]. ]

. . . +OO
Sia {a,} una successione tale che la serie ) '~ a, converge
assolutamente.
Dimostrare che la serie 7> a2 converge. Mostrare con un
controesempio che se la convergenza della serie non e assoluta
N . +oo 9
non ¢ detto che la serie > '~ a; converga.

[ Per il criterio necessario lim,, , a, = 0, quindi definitiva-
mente |a,| < 1 e quindi a? < |a,|. Per confronto con la serie
2 an| converge anche la serie > a2.
Se la convergenza non e assoluta 1’ implicazione non e vera in
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generale. Ad esempio se a, = (—1)”\/%; la serie Z:ﬁ(—l)”\/iﬁ
ale

converge per il criterio di Leibniz, ma la serie di termine gener
2 +oo 1

_ l \ . . 1 .
a,, = - ¢ la serie armonica ) 7 - che diverge. |

. . . . . “+o00 2 400 2
Siano {a,} e {b,} successioni tali che le serie > " a2, > "~ b
CONVergono.

Dimostrare che la serie "' a, b, converge assolutamente.

[ Utilizzando la disuguaglianza |ab| = |a|[b] < $(a® + b?), si
ha che [a,by| = |a,||b,| < 2(a2+02), e per confronto con la serie
Zz a? + b%, che converge (avendo come termine generale la
somma dei termini generali di serie convergenti) converge anche

la serie S°7% |a, byl ]
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SERIE DI POTENZE

Ricordiamo che una SERIE DI POTENZE (centrata in 0) & una serie
numerica con un parametro x € R della forma Z;ﬁ% b, x™, dove b, e
una successione reale. Una caratteristica di una tale serie & che esiste
R € [0, +00] (numero non negativo, o +00), detto raggio di convergen-
za della serie tale che:

a) se R =0 la serie converge solo per z = 0;

b) se R = +oo la serie converge assolutamente per ogni z € R =
(—OO, —|—OO),

c) se 0 < R < 400 la serie converge assolutamente per —R < x < R
e non converge se |x| > R. Nei punti x = £ R dipende da caso a caso
e se richiesto bisogna analizzare questi casi limite.

Se esistono i seguenti limiti, il raggio di convergenza ¢ dato da

R = [lim, o {/|bn|]™"  (criterio della radice) o

R = [lim,_,o % 7t = lim, 00 %] (criterio del rapporto) ,
con |’ intesa che % = +o00, J%O = 0.

Si noti che nei limiti compaiono gli inversi dei limiti che compaiono nei
criteri della radice e del rapporto per serie numeriche. Infatti se cer-
chiamo ad esempio con il criterio della radice (considerazioni del tutto
analoghe per il criterio del rapporto) gli x tali che la serie Z:g b, 1"
converge assolutamente, essendo a,, = |b,x"| = |b,||x|™ il termine gene-
rale della serie dei moduli, siamo ricondotti a studiare il lim,, . /a, =

limy, 00 ¥/ |bn]|x|™ = (se esiste il limite) |z| lim,, o /|0y
1

e la serie converge se |x| lim, o {/|bn| < 1, cioese |z| < ———— =

limp o0 %/|bnl

R, cioe se © € (—R, R), dove R ¢ il raggio di convergenza definito in
precedenza.

In ogni caso in ognuno dei seguenti esercizi si puo interpretare la do-
manda come ”trovare i punti z per cui la serie converge assolutamente”,
e se ad es. la risposta ¢ R = 4 significa che la serie converge assolu-
tamente per —4 < x < 4, non converge se |r| > 4, mentre nei punti
x = +4 bisogna studiare i singoli casi.

+oo etnpl g
n=1 nm

(1) Trovare il raggio di convergenza della serie di potenze

[ R = €3, si puo trovare usando il criterio del rapporto:
1

lan| _ 7; etnn! (n+1)(n+1)™
- hmnﬁoo etetn (n+1)n! nmn -

o] = lim,, oo
|an\

1]
e%limnﬁoo(l + %)" = 614 = e% ]

limp— 00 |an+

(2) Trovare il raggio di convergenza della serie di potenze Y (7 sin(5) )" 2"
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[ R = 2, si puo trovare usando il criterio della radice: L

limp o0 (}/]anl)
1
. 1 _ . n _
lim,, o0 (D) 21imy, 00 o i = 2 ]
n 2n
. L — 1
Trovare il raggio di convergenza della serie di potenze :3 2"n™ (en —

1))z

[ R =1, criterio della radice |

. . . . . n
Trovare il raggio di convergenza della serie di potenze Y %0 13

n=0 4n +TL2

| R= %, criterio del rapporto |

mn

Trovare il raggio di convergenza della serie di potenze > (n?)" [ log(1+

n=1
5:) I"[ sin(}) J"a”
[ R =2, criterio della radice ]

400 (2n)!

Trovare il raggio di convergenza della serie di potenze el 1

n=1 nlnn

[ R = §, criterio del rapporto |

n

Trovare il raggio di convergenza della serie di potenze > (/n—

n=1
)" an

[ R = 400, si puo usare il criterio della radice; essendo
. . log(n) . .
lim,, o0 /1 = lim, ,eoe » = e = 1, risulta lim,, o Y/n—1=

0. |

Studiare in funzione dei parametri ¢ € R, a > 0, la con-
vergenza semplice ed assoluta della seguente serie numerica:

+ AN

nz q" [Sln(ﬁ)}

[ Se |g| > 1 non converge perché il termine generale a,, /4 0,
se |g| < 1 converge assolutamente per ogni « € R | se ¢ = 1
converge (assolutamente essendo a termini positivi) se e solo se

a > 1, se ¢ = —1 converge assolutamente se a > 1, mentre per
il criterio di Leibniz converge semplicemente se 0 < o <1 ]

a) Discutere convergenza e convergenza assoluta della serie

> ooy 75— in funzione di z € R.
b) Nel caso di x = —1 trovare n € N tale che la somma

parziale n-esima approssimi la somma della serie con un errore
1
<15
[ Converge assolutamente se |z| < 1, non converge se z = 1
oppure |z| > 1, converge semplicemente ma non assolutamente
se x = —1 per il criterio di Leibniz.
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(11)

(12)
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In quest’ ultimo caso I’ errore ¢ maggiorato dal primo termine

trascurato, n«lr2’ e n—+2 <ssen+2>10,n>8 |

Determinare, in funzione di a > 0, il raggio di convergenza della
2

n
serie di potenze (1 — a—) x"
n®logn

| R=1sea>1 R=+ocose0 < a < 1: usando il cri-

terio della radice si calcola lim,, (1 — m)” = lim,, oo [(1—

n®logn

]

Sviluppare in serie di Mac Laurin (cioe in serie di Taylor at-
14z
)

—L__yn®logn J5mlogn — ( formalmente ) { (10 =1 -
= (1) = se a >

torno a « = 0) la funzione f(x) = log( specificando il

raggio di convergenza e la eventuale convergenza agli estremi
dell’ intervallo di convergenza.

[ Per le proprieta del logaritmo si ha che log(y/1£) =

%[log(l +x) —log(1—x)], e ricordando gli sviluppi log(1 —{—$) =

S (= = S (—1)m 2 valido per —1 < 7 < 1,
—log(l —x) = > f:rll = >0 2, valido per —1 <z < 1

si ottiene lo sviluppo, valido per —1 < z < 1 (che ovviamente
da raggio di convergenza R = 1) : log(4/ 1+“”) = :f:ol ggi:—j ]
Sviluppare in serie di Mac Laurin la funzione f(x) = m
specificando il raggio di convergenza e la eventuale convergenza

agli estremi dell” intervallo di convergenza.

[ Si ha che 2% — 330 +2=(x—1)(z —2), e decomponendo in
fratti semplici m = %—ﬁ == E_ﬁ = 1;} %1_17
Ricordando lo sviluppo ﬁ = : o 2", valido per —1 <z <1,
si ottiene anche che 1_1% =Y r(E) = S Lat se —2 <
r <2, equindi 5——s = (1= sh)atse —l<a < 1. ]
Data la serie di potenze :3( 2n + (n+1)' yz?",

dire per quali x converge e per tali valori calcolare la somma
della serie.

[ Dallo sviluppo En ox" ﬁ , che implica S T

- a:2 = f(z) , wvalido per -1 < z < 1, derivando termine
a termine (& lecito per la convergenza totale, quindi uniforme,
della serie e delle serie derivate in ogni compatto contenuto nell’

(1)t =0 se0<a<l
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intervallo (—1,1) ) sihache .7 2na?" =23 7> 2n a1 =
CC2
zf'(z) = (13352)2-

Analogamente dallo sviluppo Zn 0 n,a: = e* , che impli-
ca Zn o n,:r; = = g(x ), valido per x € R, si ottiene
T — Y B0 — g () = 2% Nese

gue che la somma della serie, che converge per —1 <xr<l, e
520+ gl )1 = 2 f(2) + 20'(2) = 2 + 202 |

too/ 1\n—1__ 2?"
nzl( 1) 2n(2n—1)’
dire per quali x converge e per tali valori calcolare la somma

della serie.

Data la serie di potenze

:O%( )nx2n+1

(che si ottiene integrando da 0 a z lo svilup-

[Se—-1<z < 1 vale lo sviluppo arctan(z) =
Me{C =
1

PO i = 22 (—1™)t?" ). Si puo integrare termine a termine
(cosa lecita per la convergenza totale, quindi uniforme, della

serie in ogni compatto contenuto nell” intervallo (—1,1) ). Si

ottiene che :{3(—1)"_1% = > OI(_l)n_l—t;:dt =

Jy arctan(t)dt = ( per parti ) zarctan(z) — 5log(l + z?) =
xarctan(z) — log(v/1 + 22).
2n

Quindi la somma della serie & 72 (1)1 Snon D) = % arctan(z)—

:log(1+2?), e in realta lo sviluppo vale per —1 < z < 1. Infatti

n [—1,1] la convergenza della serie & totale, quindi uniforme,

4 N too n _ N\t 1
perché Y77 supy, < \m] o1 Tn@n T < 1O per con-

fronto asintotico con la serie Z:Zl # Per continuita la somma
della serie ha la stessa forma anche per x = *£1, e si ha in par-

ticolare che :3;(—1)" 12 @1y — :g](_1>n_(2n+2)1(2n+1) -
arctan(1) — log(v2) = T — 1log(2) ]

Data la serie di potenze Z:ﬁ z"nf, B eR,

a) trovare il raggio di convergenza in funzione di g, discutere la
convergenza agli estremi dell’ intervallo di convergenza b) nel
caso di f = —1 calcolare la somma della serie

[ 1l raggio di convergenza ¢ R = 1 = lim,, /nf per ogni
scelta di 3, quindi la serie converge assolutamente per ogni x €
(—1,1). Se p > 0 la serie non converge agli estremi, non ¢
verificato il criterio necessario di convergenza. Se § < —1 la
serie converge in entrambi gli estremi Se invece —1 < < 0

la serie non converge nel punto z = 1 (ha la forma di una
serie armonica generalizzata +°° i con @« = —f3 < 1) mentre
converge per il criterio di Lelban nel punto x = —1 (assume la

forma "% (=1)"-L cona=—-8>0).

2n+1
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Nel caso di f = —1 la serie, che per quanto visto converge
in [—1,1), converge a 7 £~ = —log(1 — z) ( ricordando lo
sviluppo —log(1 — x) = > f:: = ' Z8 che si ottiene
integrando da 0 a z, con —1 < z < 1 lo sviluppo ::f% tn =L
).

1
In particolare si ottiene la relazione > 7% (—1)"% = —log(2) |




