ESEMPI ed ESERCIZI RISOLTI

1. operazioni elementari sulle righe e sviluppo di Laplace

Esempio: (Sanini)

5 3 1 4

) . 4 2 1 3

Calcolare il determinante A = 6 0 3 9
23 8 7 9

Effettuano le seguente operazioni sulle righe:

R2 — R2 — Rl, Rg — R3 — 3R1, R4 — R4 — 7R1 si ottiene
5 3 1 4

-1 -1 0 -1

-9 -9 0 -10

-12 —-13 0 -19

mediante lo sviluppo di Laplace per la terza colonna si ottiene

N =

-1 -1 -1
A=|-9 -9 -10
-12 -13 -19

Effettuano le seguente operazioni sulle colonne:
C? - C? - (O, 03 = C3 — C" si ottiene

-1 0 0
A=|-9 0 -1
-12 -1 -7

mediante lo sviluppo di Laplace per la prima riga si ha che il determinante e
A=1



1 1 0
. . . 0 1 1
Esempio: Calcolare il rango della matrice A = 1 0 1
0o 2 2
A ha quattro rlghe e tre colonne quindi rango A < 3. I minori di ordine 3 sono:
1 1 1 0 1 1 0 0 1 1
mi = meo=10 1 1|, mg=|-1 0 1], my=1[|-1 0 1
—1 0 1 0 2 2 0o 2 2 0o 2 2
1 1 0 0 1
detmi=]0 1 1 :1‘0 1‘ 1‘_1 1’%—021—1:0
-1 0 1
1 10
detme=1{0 1 1|=0
0 2 2
1 1 0
detmz=|—-1 0 1 1‘2 ;‘ 1‘_01 ;’+0:—2+2_0
0 2 2
0 1 1 11
detmy=|-1 0 1 :—1(—1)’2 2’:0
0 2 2

det m, = det mo = det mg = det my4 = 0 quindi rango A < 3

C’¢ un minore di ordine due con determinante non nullo: det (é 1) # 0 quindi rango A = 2

Calcolo del rango della matrice A usando la riduzione:

1 10 1 1 0 1 10
0 1 1 1 1 1 1

A= 1o 1)l 77lo 11l 71o oo = A ha rango 2
0 2 2 0 2 2 0 00



matrice inversa

) usando el metodo della riduzione
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Esempio: Calcolo della inversa della matrice A

svolgimento

|

1 11 0 0 O
2 001 00
-1 2 0|0 0 1 O
0 010 0 0 1

3
1
0

0
(4.1) = (8
1

R1<—>R4

|

R3; — R3+ Ry, R4y — Ry — 3R,

0 0j0 0 O 1
2 0|0 1 00
-1 2 0(0 0 1 O
1 1/1 0 0 O

0
1

3

1
0
0
0

|

-5 111 -3 0 O

0 0

Ry — b5R3+ 4Ry

|

— O O

10 0 0j0 0 O
1 0
1 1
-7 5 0

0 0 4 010
0 0 0 414

Ry — 2Ry — R3

0

1

1
-7

0

0
0 0 4 010
0 0 0 414
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II. Indipendenza/dipendenza lineare. Generatori

Esempio: Effetuando le operazioni sulla righe R3 — R3 — R;, R4 — R4 — Ry, Ry — R4 + R3. alla
matrice A si ottiene una matrice A’ ridotta per righe

210 1 1 2 10 1 1
(30111 , (301 1 1
A=l9 1 00 1|74 ={0 00 -1 0

10000 100 0 0

siccome ci sono quattro righe non nulle nella matrice ridotta il rango delle matrici e 4.

Sia R = Span{R;, R2, R3, R4} C R®. Che il rango di A sia 4 implica che le quattro righe di A
sono LI e dim R = 4. Siccome dim R® = 5 allora le righe {R;, Ro, R3, R4} non generano R°, quindi
non formano una base di R?.

Sia C = Span{C*',C?% C3,C* C% C R* Siccome il rango di una matrice non dipende da
la riduzione si ha che dimC = 4 = dim R* quindi C = R*. Questo implica che le colonne di A
generano R*, peré non sono LI perché sono cinque. quindi le colonne {C',C? C3 C* C°} non
formano una base di R*.

Esercizio: Nello spazio vettorial R* considerare i vettori
wy; = (1,0,1,0), wy = (0,—1,—1,0), w3 = (0,1,0,1), wy = (1,0,0,1).

a) Determinare se R* = Span{w, wg, w3, w4 }.

b) Determinare se {w1, wa, w3, wy} & LI

c¢) Determinare se formano una base di R*, giustificare.

d) Determinare se v = (3,2, 1,0) appartiene a W = Span{w;, wz}.
e) Determinare se u = (3,2,5,0) appartiene a W = Span{w;, ws}.

soluzione: Scrivere i vettori come righe di una matrice e ridurre per righe

1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
0 -1 -1 0 . 0 -1 -1 0 N 0 -1 -1 0
0 1 0 1 0 0 -1 1 0 0 -1 1
0 0 -1 1 0 0 -11 0 0 0 0

Siccome sono equivalente per righe allora tutte le matrici hanno rango 3,

dunque dim Span{w,, wa, w3, ws} = 3.

a) Quindi Span{w,ws, w3, ws} # R* (non generano R*).

b) {wy,ws, w3, wy} & LD. Infatti wy — wy = w3 + wo.

c) Per a) o per b) {wy, ws, w3, w4} non formano una base di R*.
soluzione di d) Notare che dim W = 2, giacche {wq,ws} & LI

Verifica: osservare che w; e wy non sono proporzionali.

Oppure, si noti che rango (1 0 1 0) = 2.

0 -1 -1 0
Si aggiunge all’ultima matrice le componenti del vettore v e si confrontano i ranghi:
1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
o -1 -1 0})]—>10 -1 -1 0)—f{0 -1 =1 0
3 2 1 0 0 2 -2 0 0 0 —4 0

Queste matrici hanno rango 3 quindi v non ¢ CL di w e ws.
Cioe dim Span{v, wy, w9} > dim Span{wy,ws} = v ¢ W.
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soluzione di e)
Determinare se u = (3,2,5,0) € W = Span{wy, ws}.
Si scrive la matrice che ha per righe le componenti dei vettori wy, we, u

1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
0o -1 -1 0]—-(10 -1 -1 0)J]—=(0 -1 -1 O] hanno rango 2
3 2 5 0 0 2 2 0 0 0 0 O

dunque dim Span{u, w;,ws} = dim Span{w;,ws} = u € W.

Esercizio: (III 6)
Si considerino i polinomi p(z) =1 — =z, ¢(z) =z — 22, r(z) =1— 22, s(z) =1+ 22
Stabilire se s(z) € Span{p(x), q(z), r(z)}.
soluzione:

Riferito alla base standard {1, x, 22} di Ra[xz] scrivere le componenti di p, q,7, s come righe
di una matrice e ridurre

1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0
0 1 -1 . 0O 1 -1 . 0 1 -1
1 0 -1 0 1 -1 0 O 0
1 0 1 0 1 1 0 O 2

Dalle prime tre righe si ha che dim Span{p(x), q(z), r(z)}
Confrontando i ranghi si deduce che s(z) ¢ Span{p(z), q(z), r(x)}.

I
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II1. Sottospazi vettoriali.

Esercizio: Sia V' = M(2,R) lo spazio vettoriale delle matrici quadrate reali di 2° ordine. Calcolare la
dimensione dei seguenti sottospazi:
1) Ts = {A € V : A ¢ triangolare superiore},
2) Ty = {A € V : A ¢ triangolare inferiore},
3)S={AeV:A = A},
HA={AcV :Al=—-A}e
5)] T ={A€V: traccia A =0}.

Si consideri (CCL 2) una marice generica di V' = M (2,R). Si ricordi che traccia A =a + d.

Soluzioni 1)
Le matrici triangolari superiori sono caratterizzate dall’equazione ¢ = 0.
[i)] Verifichiamo prima che Ts ¢ un sottospazio vettoriale

a) (@ b n ad vV\ [(a+d b+V

0 d 0o d) 0 d+d )’

a b aa  ob

b)o‘<o d>_<0 ad)
11) TS = Span {Ella Elg,EQQ} glaché

a b 10 0 1 0 0
(6 i)=eo o) o6 0)+e (6 1)
[iii)] {E11, E12, E9o} € LI, perche le tre matrici appartengono alla base standard.
Quindi BTS = {Ell,Elg, EQQ} ¢ base di TS (§ dlmTS =3.

Soluzioni 2)
Le matrici triangolari inferiori sono caratterizzate dall’equazione b = 0.

i) a) a 0 i a 0\ (a+d 0
c d d d) \ec+cd d+d
a 0 aa 0
b)a<c d>_(ac ad)
.. a 0\ 1 O 0 O 0 O ..
11)(0 d>—a<0 O)—i—c(l O)—i—d(O 1> quindi
Tr = Span {Ei1, Eo1, Es} = {aE11 + fE21 +vE2 :a, B,7 € R}.

iii) {E11, E21, Eaa} € LI, essendo tre matrici della base standard.
Quindi BTI = {EH, EQl, EQQ} e base di T] ($ dimT] =3.

Soluzioni 3)
Le matrici simmetriche (A = A') sono caratterizzate dall’equazione ¢ = b.

) a) (@ b n a b\ [(a+d b4V
VO y d v od )\ b4V d+d)”
a b aa  ob
b>0‘<b d>_(ab ad)
.. a b\ 1 0 0 1 0 0
0 (5 a)=o(o 0)+o(1 o)+ 1)
S = Span{Ell, E12 + E21, EQQ}. 111) Se O{Ell + B(E12 + E21) + ’}/E22 =0=
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a B\ _ (0 0 s
G 9D
Dunque {Ella Ei5+ Eoq, E22} e LL. Bs = {E117 Eis+ Esq, Egg} e base di S, quindi dimS = 3.

Soluzioni 4)
Le matrici antisimmetriche (A = —A") sono caratterizzate da a = 0,d = 0,b = —c:

. 0 —c 0 —c 0 —c—c
1)&)(0 0)+<c’ 0>_<c—1—0' 0 )
0 —c 0 —ac
b) a (c 0 ) - <ac 0 )
.. 0 —c 0 -1 L.
ii) (c 0 ) =c (1 0 > quindi A = Span{FEs; — E12}.
(1) _01 # 0, quindi & LI
Si ha che B4 = {F21 — E12} ¢ base di A, dunque dim A = 1.

iii) La matrice Fo; — E19 =

Soluzioni 5)

Le matrici di traccia nulla sono caratterizzate da d = —a:
ay(° b n a b\ _ [(a+d b4V
c —a d —a ) \ec+cd —-a-—-d

o (40 )= (e )

i) (Z a>:a<0 1>)+b(o 0>+C(1 o>:$T: Spant B = Foz, Bz o

iii) Per verificare la indipendenza lineare usando la riduzione si scrive la matrice le cui righe
sono le componenti rispetto alla base standard di M (2, R) dei vettori (matrici) in questione:

E11 — E22 1 0 0 -1
Eiy — 0 1 0 O | harango 3, quindi dim7 = 3.
E21 — 0 0 1 0

Esercizio: Sia V' = Ralz] lo spazio dei polinomi a coefficienti reali di grado al pin 2. Calcolare la
dimensione dei seguenti sottospazi
1) W ={p eV tali che p(2) = 0}
2) Z = {p € V tali che p(1) = 0,p(0) = 0}.
Soluzione 1)
Sia p(x) = a + bx + cz? un polinomio generico di V' = Ra[z].
i) Sia p(z) = a + bz + cz? € W, allora 0 = p(2) = a + 2b + 4c si ha quindi che a = —2b — 4c,
sostituendo a nella formula di p si ottiene che
p(x) = (=2b —4c¢) + bx + cx? = b(—2 + ) + c(—4 + 2?),
cioe p & CL dei polinomi z — 2 e 22 — 4 dunque W = Span{x — 2, 2% — 4}.
ii) Per vedere che questi due polinomi sono LI, si noti che i vettore delle componenti nella base
B={l,z,2?} diV, (z — 2)g = (—2,1,0) e (2? —4)5 = (—4,0,1), sono LI
Quindi By = {x — 2,22 — 4} & base W e dim W = 2.

Soluzione alternativa:
i) Siccome p(2) = 0 si ha che z — 2 divide p(x)
= p(z) = (x —2)(a + fzx) = a(x — 2) + fx(z — 2)
= W = Span{z — 2, 22 — 2z}.



ii) la matrice che ha per righe i vettore delle componenti relativi alle base B = {1, x, 22}

t—2— (-2 1 0 o ) . .
22 _ 9 < 0 9 1) ha rango 2 quindi By = {x — 2, 2° — 2z} ¢ un’alta base di W.
Nota: osservare che: |By| = |B'w|=2.

Inoltre {x — 2, 22 — 4, x(x — 2)} & un insieme di generatori di W.

Non formano una base di perche sono LD. [Verifica: —2(x — 2) + (2% — 4) — z(x — 2) = 0]

Soluzione 2)
Z = {p €V tali che p(1) = 0,p(0) = 0}.
i) Sia p(x) =a+br+cx? € W,allora0=p(l)=a+b+ce0=p0) =a
si ha quindi che c= —-be a =0.
Sostituendo questi coefficienti si ottiene che p(x) = bx — bx? = b(z — 2?).
Quindi Z = Span {z — 2?}.

ii) I polinomio # — 2% = z(1 — x) & non nullo, quindi {x — 2%} ¢ LI
Bz = {x — 2%} , dunque dim Z = 1.



Esercizio:

(IV 5) In M(2,R), sia W = Span{A, B,C, D}, dove

=3 (3 2).= (i 4) 0= (3 0)

a) Determinare la dimensione e una base di W.
b) Sia U = Span{A, B}, V = Span{C, D}. Determinare la dimensione e una base di U NV.

soluzione:

Esercizio:

a) lo spazio somma & generato da A, B,C, D, cioe U +V = Span{A, B,C, D}.
Scrivere le componenti di A, B, C, D nella base standard di M (2, R) come righe di una matrice:

A/1 1 2 1 A 11 2 1 11 2 1

Bla4a 3 5 1 B-Al3 2 3 0 3 2 3 0 .

cle 11 21| 7crals 230l 7000 o] TdmU+V)=3
D\1 0 1 0 D 101 0 1010

Le righe non nulle della matrice ridotta sono LI e corrispondono alle matrici A, B — A, D
quindi una base dello spazio somma W & By = {A, B — A, D}.

Oppure applicando il metodo degli scarti successivi C' si scarta perché ¢ combinazione lineare
di A e B quindi si ottiene la base By, = {4, B, D}.

b) Osservare che dimU = 2 e dim V' = 2, applicando la Formula di Grassman si ha che
dm(UNV)=dmU +dimV —dim(U +V)=2+2-3=1.

Per trovare una base di U NV si noti che B — A = C 4+ A quindi la terza riga della matrice
ridotta ¢ nulla. Cioé 0 =B — A — (C+ A) =B —2A — C, per tanto C = B — 2A.

Siccome C € Ve B—2A € U si hache UNV = Span{C} = Byny = {C}.

Inoltre dim(UNV)=1=U+V # U @V (la somma non ¢ diretta)
Se V.=M(n,R).

Dimostrare che la somma traS={A eV :A'=A} e A={A eV :A = —A} ¢ diretta
eche S+ A=V.

soluzione: Se AcSNA=A=A"=-A=2A=0=>SNA={0}=S+A=Sa A

Esercizio:

Inoltre, notare che

A+ At A-— A A+ At A— At
= dove cSe

A
2 + 2 2 2

cA

verifica: (A+ AN =AM+ (A =A'+ A= A+ A e S,
(A-A)=A"— (A =A'—-A=—(A-A)=A-Ac A
=S+A=V.

(IV 6) Sia V = M(2,R).
a)Siano S={A eV :A'=Ate A={AcV: A =-A}
Dimostrare che la somma tra S e A ¢ diretta.

soluzione:

Nel caso n = 2 calcolando le basi per S e per A

s={(5 0)- (7 a)o (5 )}em={(t )}

o 1 0 0 1 0 0 0 -1
510tt1enecheS+A—Span{<0 0)?(1 0)’(0 1> <1 0>}
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Riferito all base standard di V scrivere la matrice che ha per righe le componenti delle matrici
che generano S + A e si calcola il rango

1 0 00 10 0 O

0 1 1 0 01 10 .
rango | g o p|=Tango| 5 o 1| = 4 quindi

0 -1 1 0 00 20

dimS + dim A = dim(S + A) = dim(SNA) =0=>SNA={0} =S+ A=Sa A=V
b) Sia T ={A € V : traccia A = 0}. Trovare una base e calcolare la dimensione per SN 7.

soluzione:
a b\ [(a pB o _
(b d>_(’y _OZ)ioz—a— d,B=b=v
a B _ 1 0 0 1 . 1 0 0 1
(5 2)=a(d 2)+s(2 D) =snr-sm () %).(0 )
1 0 0 1 N RN . .
{(0 _1>7<1 0)}eLI,qumdlebasedlSﬂTedlmSﬂTZZ
c) Fissate delle basi per S e per T calcolare le componenti di A = i) _13

soluzione:AESﬂTBs:{<é 8>’<? (1)>’(8 (1)>}

11 vettore delle componenti di A rispetto alla base Bs ¢: Ag, = (3,1, —3)

w={( ) (5 3)-(3 0}

11 vettore delle componenti di A rispetto alla base By ¢: Ag, = (3,1,1).

Esercizio:
Siano V' = Rg[z], W = {p € V tali che p(2) =0} e
Z ={p € V tali che p(1) = 0,p(0) = 0}. a) Dimostrare che la somma di W con Z é diretta.
soluzione: Sia p(r) = a + bx + cx?, p(2) = a + 2b + 4¢ = 0 si ha quindi che a = —2b — 4c,
p(1)=a+b+c=0ep(0) =a=0si ha quindi che a =0e ¢ = —b.
0O=a=-2b—4c=—-2b4+4b=2b=a=b=c=0= p(z)=0= 01+ 0z + 0z2.
WnzZ={0}=>W+Z=WaoZ.
soluzione alternativa: Per il principio d’identita dei polinomi,
”un polinomio di grado n che ha m radici con m > n ¢ necessariamente il polinomio nullo”.
Se p(z) € Ra[z] e ha tre radici (0,1,2) allora p(z) =0. =WNZ={0} =W+Z=Wa Z.
b) Calcolare le componenti del polinomio z? — 4 rispetto alla base B = {x — 2, 2% — 4}
e rispetto alla base B = {x — 2,z(z —2)} di W.
soluzione: Rispetto alla base B:
22 —4=0(z —2)+ 1(z* — 4) quindi (22 —4)5 = (0,1).
Rispetto alla base B':
2> —4=a(r—2)+ Br(z —2) = ar — 2a + Bz — 2px
= 2a+ (a—2B)x + f2? quindi —2a= -4, a—28=0, =1
Quindi B =1,a=2= (2% —4)p = (2,1).
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Sistemi Lineari

Esempio:

a) Trovare 'espressione dell’elemento generico u del sottospazio vettoriale
U={(z,y,2,t) ER* 12— 2=0, y+ 2t =0} di R™.

Trovare un insieme di generatori di U (ciog, descrivere U come Span {ui, ..., u, }).
b) Calcolare la dimensione di U e determinare una base.

soluzione:

a) Siccome ¢ = z e y = —2¢ si puo sostituire x per z e y per —2t e si ottiene ’elemento generico
u=(z,—2t,2,t) = 2(1,0,1,0) + t(0,—2,0,1)

si ha dunque che U = Span {u; = (1,0,1,0),us = (0,—2,0,1)}

b) I vettori u; e us non sono proporzionali per cui sono LI, quindi dimU = 2 e By = {uy,us}

soluzione alternativa:

Esercizio:

b) Notare che U ¢ l'insieme delle soluzioni del sistema lineare { ;_;;t i 8
. . . 1 0 -1 0
La matrice associata al sistema A = 01 0 @2 ha rango 2,

quindi per il Teorema di Rouché-Capelli dimU = dim R* —rango A =4 — 2 = 2.

a) Scegliendo come variabili libere z e ¢, quindi = e y variabili dipendenti, si procede come
nella dimostrazione del Teorema: la soluzione u; del sistema si ottiene ponendo z =1et = 0,
la soluzione usg si ottiene ponendo z =0e ¢t =1 . Quindi u; = (1,0,1,0),us = (0,—2,0,1) .

Una base di U & By = {uy,u2}
(V 2) Considerati i sistemi lineari e discutere le eventuali soluzioni al variare dei parametri
h, ke R.

r—y—2z2 =0
a){3x+y+2z =0

4o + hz =0
—hr4+y+z = 2
b) x—y = -1
hr—2y—2z = k
a) Riducendo per righe la matrice dei coefficienti del sistema
1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1
3 1 2 ]—-14 0 1 ]—=14 0 1
4 0 h 4 0 h 0 0 h-1

Se h # 1 il rango A = 3 e 'unica soluzione & 0 perché il sistema & omogeneo.
Se h =1 il rango A = 2, ci sono oo soluzioni.
Per trovare le soluzioni si risolve il sistema per sostituzione,

dall’ultima equazione 4x + z = 0 si ha z = —4x, che sostituito nella prima si ottiene y = 5z.
Le variabili y e z dipendono dalla variabile z quindi I’elemento generico ¢ (z, 5z, —4z).

1
e lo spazio delle soluzioni & Span )

—4
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Esercizio:

b) Riducendo per righe la matrice completa del sistema

—-h 1 112 —-h 1 1] 2
1 -1 0|-1]— 1 -1 0| -1
h =2 =2|k —h 0 O|k+4

Se h # 0 si ha rangoA = 3 = rango(A|B) per ogni k.
Quindi il sistema ammette una unica soluzione:

dall’ultima equazione —hx = k + 4 si ricava x = ’%ﬁ,
dalla seconda si ricava
P
= l’ =
Y i )

sostituendo nella prima z =2 + hz —y i valori di = e y si ha

h—k—4 —2h—kh—h+k+4 —kh—3h+k+4

—9_k—4—
i k h h h

La soluzione é:

k+4 h—k—-—4 —-kh—-3h+k+4
—h’ h ’ h '

Seh=0ek#—41il rango A =2 < 3 = rango (A|B), allora il sistema ¢ incompatibile.
L’insieme delle soluzioni ¢ I'insieme vuoto (che si denota col simbolo ().

Seh=0ek=—4il rango A =rango (A|B) = 2, allora esistono oo! soluzioni.
La prima equazione € y + z = 2, la seconda =z — y = —1.
Scegliendo y come parametro libero si ottiene x = —1+y, 2 =2 —y.

L’elemento generico ¢ (=1 +y,y,2 —y) = (—1,0,2) +y(1,1,-1).
Quindi I'insieme delle soluzioni &

-1 1
0 | + Span 1
2 -1
(IV 5)
. 1 1 4 3 2 1 10
In M(2,R), siano A = <2 1) ,B = (5 1) ,C' = (1 _1) ,D = (1 0).
Si considerino U = Span{A, B} e V = Span{C, D}.
Determinare la dimensione e una base diU NV edi U 4+ V.
soluzione: calcolo dell’intersezione usando i sistemi lineari.
a+48 = 2a+0b
1 1 4 3\ _ 2 1 1 0 a+38 = a
a<2 1>+B<5 1)‘“(1 —1>+b<1 0):> 20+58 = a+b
a+f = —a
1l sistema si pué scrivere in forma matriciale come
1 4 -2 -1 « 0
1 3 -1 0 Bl |0
2 5 -1 -1 al |0
11 1 0 b 0

12



Riducendo per righe la matrice associata

1 4 -2 —1 1 4 -2 —1 1 4 -2 —1
13 -1 0 13 -1 0 13 -1 0
295 -1 1|71 1 1 o] 7l24 0 o
11 1 0 11 1 0 00 0 0

si ottiene il sistema equivalente

L4 =2 —1\ /o 0 a+48—2a—b = 0 b = a-+48-2a
1 3 -1 0 15} 0
= = a+38—a = 0=<a = a+ 38
24 0 0 |a 0 o4 = 0 - iy
00 0 0 b 0 “ - “ =
2 1
Seﬂzlalloraa:—2allora2< ) < >:<1 _1>€UOV.

Quindi Byny = {C} e dim(U N V
Oppure, se =1, a=-2=a=-2+3=1eb=-2+4—2 =0 quindi sostituendo i valori
di a e b si ottiene che 1C' + 0D = <? _11> einVv

ATTENZIONE: Bisogna interpretare la soluzione del sistema: ad esempio se si sostituisce la

soluzione del sistema 8 = 1, = 2,a = 1,b = 0 in una matrice (Z g) = (? é) gUNV si

ottiene una matrice che NON appartiene alla intersezione U N V!

Per calcolare la dimensione dello spazio somma U + V' = Span{A, B, C, D} osservare che
dimU =2,dimV =2edim(UNV) = 1. Quindi applicando la Formula di Grassman si ottiene
dim(U +V) =dimU +dimV —dim(UNV) = 3.

Per trovare una base di U + V si applica il metodo degli scarti successivi a {A, B, C, D}:

i) {A,B} ¢ LI, ii) C = —2A + B quindi C si scarta

Siccome dim(U +V) =3 = D non ¢ CL di A e B dunque By, = {A, B, D} ¢ base di U + V.

Osservare che U +V #U @V eche U +V # M(2,R).
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Geometria analitica

Esercizio 1: (prodotto scalare)
(1) Dimostrare che < v+ v,u —v >= 0 se e solo se |Ju| = ||v].
Soluzione:
<u4v,u—v>=<uu>—<uv>+<v,u>— <v,v>=|ul|? = |jv]?

Osservare che un parallelogramma ¢ un rombo se e solo se la lunghezza del lati ¢ uguale se e
solo se ha le due diagonali perpendicolari.

Esercizio 2: (area)
(2) Siano S(1,-2,-1), P(—-1,1,1),Q(0,1, —1).
a) verificare che non sono allineati,

b) trovare le coordinate di un punto R tali che S, P, @, R siano vertici consecutivi di un
parallelogramma.

c) calcolare I’area del triangolo SPQ e 'altezza relativa alla base SP.
Soluzionei:
a) SP=P—8=(-1,1,1)— (1,-2,—-1) = (-2, 3,2),
Quindi SP e SQ non sono proporzionali.
b) SR=PQeR-S=Q-P=R=Q—-P+85.
Quindi R = (0,1,-1) — (—1,1,1) + (1, -2, -1) = (2, -2, —3)
C) S_P = (_17 L, 1) (1 —2, _1) ( 27372)7 S_R - (27 -2, _3) - (17 -2, _1) = (1707 _2)

o i j K
SPASR=|-2 3 2 |=(-6,-2-3)
1 0 -2
= 417 n SRl = /OO 5 O 57 = 5
_1 _ _ 24 _ 7
d) Ap = 5bh, dove b = |SP|| = V17. quindi h = =5 =
Esercizio 3: (angoli)
Dati u e v tali che ||ul| =5, [[v]| =2 e < u,v >= —6. Calcolare ||u A v|.
Soluzione: [ju A v||> = |lul|?||v||? sin® @
= HUH2 HUH; HUHQHUHQSOSQ@
= [lul*[lv]]* = (< u,v >)
=25.4—-36 =64

Quindi [Ju A v| = 8.

Esercizio 4: (norma)
Determinare i vettori di norma 3 perpendicolari a v = (1,1,4) e v = (1,—1,0).

Soluzione:
i j k

uhv=1[1 1 4|=(4,4,-2)
1 -1 0

la norma [|(4,4, —2)|| = /42 + 42 + (—2)2 = 6,
quindi i vettori sono (2,2, —1) e (—2,—-2,1).

Esercizio 5: (angoli)
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Sapendo che |lu]| =3, |[v|| =5 e ||lu + v|| = 7 calcolare angolo fra u e v.

Soluzione:
<u+v,utv>=<uu>+2<u,v>+<0v,0>
=< u,u > +2|ul|||v]| cos b+ < v,v >
49 =9+ 30 cos 0 + 25 allora cos ) = % quindi 0 = 3.

Esercizio 6: (proiezione ortogonale)
Dati u = (1,1,~1) e v = (1, —1,2) decomporre v nella somma di due vettori w e w1
rispettivamente parallelo e perpendicolare ad wu.

Soluzione:

wy = my(v) = ZZZiu = 32(1,1,-1).

wy =v—7,(v)=(1,-1,2) — %2(1, 1,-1) = %(5, —1,4).

Esercizio 7: (rette e piani)

hr+y—22=0
y+z=-2k

Trovare i valori di h per cui a) r & parallela a «

b) Trovare i valori di k per cui r giace su «,

Datia:2z+y+2z2=—-1edr:

Soluzione:
11 vettore perpendicolare al piano « & n = (2,1, 2).
ik
Il vettore parallelo alla retta ¢ v=|h 1 —2|=(3,—h,h)
0 1 1
a)r|laevlne<un>=0,
<v,n>=6—-—h+2h=0= h=—6.
b) rC o {ngli@ & p(A) = p(A|B).
2 1 2| -1 21 2| -1 2 1 2 -1
(AB)=| -6 1 —=2] 0 -0 4 4| -3 ]—=(0 4 4| -3 ,
0 1 1 |—2k 0 1 1|2k 0 0 O0|—-3+8k
quindi p(A) = p(A|B) & k = 2.
Esercizio 8: (rette parallele)
Date due rette
r-hy+2z=-1 . {hx+hy—z:O
3r+hy=1 2y —3z2=3
a) trovare i valori h per cui r e s sono parallele.
b) In tal caso, individuare il piano su cui giacciono e
c) calcolare la loro distanza.
Soluzione: oL
i 7k i 7k
a)Jv=|1 —h 2|=(-2h,6,4h) w=|h h —1|=(—3h+2,3h,2h)
3 h O 0 2 -3
—2h = =3ha + 2a
v||we daeRiv=aw & 6 = 3ha
4h = 2ha
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dalla seconda equazione si ha che 6 = 3ha = ha = 2,

sostituendo nella terza 4h = 2ha =4 = h = 1. Quindi se h = 1 allora a = 2.
La prima equazione e verificata per a« = 2, h = 1.

Quindi le rette sono parallele per h = 1.

b) Per h =1 le rette

. {x—y+22=—1 od s - {:z—i—y—z:o

3z+y=1 2y —3z=3
i ]k
sono parallele al vettore vy =1 1 —1|=(-1,3,2).
0 2 -3

Si scelgono un punto R su r e un punto S su s:

Ponendo x = 0 nelle equazioni che definiscono r, dalla seconda si ricava y = 1.

Sostituendo i valori x = 0 e y = 1 nella prima equazione si ha che

0—142z=-1— 2=0, quindi R(0,1,0).

Ponendo y = 0 nelle equazioni che definiscono s, dalla seconda si ottiene z = —1,

sostituendo i valori y = 0, z = —1 nella prima si ha x = —1. Quindi S(—1,0,—1).

11 vettore v = (—1, 3,2), parallelo alle rette r ed s, e

il vettore w = R—S = (0,1,0)—(—1,0,—1) = (1,1, 1) sono paralleli al piano « che le contiene.

1

i

Quindi vAw = | -1
1

Per determinare d si richiede che R (oppure S) appartenga al piano,

cioe le coordinate del punto scelto devono verificare 1’equazione.

Si ha dunque che d =0+ 3.1 +0 = 3,

quindi il piano che contiene le rette ha equazione cartesina « : x + 3y — 4z = 3.

= (1,3, —4) & perpendicolare al piano, per tanto « : z+3y—4z = d.

)
—_ N

c) Per calcolare la distanza tra due rette parallele si cercano due punti dove un piano

a loro perpendicolare le interseca, ad esempio il piano 8 perpendicolare a v = (—1, 3, 2)

che passa per R(0,1,0) ha equazione —x + 3y + 2z = 3.

Siccome R = 5 N r, basta trovare la intersezione di 8 con la retta s, che ¢ la soluzione
—r+3y+22=3

del sistema: P=[8Ns = z+y—2=0
2y —32=3

-1 3 213 -1 3 2 |3 -1 3 2 |3

1 1 -1j0)—={0 4 1 (3] =10 4 13

0 2 -3|3 0 2 -3|3 0 0 =713

Le coordinate del punto P si trova risolvendo il sistema ridotto associato a I'ultima matrice:

—r+3y+2z2=3

P dy+z2z=3
-7z =3
Dall’'ultima equazione si ha z = —%.

Sostituendo il valore di z nella seconda si ha y = g.

Sostituendo i valori di z e y nella prima equazione si ottiene x = —

Per tanto P = (—2,5,-2).

Dunque la distanza tra r ed s e

d(r,s) =d(R,P) = \/(—%)2 F (302 4 (=32 =9,

~j©




r+y+z=1

2+ 3y+32=3 e la retta

Esercizio 9: (rette) Considerare le retta di equazioni r : {

r+y+(t+3)z=3
z+3y+3z2=t+3
a) Determinare per quali t € R, r e s; sono parallele, incidenti o sghembe (posizione relativa).
b) Nel caso t = 0 determinare ’equazione cartesiana del piano che le contiene.

c) Nel caso t = —2 calcolare la distanza tra le rette

d) e trovare l’equazione cartesiana del piano che le contiene.

e) Nel caso t = 1 calcolare la distanza tra le rette

f) e trovare I’equazione cartesiana della retta che le interseca ortogonalmente.

di equazioni s; : { al variare del parametro t.

Soluzione:

a) (posizione relativa)

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

13 3 3 . 0 2 2 2 . 0 2 2 |2

11 ¢t+3] 3 0 0 t+2| 2 0 0 t+2|2

1 3 3 [t+3 0 2 2 [t+2 0 0 0 It
Se t = 0 le rette sono incidenti,
se t = —2 sono parallele,
per t # 0,2 sono sghembe.
b) Se t = 0 il piano che le contiene ¢ = + 3y + 3z = 3.
c) (distanza tra rette parallele) Se t = —2,

Jort+ry+z=1 ) o rt+y+2=3

' {x+3y+3z:3 52 {x+3y+3z:1

i ]k
R(0,1,0)err|s|lv=|1 1 1|=(0,-2,2),
1 3 3
Il piano « per R perpendicolare av e —y +z = —1
rT+y+z2=3 1 1 13
La matrice completa associata al sistema S =s_oNa z+3y+3z=1¢|1 3 3|1
—ytz=—1 0 -1 1]-1
riducendo
1 1 1|3 11 1|3
=10 2 2|-2 | =0 2 2|—-2 | erisolvendo si ottiene il punto S = (4,0, —1).
0 -1 1|-1 0 0 4|—-4

La distanza tra le rette & d(r, s_3) = d(R,S) = V16 + 1 + 1 = V18 = 3v/2.
d) (piano per due rette parallele) w =R — S = (0,1,0) — (4,0,—1) = (—4,1,1),
Il piano che contiene r ed s_s € perpendicolare a

N
wAv=|—-4 1 1|=(2,4,4)](1,2,2).
0 -1 1

11 piano x + 2y + 2z = 2 passante per R(0, 1,0) e perpendicolare a (1,2,2) contiene
le rette r ed s_s.
e) (distanza tra rette sghembe) Se t =1,
T.{ rty+z=1 { r+y+4z=3
r+3y+32=3 "1 r+3y+3z2=4
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i j ok
rlv=1(0,-2,2),s|lw=|1 1 4|=(-9,1,2).
1 3 3
ik
SewAv=|-9 1 2[=(3,99)]n=(1,3,3).
0o -1 1

Il punto S(7,0,—1) € s;.
Il piano 8 passante per S e perpendicolare a n ha equazione x 4+ 3y + 3z = 4.

- — 13-4 _ 1
d(r,s1) = d(R,B) = Jito+9 _ V19
f) (retta perpendicolare a due rette sghembe)
Sia t = 1.

La retta [ perpendicolare a r ed s; € parallela a n = v A w.
Sia « il piano parallelo a n che contiene r, e sia § il piano paralelo a n che contiene s.
La retta [ & I'intersezione dei piani « e (3.

i ]k
Il piano « che contiene la retta r ¢ perpendicolareavAn =0 -1 1|=(-6,1,1)
1 3 3
e passa per il punto R(0,1,0) € r, quindi ha equazione —6x +y + z = 1.
i ]k
Il piano 3 che contiene la retta s ed & perpendicolare a w An=|-9 1 2|=(-3,29,—-26)
1 3 3

e passa per il punto S(7,0,—1) € s ha equazione —3x + 29y — 28z = 7.
Dunque la retta [ che interseca r ed s; ortogonalmente ha equazione cartesiana

] —6z+y+z=1
aﬂﬁ'{—3x+29y—282:7.

Esercizio 10: (punti equidistanti da tre punti non allineati)
Determinare i punti equidistanti dai punti A(1,2,—-1), B(3,0,1) e C(—1,2,3)
Soluzione:
Il luogo dei punti equidistanti da A e B ¢ il piano perpendicolare a AB che passa per
il punto medio M di Ae B .
M soddisfa AM = MB, quindi M — A = B — M, si ha dunque M = $(B+ A).
AB=B—A=(3,0,1)— (1,2,—-1) = (2, -2,2),
Mup = 3(B+ A) = 1((3,0,1) + (1,2, -1)) = (2,1,0).
20 — 2y +22=22-214+20=2
Il luogo dei punti equidistanti da A e B eil pianoxz —y+ 2z =1
BC =C—B=(-1,2,3)—(3,0,1)) = (—4,2,2),
Mpe = 1(C+B) = 3((-1,2,3) + (3,0,1)) = (1,1,2).
Il luogo dei punti equidistanti da B e C e il piano -2z +y+ 2 =1
CA=A—-C=(1,2,-1)—(=1,2,3) = (2,0, —4),
Mca=3(B+A4)=1((1,2,-1) + (-1,2,3)) = (0,2,1).
Il Tuogo dei punti equidistanti da A e C' ¢ il piano z — 2z = —2.

Il luogo dei punti equidistanti da A, B e C' ¢ I'intersezione dei tre piani:

r—y+z=1
—2r+y+z=1
T —2z=-2
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1 -1 1|1 1 -1 1|1 1 -1 1|1
-2 1 1 1 — | -1 0 2 2 — [ -1 0 22
1 0 —-2|-2 1 0 —-2|-2 0 0 o0]0
La matrice associata al sistema e la matrice completa hanno rango 2,
dunque il sistema ¢ compatibile e I'insieme delle soluzioni ¢ la retta: x_; Z:;zz—: 21

r—y+z=1 { —2r+y+z=1 definiscono la stessa retta.

Notare che i sistemi lineari { o ty4z=1" F—9y — _9
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Applicazioni Lineari. Matrice rappresentativa

Esempio 1)

Esempio 2)

Esempio 3)

Esempio 4)

Sia f : R* — R? l'applicazione lineare definita da
flt,x,y,2) = (3t + 2y — z, —t — 2y + 32,2t + 22)

Qualsiasi siano le basi scelte la matrice associata a f ha quattro colonne e tre righe.
Rispetto alle basi canoniche

C=1{e; =(1,0,0,0),e2 = (0,1,0,0),e3 = (0,0,1,0),e4 = (0,0,0,1)} di R* e

C' ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} di R? le colonne della matrice rappresentativa di f sono

3 0 2 ~1
fler)=| -1, fle2a) =[O0, fles)=| -2 |, flea) = 3
2 0 0 2

3.0 2 -1

Quindi la matrice ¢ M§,(f)=| -1 0 -2 3

2 0 0 2

Alternativamente si puo procedere a scrivere le righe della matrice:

le righe corrispondono ai coefficienti dei polinomi di grado 1 nelle variabili ¢, x, y, z.
La prima riga corrisponde ai coefficienti del polinomio 3t + 2y — z, quindi ¢ (302 — 1),
la seconda corrisponde ai coefficienti del polinomio —t — 2y + 3z, quindi ¢ (=10 — 2 3),
e la terza corrisponde ai coefficienti del polinomio 2¢ + 2z, quindi e (200 2).

La trasposta:

sia T: M(2,R) — M(2,R) definita da T'(A) = A?,

e sia S = {F11, E12, E21, Eaa} la base standard di M(2,R).
T(E11) = E11 = 1E11 + 0E12 4+ 0E31 + 0Es2,

0 1 0 O
T(E12)=T<0 0)=<1 0>=E21:0E11+0E12+1E21+0E22-

1 0 0 O
T(E22) = Eaz = 0E11 + 0FE13 + 0E9; + 1Es.

0 0 0 1
T(Ey) =T ( ) = ( > = Eiy = 0F1; + 1E15 + 0F2; + 0B,

Quindi la matrice di T nella base S ¢ Ms(T') =

S O O
O = O O
O O = O
_ o O o

La derivata:

sia D : Ra[z] — Raz] definita da D(p(x)) = p'(z).

Siano B = {1,z,2%, 2%} base di Rs[z] e B’ = {1, 2,27} base di Ry[z].
D(1)=0=0.1+40.z 4+ 0.22

D(z) =1=1.1+ 0.2 + 0.22

D(z?) =2z = 0.1 + 2.2 + 0.22

D(z3) =322 = 0.1 + 0.z + 3.22

0 0
Quindi ME(D)=[0 0 2 0
000 3

La traccia:
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si consideri I’applicazione traccia : M (2, R) — R, e siano § = {E11, F12, E21, Eaa} la base
standard di M (2,R) e C = {1} la base canonica di R.

traccia (Eq1) = 1, traccia (Ej2) = 0, traccia (E21) = 0, traccia (Fa2) = 1 quindi
Mg (traccia) = (1 0 0 1).
Esempio 5) Matrice dell’applicazione identita in una base.

Sia V' uno spazio vettoriale, B = {v1,---,v,} una base di V.
Sia id: (V, B) — (V, B) lapplicazione identita: id(v;) = v;.

id(v1) =vy =1v1 +0vg + ... 4+ Ov, 1o -0
1 pu— pu— 0 1 0
id(vg) = vy =0v1 + lvg+ ...+ 0v, allora My(id) S
id(vn) = vy = 003 + Ova + . .. + 1o, 00 - 1

Esempio 6) Matrice dell’applicazione identita in basi diverse. Még(id )

Sia C = {e1, e2,e3} la base canonica di V = R3, e sia

N[ =

1
2

—_

ME(id) =

|

1 1 0
B=<v = 0 J,va=[0],v3=11 un’altra base.
-1 1 1
Sia id: (V, B) — (V,C) 'applicazione identita definita da id(v;) = v;.
id(vl) =1 = 161 + 062 - 163 1 1 0
id(vg) = vy = leg + Oea + les si ha quindi Mf(id) =1 0 0 1
id(vg) =wv3 =0e; + les + leg -1 1 1
(Mg (id )?
Si determine ora la matrice dell’applicazione identita id: (V,C) — (V, B) definita da id(e;) = e;.
1 1 0 a+b
avy +bvg+cvg=a| 0 |+ 0| +c| 1] = c
-1 1 1 —a+b+c
a+b =1 a= %
id(e1) = e1 = avy + bvg + cvz = c =0 =4 b=3
—a+b+c =0 c=0
a+b =0 a= %
id(es) = ea = avy + bvy + cvz = =1 = b——%
—a+ b +c =0 c=1
a+b =0 a=—3
id(e3) = e3 = avy + bvy + cvz = =0 = b:%
—a+ b +c =1 c=0

O oIl
—_
o=

Notare che M§(id) = (M£F(id))~*
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1 1 0

Esercizio SiaV=R3{vi=]| 0 |,vu=10],13=1[1 ¢ una base di V.
-1 1 1
Verifica: applicando lo sviluppo di Laplace per la seconda riga:
1 1 0
0 0 1|=-0 Lo +0 Lo -1 L = —2%# 0= {v1,v2,v3} & LI,
1 1 -1 1 -1 1
-1 1 1
siccome dim R? = 3, tre vettori LI formano una base.
1
Sia f:R? — R? definita da f(v1) = f(v2) = f(v3) =w= | 1
1

Siccome B = {v1,v2,v3} € una base l'applicazione f ¢ lineare.
Sia C = {e1, e2,e3} la base canonica di R3.

La matrice di f associata alle basi Be C ¢ A= ME(f) =

—_ =
—_ = =
—_ = =

La matrice P di passaggio dalla base B a C ha per colonne i vettori vy, va, vs.
Cioe: P = MJ(id), P! = M§(id).

11 1
S R TS
- ’ — 12 "2 2

-1 1 1 0 1 0

Per calcolare la matrice B di f associata alla base C (B = Mg (f)) bisogna moltiplicare
a destra la matrice A per la matrice inversa di P, cioc B = AP~1.

111\ /(35 3 -3 1 10
1 1
1 1

—

B:

|

O N

1 0
1 0

—
ON=

1 1
1 1
Per calcolare la matrice F rappresentativa di f nella base B (F = MJ(f)) bisogna moltiplicare
a sinistra la matrice A per la matrice inversa di P, cio¢ B = P~!A.

1 1 1 1 1 1
11 1N /101 1 111
F= A 2 11 1| = T i1
2 2 2 2 2 2
0 1 0 1 1 1 1 1 1

La matrice E rappresentativa di f nelle basi C e B, E = M, g( f) si puo ottenere moltiplicando
a sinistra la matrice B per P~! oppure moltiplicando a destra la matrice F per P~!.

E=P'B=Fp L

11 1\ /1 1 0 11 11 1\ /1 1 _1
it 2 2 T 1 T 11 T 2 2
E=|5 -3 3 1 10)=|35 35 0]=[35 35 3]z -3 3
0 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1 0
NOTA: L’ipotesi che {vy,...,v,} sia una base di V' & fondamentale:
1
Siau= [ 1] =uv; +uv3esia h: R® — R? definita da h(vy) = h(vz) = h(u) = w.
0

Se h fosse lineare si avrebbe che h(u) = h(vy) + h(vs) = 2w # w, quindi 'applicazione h non &
ben definita perché {vy,u,vs} non & una base di R3
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Metodo alternativo per trovare le matrici B, E ed F":

Rispetto alla base canonica i vettori vy, v9, v3 Si scrivono v1 = e; —eg, vo = €1+¢€3, vz = ea+e3
La matrice B = ME(f) = ([f(e1)le  [f(e2)le [f(es)le)

w = f(v1) = fler —e3) = f(e1) — f(es)
w = f(vz2) = f(e1 +e3) = f(er) + f(es)
w = f(vs) = f(ez +e3) = f(e2) + f(es)

Le colonne della matrice B si ottengono risolvendo il sistema lineare con incognite vettoriali:
fler) — fles) =w fler) =w 110
fler)+ fles) =w = f(ez) =0 quindi B=MS(f)=(1 1 0
fle2) + fles) = w fle2) =w 110

Le matrici E ed F':
E=Mg(f) = ([fle)]ls [flex)ls [fles)ls) ed F = ME(f) = ([f(v1)ls [f(v2)ls  [f(v3)]5)

Per i calcoli gia fatti e per la definizione di f:

fler) =w f(v1)
le colonne si F sono ¢ f(ez) = w e le colonne di F sono  f(v3)
fles) =0 f(v3)
quindi bisogna calcolare le componenti del vettore w nella base B (cioe il vettore wg):

|
g g &

1 a:%
w=|1]=avi+bvatcvg=q b=35 =
1 c=1
11 1101
E = Mg(f) = % % 0| ed F=ME(f) = % % %
1 1 0 1 1 1
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Esercizio: (VII 6)
Considerare le applicazioni lineari f : R? — R? definita da f(z,y) = (4= + v, 3y, 27 + y)
gler —e3) = —e3
e g:R3? — R? definita da { g(2e; +e3) =e; + 5ea —e3
g(62 + 63) =e1 + 262 — €3
dove {ey,ea,e3} é la base canonica di R3.

Determinare la matrice rappresentativa di g o f rispetto alle basi canoniche.

primo metodo
Si cerca la matrice di g nella base canonica di R3:

G = MCCj (9) = (gle1) gle2) gles))

gler —e3) =g(e1) —g(es) = —€3 (1¢)
g(2e1 +e2) =2g(e1)+gle2) =e1+5ea—e3 (
glea+e3) =glea) +gles) =e1+2e2—e3 (39
(1%) 4+ (3%) elimina g(es) e si ottiene:
0 1 1
(4%) : gle1) +g(e2) = 0 |+ 2 = 2
-1 -1 -2
29(61) + 9(62) =e1 + 562 —e3
gler) +gles) =-e1 +2es — 2e3

sottraendo la 4% dalla 2 si elimina g(e3) e si ottiene g(eq);

1 1 0
glen) =1 5 |- 2 | =13
-1 —2 1
dalla (1%): g(e3) = g(e1) +e3
0 0 0
gles) =3 | + 0) =3
1 1 2
dalla (4%):
1 0 1 0 1 0
glea)=1 2 | = [3]=1-1]QundiG=[3 -1 3
—2 1 -3 1 -3 2
4 1
La matrice C' = M&2(go f) & GF dove F = MZ*(f)= [ 0 3
2 1
0 1 0 4 1 0 3
QuindiC=GF=|3 -1 3 0 3| =118 3
1 -3 2 2 1 8§ —6

secondo metodo
Siano F' = M&2(f), A=ME(g), P = ME (id)
G=M =2 C=MZ3gof)=?
G=AP = C=GF = (AP Y)F.
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Quindi bisogna calcolare P~1.

i dati sono

f:R? — R3 definita da f(x,y) = (4o + v, 3y, 2z + y), quindiF:MCQ(f) =
Cs

g(v1) = —es
Sia g : R?® — R3 definita da { g(vs) = e; + bey — €3
g(v3) = e1 +2e2 —e3
0
nelle basi B = {v1 va, v3} e C = {e1,e2,e3} di R® si ha che A=MEF (g)=| 0
-1
La matrice dell’applicazione identita nelle basi C = {e1, ez, e3} e
1
B:{vlzel—eg, vy = 2e1 + eo, U3:€2—|—€3} di R3 éP:MCBB(Zd): 0
-1
Calcolo di P~! usando la riduzione per righe
1 2 0|1 0 O 1 2 01 0 O 1 2 01
@/ D=0 1101 0)l~|011/010]~[011]0
-1 0 1/0 0 1 0 2 1|1 0 1 0 0 1]|-1
1 2 0|1 0 0 1 0 0j—-1 2 =2
~10 1 0]1 -1 1 ~[0 1 0|1 -1 1
0o o0 1|-1 2 -1 o 0 1|]-1 2 -1
-1 2 =2
Dunque P~! = 1 -1 1
-1 2 -1

Allora G = AP 'e C=GF = (AP Y)F.

0 1 1 -1 2 -2 0 1 0
G=AP'=|0 5 2 1 -1 1 |=[3 -1 3
1 -1 -1)\-1 2 -1 1 -3 2
0 1 0\ /4 1 0 3
C=GF=UAPYWF={3 -1 3|[0 3]|=[18 3
1 -3 2/ \2 1 8 —6
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Endomorfismi

1 0 0
Esercizio: Si consideri la matrice 4, = | -2 ¢t+1 0
t t—1 2t

a) Determinare per quali ¢t € R, A; non ¢ semplice.
b) Per t = 1 trovare una base di R? di autovettori di A;.
Svolgimento:

1—A 0 0

Ay — M = -2 t+1-2A 0
t t—1 2t — A

pa,(A) =1 =X (t+1—X)(2t — A), quindi gli autovalori sono \y =1, Ao =t + 1, A3 = 2t.
Per t e R, A1, A2, A3 € R.
caso 1) Se A1 # Ay # A3 allora A; & semplice.

caso 2)Sel=X =X =t+1=t=0= A3 =0.
La molteplicita algebrica dell’autovalore 1 € my = 2 e dell’autovalore 0 € mg = 1.
Per determinare se Ay € semplice basta calcolare la molteplicita geometrica di 1.

1 0 O 0 0 0
Ay=| -2 1 0| A —-I=|-2 0 0 ha rango 2.
0 -1 0 0o -1 -1

La molteplicita geometrica pu; = dimker(Ag—1I) = dimR3— rango (Ag—1) =3—-2=1<m;.
Quindi Ay non e semplice.

1 0 0
caso3) Sel= M =X =2t=>t=5=X=35 Qundid; =| -2 5 0
Pooh
0 0 0
Ar—T=1| -2 % 0 | ha rango 2.
? 1 _1 9
2 2

Quindi per t = %, A% non e semplice perché p; =1 <my = 2.

caso4)Se Ay =led=X3=t+1=2t=t=1e Xy =A3=2.
Le molteplicita algebriche sono m; =1 e my = 2.

1 0 0 -1 0 0
A= -2 2 0),A—2I=1 -2 0 0] harango 1.
1 0 2 1 0 0

Per tanto la molteplicita geometrica pus = 2 = mo quindi A; € semplice.

Dunque A; non & semplice per t =0 e per t = %

b) Una base di R? di autovettori di A; & costituita dall'unione delle basi degli autospazi

Vé e Vl.

Un vettore X appartiene all’autospazio V5 = ker(A; — 21I) se e solo se & soluzione del sistema
omogeneo (4, — 21X = 0.

-1 0 0 x 0
-2 0 0 y|=10]=2=0,ye zsono liberi. Quindi ¢ il piano di equazione xz = 0.
1 0 0 z 0
0 0
Percio Vo = {(0,y,2),y,2z € R} = Span 11,10
0 1

Per A\; = 1,V; = ker(A; —1), quindi si cercano le soluzioni del sistema omogeneo (A1 —1)X = 0.
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0 0 0 x 0 9ty =0
-2 1 0 y ]| =10]= { " . La intersezione di due piani non paralleli
r+2=0
1 0 1 z 0
1
e una retta. V4 = {(x, 2z, —z),z € R} = Span 2
—1
0 0 1
La base di R? formata di autovettori di 4;—; ¢ A= Span 11,{0], 2
0 1 —1
0 0 1
Sia P = Mg(id)= |1 0 2 | lamatrice di passaggio, allora D = P~'AP ¢ diagonale,
0 1 -1
2 00
e sulla diagonale giacciono gli autovalori nell’ordine dei vettori della base: D=0 2 0
0 0 1

Esercizio: (VIII 3)
Sia f un’endomorfismo di R? che soddisfa le seguenti condizioni: il vettore (0,1,1) € ker f e
Vo ={(z,y,2)/r — 2y + z = 0} & l'autospazio di f relativo all’autovalore 2.
a) Dire se f ¢ semplice giustificando la risposta.
b) Trovare la matrice che rappresenta f rispetto alla base canonica di R3

Svolgimento:
a) L’autospazio V2 ha molteplicita geometrica ps = 2.
11 vettore (0,1,1) € Vj = ker f = 0 & autovalore di f e (0,1,1) & un autovettore.
Quindi pg = dimker f > 1.
Siccome la somma delle molteplicitd geometriche & minore o uguale a dim R? si ha che
142 < o+ po < 3, quindi dim Vy = 1. Quindi pg + g2 = dim R? implica che f & semplice.

b) Sia C = {e1, €2, e3} la base canonica di R? e A la matrice di f

A=Mc(f)=(f(er) flea) f(es))

I dati sono: e; + e3 € ker f
Vo ={(x,y,2)/x —2y+ 2 =0} = By, ={(2,1,0),(0,1,2)}

(1) flea+e3) = flez) + f(es) =0
(2“) (261 + 62) = 2f(61) + f(eg) = 461 + 262
(3a) (62 + 263) = f(eg) + 2f(€3) = 2e9 + 463

(1) = f(e2) = —f(es)
sostituendo f(ez) nella (3%) si ottiene f(es) = 2ex + 4es
dalla (2%) : 2f(e1) = —f(e2) + 4e1 + 2e3 = dey + 4dea + 4des

2 0 0
A=1(2 -2 2
2 —4 4
Alternativamente: nella base di autovettori A = {(0,1,1),(2,1,0),(0,1,2)} la matrice che rappre-
0 0 O 0 2 0
senta fe D= |0 2 0| elamatrice di cambiamento di base ¢ P = Mz(id) = | 1 1 1
0 0 2 1 0 2
Quindi

A=PDP

27



8 8 8 8
Esempio: Sia A = S S 2 2
8§ 8 8 8

Calcolare il polinomio caratteristico p4(A) e determinare se A ¢ diagonalizzabile.

Svolgimento:

Rango A = 1 = dimker A = dimR* — rango A = 3, quindi 0 & autovalore di A di molteplicita

geometrica 3. Per cui pa(A) = A3(A —a) = A — a3
Il coefficiente di A* ¢ o = (—1)? traccia A = —32.

Quindi pa(X) = A3(\ — 32) dunque 32 & autovalore di molteplicita (algebrica e) geometrica 1.
Di conseguenza A e diagonalizzabile per che la somma delle molteplicita geometriche & pari alla

dimensione di R*.

5 2 100
9 2), calcolare A%,

Il polinomio caratteristico &
paAA)=6B-N2-AN)—4=10-5XA-22+X2—-4=6—-TA+ X2 =(A—1)(A—6)

4 2 -1 2
(1) asere(F02)

XeVi=ker(A-I)e2x+y=0e X € Vg=ker(A—6]) & —x+2y =0,

quindi V; = Span {(_12)} e Vo = Span {(f)}
(12 11 -2 (10
P 1) i )6 o)
oo _ (5211 2\ (1 o0 1 -2
—\2 2 - -2 1 0 6100 2 1)

Esempio: Sia A = <_01 (1)> Calcolare e/t

Esempio: Sia A =

(S

Svolgimento:

w=() )=
2= () (0 0)-
= 0) (5 o)=(

Osservare che A* = T.

S = |
—_ o —
o | ]
—
N——— ~——
N~—

Quindi la serie esponenziale é:
e =1+ At + J(At)2 + 2(At)3 + -+

B — 24 t—%t3+-~ [ cost sint
T\ttt 1—5t2 4o ) 7 \ —sint  cost
Per t =0, e40 = I.

La derivata: %e‘“ = AeAt,

Esembio: 4 cost sint\ [ —sint cost \ (0 1 cost  sint
PO 4t \ —sint cost )~ \ —cost —sint) \ -1 0 —sint cost
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Spazi Metrici

Esercizio 1)

1 2
4 Sy : - 0 -3
In R*® si consideri il prodotto scalare canonico e l'insieme S = vy = =
1 2
Trovare una base per W = S+.
svolgimento: w € W &< w,v; >=0,e < w,vy >=0
x
|y T—z+t =0 z =z +t
R 6VV<:>{23L’—3y—z—&—2t =0 @{y =ir+ it
t
queste sono le equazioni cartesiane del sottospazio W:
x z 1 0
1 1 1
L’elemento generico di W & = vt 1 +1 i
t t 0 1
1 0
1 1
Quindi una base di W e % , %
0 1
Esercizio 2)
1 1
In R? si consideri il prodotto scalare canonico e sia W = Span {v= [ 2 | ,w =
3 -1
a) Determinare la matrice della proiezione ortogonale su W.
svolgimento:
notare che {v, w} non e ortogonale (< v,w >= —2).
1 1 2
Il vettore proiezione ortogonale my,(v) = v — %w =[(2]-21 0 ]|=|2
3 -1 2
1 1
Quindi 0 ],11 € una base ortogonale di W.
-1 1
x
Per ottenere la proiezione ortogonale Py di un vettore | y | sul sottospazio W si calcolano
z
i prodotti scalari
x 1 T 1
<lwy],|l O >mrx—z,< |y l|,|1]| >z+y+=z
z —1 z 1
e si applica la definizione
5 1 1
X 1 o 1 ElfC —+ gy — 62
Pyly|=%%2| 0 |+%=(1]= §(az+y+z)
— 1 5



La matrice che rappresenta Py nella base canonica di R? &

1 5 2 -1
6 2 2 2
-1 2 5
b) secondo metodo
1 1
Notare che W ¢ il piano ortogonalea | 2 | A vettore paralleloan = | —2
3 1
Ogni vettore u € R3 si decompone u = Py ( u) + 7 (u) = PW =u— m,(u)
T 1
<lyl,| -2|>x—-2y+=z
z 1
x T 1
Pyly|=|v]| -2
z z 1
Quindi come prima
x a: + 3y
z < T+ 3y + 62

c) Calcolo di Py (e1) geometricamente

Notare che W ¢ il piano di equazione x — 2y + z =

1
Per calcolare la proiezione dal punto @ = | 0 | al piano W basta calcolare 'intersezione fra
0
il piano W e la retta per ) parallela a n.
r=1+t¢
La retta ha equazione parametrica (¢ y=—2t
z=t

Esempio:

Per trovare la intersezione si Sostltulsce r(t) nella equazione del piano W:
sihachel+t+4t+t=0=t=—=

1 -1 5

6
Quindi Py [ 0 | = | =2(—5) | =5 2
0 -3 -1

Si consideri R3 con il prodotto scalare canonico e sia V lo spazio delle matrici anti-simmetriche
di ordine 3 con il prodotto scalare < A, B >= %tr(ABt).

L’applicazione lineare f:R3 — V definita da

0 —XI3 i)
flx1,m0,23) = | 73 0 —m
—X2 X1 0
0 —z3 0 —ys
& una isometria, giacche se A = | z3 0 —x1 | eB=1] ys 0 -
—T2 I 0 —Y2 0

si ha che tr(AB") = 2(z1y1 + Zay2 + 23y3) = 2 < (21,22, 23), (Y1, Y2, Y3) >
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