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Esercizio 1. Sia (X,Y ) un vettore aleatorio in R2 con densità di probabilità congiunta

fX,Y (x, y) =
1

xy2
1ly>x>1, (x, y) ∈ R2.

a) Calcolare le leggi marginali. X ha media? E Y ?

b) Posto U = lnX e V = lnY − lnX, verificare che U e V sono ben poste e determinare la densità
congiunta di (U, V ). Si tratta di una legge nota?

Esercizio 2. Siano X e Y v.a. indipendenti di legge Exp(1) e siano (Xk, Yk), k ≥ 1 copie indipendenti
di (X,Y ).

a) Calcolare limn→∞ P
(∣∣∑n

k=1(Xk + Yk) +
√

2n− 2n
∣∣ > √2n

)
.

b) Posto Wn = min1≤k≤n(Xk + Yk) e Tn = max1≤k≤n(Xk + Yk), studiare la convergenza in legge
delle successioni {Wn}n≥1 e {Tn}n≥1. {Wn}n≥1 e/o {Tn}n≥1 convergono in probabilità?

Esercizio 3. Sia (X,Y ) un vettore gaussiano su R2.

a) Dimostrare che X − Y ⊥⊥ X + Y se e solo se Var(X) = Var(Y ).

b) Supponiamo che (X,Y ) abbia legge N (0, C), con C =

(
1 0
0 1

)
. Per α ∈ R e n ∈ N, sia

Zn = α2nX + α2(n+1)Y . Studiare la convergenza in legge della successione {Zn}n≥1 al variare
di α.

Esercizio 4. Una moneta dà testa con probabilità p. È noto che p > 3
4 .

a) Determinare uno stimatore non distorto e consistente per γ = 3
4 − p.

b) Fissato α ∈ (0, 1), scrivere un intervallo di fiducia a livello 1− α per γ.
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