TuTrorATO VIII
PROBABILITA E STATISTICA
A.A. 2015/2016

Argomenti: funzioni caratteristiche; leggi gaussiane multivariate.

Esercizio 1. Presa ¢ : R — C, siano ¢ la funzione coniugata e |¢|? la funzione modulo
(complesso) al quadrato.

Dimostrare che se o(t) & una funzione caratteristica allora anche @(t), ©2(t) e |@|*(t) sono
funzioni caratteristiche. Equivalentemente: se ¢(t) denota la funzione caratteristica di una
va. X, cloe px(t) = ¢(t), esibire tre v.a. Y,Z e W con funzione caratteristica data da

oy (t) = @(t), pz(t) = P*(t) e pw(t) = |p|?(t) rispettivamente.

Esercizio 2. Sia ¢(t) la funzione caratteristica di una v.a. X su R dotata di momento
secondo. Dimostrare che si ha sempre ¢’(0)2 > ¢”(0).

[Sugg.: ricordare il legame tra funzioni caratteristiche e momenti...]

Esercizio 3. Sia (X,Y) un vettore aleatorio su R? con densita continua

fX,Y(l", y) = Ce_/\y]ly>m>0-
a) Calcolare c e, se esiste, E(XY).
b) Calcolare la funzione caratteristica ¢ xy di (X,Y).

c) Usando la funzione caratteristica ¢x y, calcolare Cov(X,Y).

[Sugg.: ricordare il legame tra funzioni caratteristiche e momenti...]

d) Calcolare la funzione caratteristica pyy diU =X eV =Y — X. U e V sono indipen-
denti?

e) Calcolare la densita congiunta di U = X e V =Y — X usando dapprima il punto d) e
poi usando il TCV.

Esercizio 4. Sia X = (X1,...,Xy) una v.a. su R? di legge N(u,C), con p € Ré e C €
Mat(d x d) simmetrica e semidefinita positiva. Dunque,

ex(0) = ei<9’“>_%<09’9>, 0 € R?.

a) Dimostrare che ciascuna componente X} del vettore X ha legge gaussiana su R, di
media e varianza da precisare.

b) Dimostrare che se C' ¢ una matrice diagonale allora le coordinate Xi,..., Xy sono v.a.
indipendenti.

c) Dimostrare il seguente risultato piu generale.

Supponiamo che C' sia una matrice a blocchi del tipo

cC O
C‘(o*é)



con C' € Mat(k x k), C € Mat((d—k) x (d—k)), O € Mat(k x (d —k)), dove 1 < k<d
e O & una matrice nulla. Provare che i sottovettori aleatori X = (Xi,...,X;) e X
(Xk+1,--.,Xq) sono indipendenti e gaussiani rispettivamente su Rk e RA—F,

[Sugg.: basta far vedere che la f.c. della coppia (X,X) si fattorizza nel prodotto delle f.c.:
@X,X(év 0) = px(0)p4(0), per ogni § € RF e § € RI7F

Esercizio 5. In questo esercizio ci proponiamo di dimostrare il seguente risultato di algebra
lineare:

Proposizione 1. Sia ® : Mat(n x n) x Mat(n x n) — Mat(n x n) il prodotto tra matrici
definito da
(A@B)U :AijBij7 ,j=1,...,n, A,BEM&t(an).

Dimostrare che se A e B sono simmetriche e semidefinite positive allora A® B é simmetrica
e semidefinita positiva.

Useremo una tecnica probabilistica. Per tale motivo, siano C,C € Mat(n X n) matrici
simmetriche e semidefinite positive e sia C' € Mat(2n x 2n) definita da

C O
C‘(oé)

dove O € Mat(n x n) denota la matrice nulla.
a) Dimostrare che C' ¢ simmetrica e semidefinita positiva.

Sia X una v.a. su R?" tale che X ~ N(0,C). Definiamo X il vettore delle prime n componenti
di X e X il vettore delle rimanenti componenti, cioe

X,=X; e XZ-:Xn_H, 1=1,...,n.
Definiamo ora Y = (Y1,...,Y,,) la v.a. a valori in R" data da
Y, =X, X;, i=1,....n.
b) Dimostrare che per ogni i,j5 =1,...,n si ha

Cov(Y;,Y;) = Cy;Cij.

Sulla base dei punti a) e b), dimostrare la Proposizione 1.

Esercizio 6. Siano X e Z due v.a. reali indipendenti tali che X ~ N(0,1) e P(Z = 1) =
1/2 =P(Z = —1). Definiamo Y = ZX.

a) Scrivere la funzione caratteristica di Y e dedurre che Y ~ N(0, 1).

b) Scrivere la funzione caratteristica di (X,Y’) e dedurre che X e Y non sono indipendenti.
c) Verificare che Cov(X,Y) = 0.

d) E possibile che la coppia (X,Y) abbia legge gaussiana su R??

[Sugg: dovendo calcolare E(f(X,Z)), con f opportuna, si potrebbe usare la seguente relazione:
f(X,2)=f(X,Z)z=1 + f(X, Z2)1z=—1 = f(X,1)lz-1 + f(X,—1)1z—_1 ed essendo X I Z, si ha
E(f(X, 2)) = E(f(X, )lz-1) + E(f(X, ~1)z— 1) = B(f(X,1))P(Z = 1)+ E(f(X,~1))P(Z = —1)]



Esercizio 7. Sia Z = (Z1,...,7Z;) una v.a. su R? di legge N(u,C), con p € R e C €
Mat(d x d) simmetrica e semidefinita positiva.

a) Per m € R¥ e A € Mat(k x d), sia W = m + AZ. Dimostrare che W & ancora
gaussiana e precisare i parametri che caratterizzano la legge. Dedurre poi che per ogni
Al,..., g €ER, lav.a. \Z1 4+ -+ A\gZy € gaussiana, di parametri da determinare.

b) Siano X e Y due v.a. su R congiuntamente gaussiane, centrate e tali che E(X?) = 4,
E(Y?)=1e2X +Y 1L X —3Y.

b1) Scrivere la matrice di covarianza di (X,Y).

b2) Calcolare la legge di (X +Y,2X —Y).



SOLUZIONI

Esercizio 1. Sia X una v.a. con f.c. ¢: ¢ = px. Allora

p(t) = E(etX) = E(eX) = E(e™™¥) = p_x(1)
quindi ¢ e la f.c. di Y = —X. Poi, scelte X1, X5 due v.a. indipendenti con la stessa legge di
X, si ha
Pt = px (1) - px(t) = ox, (1) - ¢x, (1) = px14x, (1),
e ancora ¢%(t) ¢ la f.c. di Z = X; + Xo. Infine, prese X1, Xo come sopra, si ha
el2(t) = (1) - B(1) = ex(t) - p-x(t) = x, (1) - x5 () = ;- x5 (1),

dunque |¢|?(¢) & la f.c. di X3 — Xo.
Esercizio 2 Poiché X € L2, si ha

¢'(0) =E(i X) =iE(X) e ¢"(0)=E((iX)*) = —E(X?).
Poiché E(X?) > E(X)?, sostituendo si ha —¢”(0) > —¢'(0)?, da cui la tesi.

Esercizio 3 a) Dev’essere ¢ >0 e

+oo Y +o0 c [T
1 —/ fxy(x,y)dzdy —/ dy/ ce Ndr = c/ ye Mdy = / Aye Mdy.
R2 0 0 0 AJo

Nell’ultimo integrale riconosciamo la media della legge Exp()), che fa %, da cui segue che

1= % e quindi ¢ = M2

Poiché, guardando alla densita congiunta, si ha ¥ > X > 0, la v.a. XY €& non negativa:
calcolare la media corrisponde anche a provare che esiste. Dunque, possiamo scrivere

+oo Y
zyfxy(x,y)dedy 2/ dy/ zy Ne Ndz
R? 0 0

)\2 +o0 )\2 +oo
=— e Ndy = / yle My,
2 Jo 2 Jo

E(XY) :/

Nell’ultimo integrale riconosciamo, a meno della costante, la densita I'(4, A), dunque I'integrale
¢ dato dal reciproco della costante di normalizzazione. Possiamo quindi scrivere

2 +o00 2 2 |
E(XY) :)\/ jtedugy = X2 D@ A 8 3
0

2 2 M T 2 MY
b) Si ha
@X,Y(aly 92) _ E(ei(91X+92Y) — / ei(elerng)fX,Y(x, y)dmdy
R2
400 400 1017 | p=
_ / dy /y e@'(Bl:z:+92y))\267/\ydaj — )\2/ dyei92y>\267)\y6.71 Yy
0 0 0 291 =0

A2 0140) 10217\ A
:wl/o (N H02)Y — 2y =M gy,



Ma usando l'espressione della funzione caratteristica della legge Exp(\), sappiamo che f0+°° etee e =

A
A—it?

quindi

A +oo +oo
oxy(01,02) = (/ e/ 01 H02)y N~ Mgy — / 6192?’)\67Aydy>
0 0

191
i( A A ) _ )i 61
0 \X—i(01+62)  X—ifl) iy (A —i(01 +62))(\ —ibo)
AQ

(A —i(01 4 62)) (A — i)’

c) px.y € CF per ogni k, quindi esistono tutti i momenti ed inoltre:
0 e (0.0) = (E(X), 2oy (0.0) = B, —2o o (0,0) = —E(XY)
601 SDX,Y Y - 9 602 SDX,Y Y - ) 891802 SOX,Y Y - .

Calcoliamo queste derivate:

0 _ _
71(,0)(7y(01, 92) = )\Qi()\ — i(@l + 92)) 2()\ — i92) 1;

B
a — _
oy P (01,02) = N\ = (01 +02)) 7 (A= i2) (A = i(01 + 62) + (A — i6));
82 . . — . — . .
mSOX,Y(Gb 02) = N?i* (X —i(01 + 02)) 3()\ — ifs) 2(2()\ — (01 4 62)) + X — i6s).

Nell’origine, otteniamo:

0 1 0 2 0? 3
891 QOX,Y(Ouo) 'l)\, 892¢X7Y(070) Z)\a 801892Q0X,Y( 1 2) )\2
e quindi
E(X) =, E¥)=2, E(XY)=-
N N Y
(notare che la terza media era stata gia calcolata, correttamente!) da cui si ottiene
3 2 1
COV(X,Y) = ﬁ — F = p

d) (U,V) & una trasformazione lineare di (X,Y):

(V) =4(3): e a=(41)

Usando le proprieta delle funzioni caratteristiche, otteniamo facilmente

ouv(0) = pxy(A%0), 0cR2

A*H—A—<(1) _11 )(gl)_<010_292>
euy (8) = (A_wl;\z)\—iﬂg)'

Qui,

da cul otteniamo

i



Osserviamo che la quantita a destra ¢ data dal prodotto della f.c. della legge Exp(A) calcolata
in 01 ed in 65. Per le proprieta delle f.c. possiamo subito affermare che U 1L V e U,V ~
Exp(A).

e) Abbiamo appena detto qual & la legge di (U, V'), quindi

fU,V(uv U) = )\eAu]lu>O : )\e_kv]lv>0-

Arriviamo ora allo stesso risultato usando il TCV.
Possiamo scrivere (U, V) = ¢(X,Y), con ¢(x,y) = (z,y—x). ¢ & regolare con inversa regolare
data da ¢ (u,v) = (u,u + v). La matrice Jacobiana &

Jyp(u,v) = ( 1 ? )

e quindi det Jy(u,v) = 1. Usando il TCV, otteniamo

fuy(u,v) = fxy ((u,v))|det Jy(u,v)| = ANe 2T, s = A 2T g .

Dunque,

fU,V(ua U) = fX,Y (¢(u7 U))| det Jw(u, U)| = )‘e_ku]lu>0 . )\e_Av]lv>0
ed ancora otteniamo che U 1L V e U,V ~ Exp(A).
Esercizio 4. a) Sia ej,...,e4 la base canonica su R? e per k=1,...,d, sia 0} = tey, t € R.
Poiché (6k, X) = tX}, otteniamo facilmente che px, (t) = ¢x(0;). Essendo (0k, pu) = tux e
<C(9k;0k> = Ckk > 0, si ha

ox, (t) — eit,ukféckkﬁ’

e quindi Xy ~ N(pug, Crk)-

b) Ricordando che Cy, = Cov(Xy, X;), otteniamo che C' ¢ una matrice diagonale, quindi
(CO,0) =S4 Cri67. Ma allora

d .
(PXl,---,Xd(elv ) ed) = eZkil(lekuk_% Cin0f) = ¥X; (01) t SOXd(Hd):

il che prova che Xi, ..., X; sono indipendenti.
c) Poniamo X = (X, X) e per § € RY, usiamo la notazione 0 = (8,0), § = (61, ...,0;) € RF
e = (Ogs1,...,04) € RIF. Osserviamo che si ha

(11, 0) = (1, 0) + (0, 0) e (C8,0) =(CH,0) + (C0,0)
dove ovviamente si & posto i = (p1,..., k) € RF e i = (ptpr1, . . -, pta) € RF. Poiché
ex(0) = ¢ (0.0),
si ha:
px(0) =95 3 (0,
0, é) — i) —3(Co.0)

D>

e (0) =g x(
e dunque X ~ N(ji,C), X ~ N(z, C’) Di conseguenza,
px(0) = 05 x(0.0) = o5 (0)p 5 (0),

i



quindi X 1L X.

Osservazione. Ricordiamo che se due v.a. sono indipendenti allora hanno covarianza nulla,
e quindi matrice di covarianza diagonale. Viceversa, in generale covarianza nulla non implica
indipendenza. Ma questo esercizio prova che nel caso gaussiano questa controparte c’e se la
legge congiunta ¢ gaussiana. Possiamo infatti enunciare questo risultato come segue: due v.a.
congiuntamente gaussiane e con covarianza nulla sono anche indipendenti.

ESPrcizio 5. a) L’abbiamo gia visto nell’esercizio 4: preso 6§ € R™ e posto 0 = (é,é), con
6,0 € R", allora o o
(CH,0) = (CH,0) + (CH,0) > 0.

b) UsAando I'Esercizio 4, sappiamo che X e X sono indipendenti e che X ~ N(0,C), X ~
N(0,C). Quindi X R
E(Y;) = E(X;X;) = E(X;)E(X;) =0

perché le coordinate sono gaussiane centrate. Inoltre,
Cov(V;,Y)) = E(Y}Y;) = E(X;X; X, X;) = E(X; X, - X; X).
Ma X e X sono indipendenti, quindi anche X; X je X; X j lo sono. Dunque,
Cov(Y;,Y)) = E(X; X))E(Xi X)) = C;5Cyj.

c) Siano A, B € Mat(n x n) matrici simmetriche semidefinite positive. Posto C = A e
C=B8B , usando i punti precedenti dimostriamo che Cy = A® B ¢ la matrice di covarianza di
un opportuno vettore aleatorio Y. La tesi ora segue ricordando che le matrici di covarianza
sono sempre simmetriche semidefinite positive.

Esercizio 6. a) Per ¢ € R, si ha

@Y(t) — E(eitY) _ ]E(eitXZ) _ ]E(eitXZ]lZzl) + ]E(BitXZ]lZ:_l)
1

= B(e*)P(Z = 1) + E(e)B(Z = 1) = L ox(t) + gox(~1)

_ e—t2/2
e quindi Y ~ N(0, 1).
b) Per § € R?, si ha
B XHOY ) — (o X+i01X2)
(O XHOXZ Y,y BN HOXZY )

(02X Vp(7 = 1) 4 E(e 10X p(7 = 1)

oxy(0) =

1
ox (01 +62) + 580)((91 — 63)

(e72(01H02) | o=3(0r—02)%)

i~ B OE

In particolare, ¢ x y(#) non & data da ¢x(01) - ¢y (#2), quindi X e Y non sono indipendenti.

¢) Poiché X e Y sono centrate, si ha

Cov(X,Y) =E(XY) = E(X?Z) =E(X?)E(Z) = 0.

iv



c) No, non ¢ possibile: se infatti fossero congiuntamente gaussiane, avendo covarianza nulla
per Pesercizio 4 sarebbero anche indipendenti.

Osservazione. In questo esercizio abbiamo un esempio di due v.a. gaussiane con covari-
anza nulla ma che non sono indipendenti. Cio significa che nel caso gaussiano ’equivalenza
tra covarianza nulla ed indipendenza vale solo quando si faccia lipotesi a monte di legge
congiuntamente gaussiana.

Esertcizio 7. a) Per § € R¥, si ha
ow (0) = @iz (0) = €i<m,9>¢Z(A*9) _ ei(m,@)—f—i(,u,A*G)—%(CA*@,A*G)'
Ma (p, A*0) = (Ap, 0) e (CA*0, A*0) = (ACA*0,0), quindi

SOW(Q) = 90m+AZ(9) = gi<m+Aﬂ:9>—%<ACA*0,9>’

da cui segue che W ~ N(m + Ap, ACA*). Infine, per A = (A1,...,\g) € R?
MZy+ -+ XNgZg=AZ, con A=)\,

quindi \yZ1 + -+ + A\gZ4 € una v.a. gaussiana su R, di media Ay = (\, u) = Ele Aijti €
varianza ACA* = (CA,\) = S0 Cijai;.
b1) Detta Cxy la matrice di covarianza di (X,Y’), sappiamo che
Cron — Var(X) Cov(X,Y)
XY= Cov(X,Y)  Var(Y)

Qui, essendo E(X) =0=E(Y), si ha Var(X) =4 e Var(Y) = 1. L’ipotesi 2X +Y 1 X —3Y
da 0 = Cov(2X + Y, X — 3Y) = 2Var(X) — 6Cov(X,Y) + Cov(X,Y) — 3Var(Y) = 5 —
5Cov(X,Y), da cui Cov(X,Y) = 1. Ma allora,

4 1
ny:<1 1).

b2) La coppia (X +Y,2X —Y) ¢ una trasformazione lineare di (X,Y’), quindi per il punto
a) ha legge gaussiana. Essendo

X+Y \ _ (X (11
(a5 )=a(3) o a=(a h).

usando a) otteniamo immediatamente che la legge ¢ N(0,T"), con

. (7 8
reacwa (1 5).



