TUTORATO V
PROBABILITA E STATISTICA
A.A. 2015/2016

Argomenti: momenti; varianza e covarianza; interpretazione della media condizionale;
retta di regressione.

Esercizio 1. Sia (2, F,P) uno spazio di probabilia.
a) Fissato k =1,2,..., sia
LEQ,F,P)={X : Q = R t.c. X &v.a. discreta ed esiste E(|X|¥)}.

Dimostrare che L’;(Q,]: ,IP) & uno spazio vettoriale e che per ogni 1 < r < k si ha
LE(Q, F,P) C L(Q, F,P).

b) Consideriamo il caso k = 2. Definiamo
<'7'> : (va) € L?Z(Qafvp) X L?I(Qw]:ap) = <X7Y> = E(XY> €eR

Dimostrare che (-,-) definisce un prodotto scalare! su L3(2, F,P) e quindi

1]+ X € Lg = [|1X]| = VE(X?)

¢ una norma su L3(Q, F,P).

Esercizio 2. Dimostrare che per ogni scelta di X,Y, X1, X, € L?I(Q, F,P),

1) Cov(X,Y) = Cov(Y, X);

2) Cov(X1 + X2,Y) = Cov(X1,Y) + Cov(X2,Y);

3) Cov(aX,Y) =aCov(X,Y), per ogni a € R;

4) Cov(X,X) = Var(X) > 0 e Var(X) = 0 se e solo se X = a per qualche a € R.
5) Cov(X,a) =0, per ogni o € R.

Dedurre che la covarianza ¢ un’applicazione simmetrica e bilineare:

Cov(aXi + bXo, Y1 + dY2) =acCov(X1, Y1) + adCov(Xy, Ya)+
+ bCCOV(XQ, Yl) + deOV(Xg, Yg).

per ogni a,b,c,d € R. Ma Cov(X,Y) non definisce un prodotto scalare su Lfl: perché?

Esercizio 3. La disuguaglianza di Cauchy-Schwarz dice: date X,Y con momento secondo
finito allora |[E(XY)| < /E(X?)E(Y?2). Dimostrare che vale 'uguaglianza se e solo se XY = 0
oppure X = Y, per qualche X\ # 0, A € R (da determinare).

[Sugg: si lavori con E((X + 0Y)?) al variare di 6 € R e ricordare che se E(Z?) = 0 allora Z = 0.]

'Ricordiamo che se V' & uno spazio vettoriale, (-,-) : (v,w) € V x V = (v,w) € R & un prodotto scalare se
valgono le seguenti proprieta: 1. (simmetria) (v, w) = (w, v); 2. (linearitd) (v1 + ve, w) = (v1,w) + (v2, w); 3.
(omogeneita) per A € R, (Av, w) = A(v, w); 4. (positivita e non degenerazione) (v,v) > 0 e (v,v) = 0 se e solo
se v = 0.



Esercizio 4. Siano X e Y due v.a. discrete. Indichiamo con Fy l'insieme dei valori che puo
assumere Y e con py la sua densita discreta. Definiamo ¢ : Ey — R come:

o(y) =E(X|Y =y) quando py (y) > 0 e ¢(y) = 0 altrimenti.
Supponiamo che X abbia speranza matematica finita.
a) Dimostrare che anche ¢(Y') ha speranza matematica finita e si ha E(p(Y)) = E(X).

D’ora in poi, supporemo che X abbia anche momento secondo finito.

b) Dimostrare che ¢(Y') ha momento secondo finito.

[Sugg.: ricordiamo che, data una qualsiasi v.a. Z, si ha [E(2)|? < E(|Z|?), cioe | Y, zpz(2)* <

2. |2lpz(2)]

c) Sia g : Ey — R una funzione tale che g(Y') abbia momento secondo finito. Dimostrare
che E(g(Y)p(Y)) = E(g(Y)X).

d) Sia® : Ey — R una funzione tale che ¢)(Y) abbia momento secondo finito. Dimostrare
che E(Jp(Y) — X %) > E(lp(Y) — X[?).
[Sugg.: potrebbe essere utile scrivere E(|(Y) — p(Y)]?) = E(|(¥(Y) — X) + (X — o(Y))]?),
sviluppare il quadrato, usare la linearita ed il punto c)...]

[Oss.: Iesercizio 4 da un sacco di informazioni sulla media condizionale (di carattere generale,
validi cioé non solo per v.a. discrete). a) dimostra che la media della media condizionata e
la media stessa, cioe, in media, la media condizionata di X dato Y si comporta proprio come
la media di X. Inoltre, da c) segue che la media condizionale di X dato Y rappresenta la
funzione di Y che “meglio approssima” la v.a. X nella classe delle v.a. che sono funzioni di
Y e che hanno momento secondo finito.]

Esercizio 5. Siano X e Y due v.a. bernoulliane di parametro p e p rispettivamente. Di-
mostrare che X e Y sono indipendenti se e solo se Cov(X,Y) = 0. Generalizzare tale proprieta
per X e Y v.a. che possono assumere solo due valori: Ex = {x1,22} e Ey = {y1,y2}, con
T1F# T2 € Y1 F Yo

X—m, Y-y

[Sugg.: Per la seconda parte, si pud tenere conto delle v.a. ausiliarie U = e © V= pysm— ]

Esercizio 6. Siano X e Y due v.a. a valori in Ex = {—2,1} e By = {—1,0,2} rispettiva-
mente, con distribuzione congiunta descritta tramite la seguente tabella:

- 92|l x=1
— 1 1 1
Y 1 6 6 3
— 1 5 1
Y_ 12 12 2
_ T T 1
Y_ 12 12 6
1 2
3 3 1

Mostrare che Cov(X,Y) = 0 e che X e Y non sono indipendenti. Dedurre che, in generale,
covarianza nulla non implica indipendenza.



Esercizio 7. Siano X e Y v.a. correlate (Cov(X,Y) # 0) e sia y = g(x) I'equazione della
retta di regressione di Y rispetto a X:

~ Cov(X,Y)

g(x) = W(ﬂﬁ —E(X)) +E(Y).

Indichiamo con v la funzione inversa di g: ¥ (y) = g~ '(y). Si noti che v & lineare, quindi
Pequazione x = ¢ (y) definisce una retta. E vero (sempre, qualche volta, mai) che 1) ¢ la retta
di regressione di X rispetto a Y7

Esercizio 8. Siano X e Y due v.a. indipendenti t.c. XY ~ Po(\) e o, 8 € R.

a) Calcolare la covarianza tra X e Z%% = o X 4+ fY. Stabilire il tipo di dipendenza tra
X e Z%# al variare di a, B € R.

[Sugg.: non utilizzare la distribuzione congiunta di X e Z*#; piuttosto, si consideri che Z*# =
aX+pY..]

b) Disegnare la retta di regressione di Z*# rispetto a X.

Esercizio 9. Un dado equo viene lanciato due volte. Sia X il risultato del primo lancio e Y
il massimo risultato ottenuto nei due lanci.

a) Calcolare la distribuzione congiunta e le distribuzioni marginali di X e Y.

[Sugg.: potrebbe essere utile ricordare che:

ZZ=1 k= w’ ZZ=1 K = w» ZZ:l k= (@)2]
b) Calcolare Cov(X,Y"). Che tipo di dipendenza c’e tra X e Y7
c) Disegnare la retta di regressione di Y rispetto a X.

d) Stimare il numero di volte in cui occorre lanciare il dado affinché con probabilita minore
di 0.2 la media aritmetica dei risultati disti da 3.5 (cioe dal valore atteso) per piu di
0.1.

Esercizio 10. Fissate X, X2, X3 v.a. i.i.d. con distribuzione

siano U = X1 Xo e V = X1 X3.
a) Calcolare la retta di regressione di V rispetto a U.
b) Le v.a. U e V sono indipendenti?
c¢) Calcolare la distribuzione congiunta di U e V.

Esercizio 11. Sia X una v.a. con densita discreta

px(e) = Lo(1—pll=tp sex=+1,4£2,43,...
0 altrimenti

Definiamo Z = x>0y — Uyx<oy e W = | X



a) Calcolare la legge congiunta di Z e W. Z e W sono indipendenti?

)

b) Calcolare la legge e la media condizionale di W dato Z = z.
)
)

¢) Studiare la dipendenza tra X e Z; disegnare la retta di regressione di Z rispetto a X.
d) Calcolare la media condizionale di X dato che Z = —1.
Esercizio 12. Una moneta che da testa con probabilita p € (0,1) viene lanciata 6 volte. Sia
X; = 1la,, dove A; denota I'evento esce testa all’i-esimo lancio, i = 1,...,6. Definiamo:
2 4 6
Y=Y X, Z=> Xi\, W=> X;,, T=Y+2, U=Z+W.

a) Calcolare la covarianza tra T e U. T e U sono indipendenti?
b) Calcolare la media e la varianza di T
c) Calcolare la media e la varianza di 27 + 1.

d) Calcolare la covarianza tra 27"+ 1 e 3U.



SOLUZIONI

Esercizio 1. a) Usiamo qui alcuni risultati visti a lezione.
Sappiamo che se X e Y hanno momento k—esimo allora anche X + Y ha momento di ordine
k, cosi come aX e BY per ogni o, § € R. Quindi Lg € uno spazio vettoriale. Sappiamo anche
che se X ha momento k-esimo finito allora ha momento di ordine r per ogni r < k, quindi
Lk c Ly,

b) Occorre verificare che

1. (simmetria) per ogni X,Y € L2 (X,Y) = (Y, X): ovvio;

2. (linearitd) per ogni X1, X5,Y € L2, (X1 + X2,Y) = (X1,Y) + (X2, Y): (X1 + X,Y) =
E[(Xl + XQ)Y] = E(X1Y) + ]E(XQY) = <X1,Y> + (XQ,Y>;

3. (omogeneitd) per ogni A € Re X € L2, (\X,Y) = MX,Y): (AX,)Y) = EQAXY) =
AE(XY) = MX,Y);

4. (positivita e non degenerazione) per ogni X € L2 (X, X) > 0
se X =0: (X,X) =E(X?) >0ese X =0 ovviamente (X, X) =

E(X?) = 0 allora
Z *px () = 0.

Z‘GEX

e (X, X) = 0 se e solo
0; inoltre, se (X, X) =

La somma su scritta ¢ a termini non negativi, quindi il risultato € nullo se e solo se tutti i
termini della somma sono nulli: I'unico elemento in Ex puo essere solo lo 0, cioe X = 0.

Le 1.-4. provano che (-,-) ¢ un prodotto scalare su L2. E ben noto allora che ||X|| =
V(X, X) = \/E(X?2) definisce una norma su L3

Esercizio 2. La verifica delle 1)—4) ¢ immediata conseguenza delle proprieta del prodotto
scalare definito nell’esercizio 1: basta infatti ricordare che, per ogni X,Y € L?,

Cov(X,Y) = (X —E(X),Y —E(Y)) = (TX,TY)

dove T : X € L2 TX = X —E(X) € L2 & un operatore lineare di L3.

Per 5), basta ricordare che, per ogni a € R, le v.a. X e Y = « sono indipendenti, quindi
Cov(X,a) = 0. Oppure, per verifica diretta, Cov(X,a) = E(aX) — E(a)E(X) = aE(X) —
aE(X) =0.

L’applicazione Cov su L?i X L?l non definisce un prodotto scalare perché salta la non de-
generazione: se Cov(X,X) = 0 allora Var(X) = 0 e quindi X = «, ma non & detto che
a=0.

Esercizio 3. Il caso XY = 0 ¢ banale (perché significa che o X oppure Y oppure entrambe
sono identicamente nulle), quindi lo lasciamo da parte e supponiamo nel seguito che XY # 0,
cioe sia X che Y sono v.a. non identicamente nulle.

Supponiamo che X = \Y, per qualche A € R. Allora E(XY) = AE(Y?) e E(X?)E(Y?) =
A’E(Y?)2, e si ha banalmente |E(XY)| = \/E(X2)E(Y?).

Viceversa, supponiamo che |[E(XY)| = /E(X?)E(Y?), cioe 1) E(XY) = /E(X?)E(Y?)
oppure 2) E(XY) = —/E(X?2)E(Y?2). Preso 6 € R, si ha

E((X 4+ 60Y)?) = B(X? + 6?Y? + 20XY) = E(X?) + 0’E(Y?) 4 20E(XY).



Nel caso 1), si ha

E((X +0Y)?) = E(X?) + 0°E(Y?) + 20/E(XDE(Y?) = (VE(X?) + 60/E(Y?2)).

Preso § = —/E(X2)/\/E(Y?), otteniamo E((X + 0Y)?) e quindi X + 0Y = 0, da cui X =
—0Y . Se invece siamo nel caso 2), cioe E(XY) = —/E(X?2)E(Y?), gli stessi ragionamenti
danno ancora X = AY con A = \/E(X?2 /\/E Y2

Esercizio 4. a) Sappiamo che ¢(Y") ha media se e solo se 3 [¢(y)[py (y) < oo e in tal caso,

E(e(Y)) =2, ¢(¥)py (y). Si ha:
ZW Iy (y Z‘ZWXIY zly) ‘PY < ZZI%!MY z|y)py (y)
—ZZW?XY z,y) Z|l’|2pxy z,y)
= Z [z|px () < oo

perché X ha speranza matematica finita. Inoltre,

Zw Y)py (y szpxw (zly)py (v)
= szpX,Y T,y) = ZUUZPX,Y(%?J)
= apx(z) = E(X).

b) Sappiamo che ¢(Y') ha momento secondo finito se e solo se Y-, |¢(y)[*py (y) < oo. Si ha:

2
>y () = 32 | > apxiy (ely)| oy (v).
y y @
Ora, sappiamo che, per una qualunque v.a. Z, |[E(Z)|? < E(|Z]?), cioe
2
PIEZCIESWELITE
z z
Applicando questa disuguaglianza con pz(-) sostituita da pxy (- | ¥), otteniamo
2
> epxy(@ v <D ePoxpy (e | y).
x €T

Sostituendo,

Z\tp )py (y sz x|y (z|y)py (v)
_ZZM pxy(z,y) ZM pry z,Yy)
:ZW px(r) < oo

i



perché X ha momento secondo finito.

c¢) Poiché X, ¢(Y) e g(Y) hanno tutte momento secondo, sappiamo che Xg(Y) e o(Y)g(Y)
hanno speranza matematica finita. Procediamo quindi al calcolo diretto delle medie:

E(g(Y)e(Y) = 9wy (v) = > _9w) > _ zpx)y (@[y)py (v)
=> 9> _apxy(x,y) =D zgW)pxy(z,y)

:L‘?y

=E(Xg(Y)).

d) Poiché X, ¢(Y) e ¢(Y) hanno tutte momento secondo, sappiamo che X —¢(Y) e ¢(Y) —
¥(Y") hanno momento secondo finito. E si ha

E@Y)e(Y)) =Y _v@m)e@py () =Y _v@) Y zpxy(ly)py (v)
) Yy T
=> W) > apxy(@,y) = > wy)px.y(x,y)

x?y

_E(X (V).
c) Si ha
E([9(Y) = X ") =E(|9(Y) = o(Y) + oY) = XJ?)
E((0(Y) = o(Y)? + (9(Y) = X)? + 24 (Y) = o(Y))(p(Y) - X))
=E((@(Y) = o(Y))?) +E((¢(Y) = X)*) + 2E((¢(Y) = ¢(Y))((Y) — X))
>0 vy
>E(|p(Y) = X)?]) + 2E((0(Y) = o(Y)((Y) - X))

come segue dall’utilizzo del punto b) con v sostituita da ¥ — .

Esercizio 5. Ovviamente, indipendenza implica covarianza nulla. Supponiamo ora che

Cov(X,Y) =0:
0=Cov(X,Y)=E(XY) - EX)E(Y)=P(X =1,Y = 1) - P(X = 1)P(Y = 1),

cioe P(X =1,Y=1)=P(X =1)P(Y =1). Allora

P(X=0Y=1)=PY =1)-P(X=1,Y =1) =P(Y = 1) - P(X = 1)P(Y = 1)
—P(Y = 1)(1 _P(X = 1)) = P(X = 0)P(Y = 1),

P(X =0,Y =0) =P(X =0) — P(X = 0,Y = 1) = P(X = 0) — P(X = 0)B(Y = 1)
= P(X :0)(1—1@(1/: 1)> = P(X = 0)P(Y = 0),
P(X=1Y=0)=P(X=1)-P(X =1,Y = 1) = P(X = 1) - P(X = D)P(Y = 1)
—P(X = 1)(1—P(Y: 1)) = P(X = D)P(Y =0),

i



da cui segue che X e Y sono indipendenti.
Supponiamo ora che X e Y possano assumere solo due valori z1 # x9 € y1 # yo rispettivamente
e che Cov(X,Y) = 0. Consideriamo le v.a.

X - Y —
T e V= Y1

U= = .
T2 — X1 Y2 — 1

U e V sono bernoulliane di parametri, rispettivamente, p = px(x2) e p = py (y2). Inoltre,

X —mx Y—yl)_
To—x1 Y2 — (2 — 21)(y2 — 1)

Cov(U,V) = Cov( Cov(X,Y) =0,

quindi, per a), U e V sono indipendenti. Infine, poiché
X=z1+(@-—2)U e Y=y1+(y2—u)V,
segue che anche X e Y sono indipendenti.

Esercizio 6. Si ha:

1 2
E(X)= > wx(@)==2-3+1-3=0

1.5.2

3 3

z€FEx
E(Y)= > ypy(z)=-1-3+2-2=0
yeLy
11 1 1
E(XY)= > > aypxy(n.y) =2 ;-1 c—4 5 +2. 5 =0

reEx yeEy

da cui segue che Cov(X,Y) = 0. Inoltre, ad esempio, P(X = —2,Y = —1) = § # § =
P(X = —2)P(Y = —1), dunque X e Y non sono indipendenti. Abbiamo quindi trovato un
controesempio alla (evidentemente falsa, in generale) affermazione “covarianza nulla implica
indipendenza”.

Esercizio 7. Posto y = g(z), risolvendo rispetto a x (il che si puo fare perché Cov(X,Y") # 0)

si ottiene:
Var(X)

x = W(y —E(Y)) +E(X),

e quindi ¢(y) = % (y - E(Y)) + E(X). Ora, 'equazione della retta di regressione di

X rispettoa Y e
~ Cov(X,Y)

Var(Y)

Allora x = 9 (y) ¢ la retta di regressione richiesta se e solo se

(y - E(Y)) FE(X).

Var(X)  Cov(X,Y)

Cov(X,Y) Var(Y)

che equivale a
|Cov(X,Y)| = +/Var(X) Var(Y).

Quindi z = ¥ (y) = g~ '(y) & 'equazione della retta di regressione richiesta se e solo se vale
il caso limite della disuguaglianza di Cauchy-Schwartz: X e Y sono tali che |Cov(X,Y)| =

iv



/Var(X) Var(Y). La soluzione ¢ data dall’Esercizio 3: applicandone i risultati alle v.a.
X=X-EX)eY =Y —E(Y), otteniamo (vd anche le soluzioni) che dev’essere X = E(X)
oppure Y = E(Y') oppure, se nessuna delle precedenti ¢ verificata,

X B = [ 3o 0 = BY))

cioe X e Y sono legate da una relazione lineare che ¢ proprio quella appena scritta.

Esercizio 8. a) Usando le proprieta tipiche della covarianza, si ha
Cov(X,Z%%) = Cov(X,a X + BY) = aCov(X, X) 4+ SCov(X,Y) = aVar(X)

perché X e Y sono indipendenti, quindi non correlate: Cov(X,Y) = 0. Ora, basta ricordare
che la varianza di una Po(X) & A(> 0):

se a > 0 allora c¢’e dipendenza positiva
Cov (X, ZO‘”B) = a A quindi: se a < 0 allora c’¢ dipendenza negativa
se a = 0 allora c’e dipendenza nulla

Si noti, in particolare, che il tipo di dipendenza non dipende da . Inoltre, se o = 0 allora
Z%8 = 796 = BY | quindi X e Z% non sono solo incorrelate ma anche indipendenti.

b) L’equazione della retta di regressione di Z%P rispetto a X nel piano (z,2) ¢

_ Cov(X, Z%P)

Var(x) E(X)) + E(Z*P).

Poiché Cov(X, Z%P) = a ), E(X) = A = E(Y) e E(Z%8) = aE(X) + BE(Y) = (a + )\, la
retta di regressione ¢ z = ax + B A\.

Esercizio 9. a) Siano X e Z rispettivamente il risultato del primo e del secondo lancio.
AlloraY =XV Ze

pxy(z,y) =P X =2Y=y) =P X=2,XVZ=y)=PX=zx,2VZ=y).

Se (x,y) ¢ {1,...,6}% ovviamente pxy(x,y) = 0. Studiamo quindi il comportamento di
pxy per (z,y) € {1,...,6}2. Si ha,

pxy(z,y) =P(X=x,2VZ=yZ<z)+PX=z2VZ=y2>z)
=PX=z0=yZ<a)+PX=2,Z=y,Z > 1)
0 sexr >y
= PX=z,72<2z) sex=y
PX=z2Z=y) sex<y

Ricordando che X e Z rappresentano il risultato di due tiri (indipendenti) di un dado, pos-
siamo scrivere, per (z,y) € {1,...,6}2,

0 sex>y

pxy(T,y) =4 & sex=y

=]

sexr <y

=2}
[



Calcoliamo le distribuzioni marginali di X e Y: per x,y € {1,...,6},

y:
6 y—1
1 Y y—1 Y 2y — 1
PY(?J):ZPX,Y(OU, )= @—F@— & +67: 2
r=1 r=1

b) Per calcolare la covarianza tra X e Y occorrono E[X], E[Y] e E[X Y]. Nel seguito, useremo
le uguaglianze:

n

Zn:k n+1 Z"’Z n+1 (2n +1) ZkS <n+1)>_

k=1
Si ha
0 501 1 6.7 7
BLX) =) o) = Yok = 1. 0T T,
x=1 =1
e S oy—1 1 )
EY] =) yov() =) v~ —62[2Zy —Zy]
y=1 y=1 y=1 y=1
1, 6:7-13 6:77 161
=512 g 3] = 56 (=472
6 6 6 6 6
EXY]= Y wypxy(.y) =Y Y zypxy(@y)=> =Y ypxy(z,y)
z,y=1 z=1y=1 =1 y=x
6 x 1 1 6 ) 6 x
el gt ¥ ovgl-mXelf -2
=1 y=z+1 =1 y=1 y=1
1< 6-7 +1 1 N 22—z +42
:6221:1:[3;2—1— 5 _:U(x2 )}:622133 ;
17 6 6 -
T 2.62 [;xg—;m2+42;x}
1 [/6-7\2 6-7-13 6-71 154
:2-62[<T) T T ]: 5 (=171
Quindi:
Cov(X,Y) = E[XY] — E[X] E[Y] = %

e la dipendenza tra le due variabili e positiva: all’aumentare dell’una ci si aspetta un aumento
anche dell’altra.

¢) L’equazione della retta di regressione é:

_ Cov(X,Y) (

Var () —IEI[X]) +E[Y].

vi



Occorre quindi calcolare Var(X) = E[X?] — E?[X]. Si ha

6 6
1 1 6-7-13 91
R S e R
z=1

z=1

da cui segue che

o - (3 - %

Quindi, la retta di regressione ha equazione
1 ( 7> n 161
=—(z—z)+—.
Y=o\ 2) T e
d) Denotiamo con X; il risultato dell’i—esimo lancio e X, =1%", X, Allora 3.5 =E[X,]
e Var(X,) = 1Var(X;), dove Var(X;) = 2. La disuguaglianza di Chebycev assicura che
X X
Var(X,,) 100 Var( 1).

P(|X,, — 3. 1)<
(10 = 351> 01) < =47 n
Perché si abbia P(|X,, — 3.5] > 0.1) < 0.2 ¢ sufficiente che

Var(Xl)
n

100 <0.2

da cui segue che n > 2000 - Var(X;) = 5833, 3: bastera scegliere n = 5834.

Esercizio 10. a) Calcoliamo dapprima le quantita che servono per il calcolo dei coefficienti
della retta di regressione:

Dunque, nel piano (u,v) la retta di regressione ha equazione v = 0.

b) U e V hanno covarianza nulla e possono assumere due solo valori: dall’Esercizio 5 possiamo
immediatamente dedurre I'indipendenza.

c) Si ha, per u,v € {—1,1},

puyv(u,v) =PU =u,V =v) =P(X1 X2 = u, X1 X3 =0)
(X2 =u,X3=v,X1 = 1) —|—]P)(X2 =—u,X3=—v,X] = —1)
(X2 = U)P(Xg = U)P(Xl = 1) +IP)(X2 = —U)P(Xg = —Q})P(Xl = —1)

P
P

Il
b

1
4

|

Osserviamo che, di conseguenza, py(—1) = 1/2 = py(1) e analogamente py(—1) = 1/2 =
pv(1). Poiché py v = pupy, anche da qui segue l'indipendenza.

vil



Esercizio 11. a) Dobbiamo calcolare pzw(z,w) = P(Z = 2,W = w), con z = %1 e
w = 1,2,... (per ogni altro valore di z e w, si ha evidentemente pzw (z,w) = 0). Ora, se
z=1,

pzw(l,w)=P(Z=1,W=w)=P(X >0,|X|=w) =
1
:P(Xzo,X:w):P(X:w):§p(1—p)w4.

Analogamente, se z = —1,

1
=P(X <0,-X=w) =P(X = ~w) = s p(1-p)""".

Dunque, riassumendo si ha

%p(l—p)“’*1 sez=*dlew=1,2,...

0 altrimenti

pzw(z,w) = {

Z e W sono indipendenti, perché pzw (z,w) = g1(2)g2(w) dove

) % se z = =+1 (w) 1-p)¥lp sew=1,2,...
z) = e w) =
g 0 altrimenti 92 0 altrimenti

Essendo g1 e g2 due densita (in particolare, go ¢ la densita del primo successo in prove
bernoulliane), si ha immediatamente che pz(z) = g1(z) e pw(w) = g2(w).

b) Poiché, come abbiamo detto, Z e W sono indipendenti, si ha py|z(w|z) = pw(w).
Dunque, E(W | Z = 2) = >, wpw | z(w]|2) = >, wpw (w) = E(W) = 1/p.
¢) Occorre Cov(X, Z). Per evidenti ragioni di simmetria, E(X) = E(Z) = 0; inoltre,

E(XZ) = E(X(Iyx>01 — Uyx<0y)) = E(|X]) Z |lz|px (=

Ora, poiché z — |z|px () & una funzione pari? si ha

“+oo
= lzlpx(x) =2 apx(x) = -
T =1

(perché 23°1% ap,(z) = E(T), con T istante di primo successo in prove bernoulliane con
probabilita di successo = p). Dunque, Cov(X,Z) = E(XZ) = 1/p > 0, da cui segue che tra
X e Z c’e dipendenza positiva. Per scrivere ’equzione dlla retta di regressione di Z rispetto
a X, occorre calcolare Var(X): ricordando che E(X) =0, si ha

+oo
Var(X Zx px(z) = QZmeX(x)
=1

dove abbiamo usato il fatto che z + 2%px(x) & pari. Ora, detta T la v.a. istante di primo
successo in prove bernoulliane con prob. successo = p, si ha

*Ricordiamo che g(z) & pari se g(x) = g(—z).
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+oo
1— 92—
2 g *px(z) = B(T?) = Var(T) + E*(T) = by = = P
=1

Dunque, nel piano (z, z) la retta di regressione ha equazione

2= 4
2—p

d) E(X[Z = —1) = > apx|z(z| — 1), essendo px|z(z| — 1) = pxz(z, ~1)/pz(-1) =
2vaz(l’,—1). Ora,

pxz@x, 1) =|P(X=2,Z=-1)=
P(X =z) =px(x) sex=-1,-2,-3,...

0 altrimenti

Quindi,
+oo

EX|Z=-1)= Y ap(l—p) " ==> kp(1—p)* ' =-E(T) = -
= k=1

dove T denota la v.a. istante di primo successo come sopra.

Esercizio 12. a) Poiché Xj,..., X sono indipendenti, segue che anche le tre v.a. Y, Z, W
sono indipendenti. Quindi,

Cov(T,U)=Cov(Y +Z,Z+ W) =Cov(Y, Z) + Cov(Y,W) + Cov(Z, Z) + Cov(Z, W) =
=0+ 0+ Var(Z) + 0 = Var(X3 + X4) = Var(X3) + Var(Xy) = 2p(1 — p),

b) E(T) = E(X; + -+ Xy) = E(X1) + --- + E(Xy4) = 4p. Inoltre, poiché le X; sono
indipendenti, Var(T') = Var(X; +--- 4+ X4) = Var(Xy) + - - - + Var(Xy) = 4p(1 — p).
c)Siha: E2T+1)=2E(T)+1=8p+1e Var(2T' + 1) = Var(2T) = 4Var(T') = 16p(1 — p).

d) Si ha: Cov(2T + 1,3U) = 6Cov(T,U) + 3Cov(1,U) = 4p(1 — p) perché si ha sempre
Cov(c, X) = 0 quando ¢ & costante (e X & qui una v.a. qualsiasi).
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