TUTORATO X
PROBABILITA E STATISTICA
A.A. 2015/2016

Argomenti: catene di Markov: classificazione degli stati; distribuzioni
stazionarie; catene regolari.

Esercizio 1. Un giocatore, A, riceve da un altro giocatore, B, 1 euro con probabilita p e
cede a B un euro con probabilita ¢, con p,q > 0 e p4 ¢ = 1. Vengono effettuate delle partite
consecutive. Un modello ragionevole per questo gioco & il seguente.

Indichiamo con {Z }i>1 la successione tale che Zj da il guadagno o la perdita di A al tempo
k (cioe alla k-esima giocata). Ovviamente P(Z, = 1) = p = 1 — P(Z; = —1), per ogni k.
Assumiamo la seguente (ragionevole) ipotesi: Zi, Zs,... sono v.a. indipendenti. Il capitale
del giocatore A al tempo n si pud quindi rappresentare tramite una v.a. Y, definita da:

Yo=aepern>1,Y,=a+> ;| Z.

a) Dimostrare che {Y,},, ¢ una catena di Markov e scrivere la matrice di transizione. La
catena e irriducibile?

b) Supponiamo che A e B abbiano a disposizione un capitale iniziale che vale, rispettiva-
mente, a e b, e che il gioco si fermi quando almeno uno dei due giocatori perde tutto
il capitale. Mostrare che, con questa regola, il gioco si puo descrivere con una catena
di Markov {X,}, costruita a partire da {Y,,}, imponendo che due stati (dire quali!)
diventino assorbenti.

Esercizio 2. Sia (X)), una catena di Markov su F, con E finito. Sia C C E una classe
irriducibile. Mostrare che ogni stato ¢ di C' & ricorrente.

[Oss.: potrebbe essere utile ricordare il criterio per gli stati transitori: in una catena di Markov a stati
finiti uno stato i & transitorio se e solo se esiste uno stato j tale che i ~> j ma j~b1i.]

Esercizio 3. Sia P una matrice stocastica 6 x 6 del tipo (x=numero > 0)

0O x 0 0 0O
* x 0 0 0 O
00 x 0 % O
0 « 0 % 0 =
0 0 «x 00O
0 0 0 0 0 =

a) In riferimento alla catena di Markov che ha P come matrice di transizione, trovare tutte
le classi irriducibili, gli stati assorbenti e gli stati transitori.

b) Cosa cambia se nella posizione (5,6) si sostituisce lo 0 con *? E se si aggiungesse un
ulteriore * nella posizione (1,4)?

Esercizio 4. Sia (X,,), una catena di Markov su F, con funzione di transizione P. Se C C E
& una classe chiusa (non vuota), definiamo P la restrizione di P su C:

PY = (P)ijec, PS=P; i,jeC.



a) Mostrare PC & una funzione di transizione su C' e che quindi & possibile costruire una
“sottocatena” di quella data con spazio degli stati C'.

Per i prossimi punti, supponiamo che F sia finito.

b) Mostrare che esiste almeno una distribuzione invariante v per la sottocatena di matrice
di transizione P e che questa identifica una distribuzione invariante 7€ per tutta la
“=yseicCent =0sei¢ C (e quindi, 7¢ da

catena tramite I'uguaglianza m;

“massa totale” agli stati di C').

¢) Supponiamo che esistano due classi chiuse C; e Cy disgiunte. Siano 7€ e 7€ le
distribuzioni invarianti come nel punto b). Mostrare che una qualsiasi combinazione
lineare convessa di 7€ e 7€ & ancora una distribuzione invariante. Dedurre che in tal
caso esistono infinite distribuzioni invarianti.

d) Dedurre che se esiste una sola distribuzione invariante allora esiste un’unica classe
irriducibile.

[Oss: dati due punti @,y di uno spazio vettoriale, una combinazione lineare convessa di x e y & un
punto del tipo az + (1 — @)y, dove a € [0,1]. ]

Esercizio 5. Consideriamo una catena di Markov su E = {1,2,3,4} con probabilita di
transizione date da:

e sei=23,4allorap,; =1—p, pii—1=0p,dove 0 <p <1

e dallo stato ¢ = 1 la catena si sposta in uno degli stati ¢ = 2, 3,4 scelto con probabilita
uniforme.

a) Indicare quali sono gli stati transitori e quali i ricorrenti.
b) La catena ¢ irriducibile?

¢) Determinare tutte le probabilita invarianti della catena.

Esercizio 6. Un topolino vive in un ambiente formato da tre stanze, A, B, C' come nella
figura. Ad ogni iterazione egli si sposta dalla stanza in cui si trova in una delle altre stanze
scegliendo a caso una delle aperture.

a) Costruire una catena di Markov {X,,}, che descriva la dinamica del topolino.

b) Se inizialmente il topolino si trova nella stanza A qual & la probabilita che sia ancora
in A dopo due iterazioni? E dopo tre?



c) Al tempo iniziale, il topolino si trova nella stanza A, B oppure C con probabilita,
rispettivamente, w4, mp oppure m¢c, con w4 + 7 + 7o = 1. E possibile trovare w4, g
e mo affinché in ogni istante continui a trovarsi nella stanza A, B e C' con probabilita
ancora 74, T € w¢ rispettivamente? In caso affermativo, calcolare tali probabilita.

Esercizio 7. Dati u; > 0,i€ E={1,2,3,4} e Z?:l Wi = 1, si consideri la matrice

M1 2 p3 0 p4
1 0 0 O
P= 0 1 0 O
0O 0 1 O

Sia v una distribuzione su E e (X,), la CM con matrice di transizione a P e legge iniziale v.
a) Classificare gli stati della catena.
b) Calcolare lim,, pl(.;l), i,j € E.
c) Calcolare lim,,_, E((Xn — 2)2).

Esercizio 8. Un topolino si sposta sui vertici di un grafo come nella Figura.

1 4 5

7

2 3 6

Ad ogni istante, il topolino si sposta dal vertice in cui si trova ad uno di quelli adiacenti,
scelto ogni volta a caso e con probabilita uniforme.

a) Giustificare 'uso di una catena di Markov per modellizzare questa situazione e scrivere
la matrice di transizione.

b) Si tratta di una catena irriducibile? Regolare? Quali e quante sono le distribuzioni
stazionarie di questa catena?



SOLUZIONI

Esercizio 1. a) Lo spazio degli stati qui ¢ E = Z. Dobbiamo dimostrare che, per ogni n > 1
si ha
P(Yn+1 = ] | Yn = Z'aYanl = infla v 7Y1 = 2.1) = P(YnJrl :,7 ‘ Yn = Z)

per ogni scelta di ¢, j,41,...,i,—1 € Z. Osserviamo che

ZH=Y1—a,Z2=Ys—Y1,.... 2y =Yy Yo 1,Znt1 =Yn11 - Y

quindi
{Yl :ila}/é :Z.Zv"'aYn*l :inflaYn :Z} =
= {Zl =11 —a,Zy =13 — i1y, Zn-1 =ln-1—in-2,4n =1 — Z.nfl}-
Supponiamo allora che i1, ...,4,_1, siano tali che

i1 —a,iz — i1, in—1 — in—2,% — ip—1 € {—1,+1},

altrimenti non c¢’¢ nulla da dimostrare.
Si ha:
]P)(Yn—H :] ’ Yn - 7;7Yn—1 - Z‘n—lw--:le - Zl) -
= P(Yn—l—l :,7 ‘ Zn =1i-— Z.n—lazn—l =ip-1— in—27 = 'aZI =11 — a)

o IED(}/nJrl =Jydn=1—In-1,Zn-1=1In-1—In-2,...,41 =11 — a)

P(Zp =i —in-1,2Zpn-1=tn-1—lin-2,...,41 =141 —a)
o IED(Zn+1 =] —42Zn=1—1n-1,%n-1=ln-1—ln-2,---,41 =11 — a’)

P(Zy =1—in-1,Zn1=ln1—ln-2,...,241 =11 —a)
Ma le Zj, sono indipendenti, quindi
IP)(Yn+1 :] | Y, = Z'a}/nfl :Z.nfla“'a}/l :Z.l) =
_ P(Zn+1 = j — Z)P(Zn =17 — in_l)]P)(Zn_l = in—l — in_g) cee P(Zl = il — a)
P(Zn =7 — in_l)]P’(Zn_l = in—l — in_Q) cee ]P)(Zl = il — a)

Poi,
. . P(YnJrl =7,Yn = 2) P(ZnJrl =J]—14,Y, = Z)
PY,o1=7|Y,=1)= = .
i1 =3 ¥n =14) P(Y, = i) P(Y, = i)
Ora, Y, ¢ funzione di Zy, ..., Z,, dunque ¢ indipendente da Z, ;. Possiamo allora scrivere

P(Zny1 =j —)P(Yn =)
P(Y, =1)

P(Xpny1=7|Yn=1)= =P(Znt1 =7 —1).
La proprieta di Markov ¢ dunque verificata. Inoltre, abbiamo appena visto che la funzione
di transizione & P = (p;;)i jcz dove

P sej=1+1
Dij = 1—p sej=1—-1
0 altrimenti.



Osserviamo che per ogni i, j € Z si ha i ~ j. Infatti, se j > i basta fare j — i passi a destra;
se j < i basta fare ¢ — j passi a sinistra; se j = ¢ basta osservare che i ~ ¢ + 1 ~~ 4, e quindi
i ~» 1. Dunque, tutti gli stati comunicano tra di loro, cioe la catena e irriducibile.

b) Se il gioco si ferma quando uno dei due perde tutto, basta imporre le condizioni pgy = 1 e
Pa+tbat+b = 1. Quindi, lo spazio degli stati qui e {0,1,...,a + b} (in tutti gli altri non si puo
arrivare!) e la matrice di transizione di {X,},, €

1 sei=j7=0oppurei=j=a-+b
se0<j=14+1<a+b

1—p se0<j=1—1<a+bd

0 altrimenti

Esercizio 2. Siai € C'e j € E. Se j ¢ C allora i~t j perché C ¢ una classe chiusa. Se invece
j € C allorai~ jej~iperché C e irriducibile. Quindi, non esiste alcun j tale che i ~~ j
e j~f1. Per il criterio sugli stati transitori per le CM a stati finiti, ¢ non ¢ transitorio, quindi
¢ ricorrente.

Esercizio 3. a) Evidentemente 6 ¢ uno stato assorbente. Poi, 1 ~» 2 ~~ 1 e 1,2+, j per ogni
Jj # 1,2, quindi {1,2} & una classe irriducibile. Analogamente, 3 ~» 5 ~~ 3 e 3,5~ j per ogni
Jj # 3,5, quindi anche {3,5} & una classe irriducibile. Infine, 4 ~ 6 e 6~44, quindi 4 & uno
stato transitorio.

b) Se si aggiunge un * nella posizione (5,6), ovviamente non succede nulla a {1,2} e {6},
che rimangono irriducibili. Ora perd 3 ~» 6, 5 ~» 6 ma 6~/ 3, 6~£5, quindi gli stati transitori
sono ora 3,4, 5.

Se si aggiunge un ulteriore * nella posizione (1,4), si ha 1,2 ~» 4 ~» 6, quindi 1,2 ~~ 6.
Ma 6~£1,2, quindi anche 1 e 2 sono transitori. Quindi, in questo caso tutti gli stati sono
transitori eccetto lo stato 6, che e ricorrente e anzi assorbente.

Esercizio 4. a) Basta mostrare che P¢ ¢ a valori > 0 e che la somma sulle righe & 1. Infatti,
Pg = P;; > 0, per ogni i,j € C. Inoltre, fissato i € C, si ha

DPT=2 Pi=) Pi=) Py=1-) Py

jeC jeC JEE j¢C j¢C

Essendo C' chiusa, se i € C allora P;j; = 0 per ogni j ¢ C (infatti, se per qualche j ¢ C si
avesse P;; > 0 allora i ~> j, il che non & vero perché C' & chiusa). Ma allora ) jec Pij =1,e
quindi P¢ determina effettivamente una funzione di transizione su C.

D’ora in poi supporremo FE finito.

b) Consideriamo la “sottocatena” costituta dagli stati di C: abbiamo visto che ¢ ben posta e
che ha matrice di transizione P°. Essendo #C < oo, per il teorema di Markov Kakutani esiste
almeno una distribuzione invariante, che chiamiamo v. Definiamo ora 7€ la distribuzione su
FE fatta cosi:

¢ =yseicCenl =0seic E\C.

7¢ & una distribuzione su E: 7TZ-C > 0 per ogni i e

Zﬂ?:ZW?:Zw:L

S 1eC ieC

i



Mostriamo che ¢ invariante: per ogni ¢ € FE, si ha

(7“P)i=> 7 Pui=> 7 Pei=>_ viP

keE keC keC

Ora, se i € C allora Py; = P,g e quindi

(WCP)Z' = Z I/kPkC; =V; = TI'iC
keC

perché v ¢ una distribuzione invariante su C. Se invece i ¢ C allora Py; = 0, altrimenti si
avrebbe k ~~ i con k € C e i ¢ C, il che non & possibile (C' ¢ chiusa). Dunque,

(FCP)Z' = Zykpkz =0= 7T7;C.
keC

Dunque, 7¢ ¢ effettivamente una distribuzione invariante.

c) Per a € [0,1], poniamo 7 = ar® + (1 — a)n®. Allora, per ogni i € E si ha m; =
omic T4 (1- a)wic 2 > 0 perché tutti i fattori che costituiscono gli addendi sono non negativi.
Inoltre,

Sri= Y r + () =a T+ -0 T =a 1 a=1

ick ick ick ick
—— ——
=1 =1

(Nota: dalle due relazioni precedenti, troviamo facilmente che una combinazione lineare di due
distribuzioni ¢ ancora una distribuzione se e solo se ¢ una combinazione lineare convessal!).
Dunque 7 € una distribuzione su E. Mostriamo che e invariante:

TP = (omc1 +(1- OC)TFCQ)P =ar®'P + (1-— Q)WCQP =ar® + (1-— 04)7TC2 = .

Quindi, esistono infinite distribuzioni invarianti.

d) Se esistessero due classi irriducibili, esisterebbero due classi chiuse disgiunte e dal punto
precedente si potrebbero costruire infinite distribuzioni invarianti, e cio e assurdo.

Esercizio 5. La matrice di transizione associata alla catena ¢ data da:

1 1 1
0 3 3 3
p 1—p 0 0
0 p 1—p 0
0 0 P 1—p

a) Osserviamo che tutti gli stati comunicano tra di loro, dunque non ci sono stati transitori.
Infatti, preso ¢ = 1 allora 1 ~~ j per ogni j # 1 in un solo passo e 1 ~ 1 perché, ad esempio,
1~2e2~ 1. Seinvece i # 1, allora i ~> 1 perché i ~» i — 1~ --- ~> 1, e quindi ¢ ~> j per
ogni j perché abbiamo gia visto che 1 ~ j.

b) Per quello che abbiamo detto in a), tutti gli stati comunicano tra loro, quindi la catena &
irriducibile.

il



c) Per il teorema di Markov-Kakutani, esiste almeno una distribuzione invariante. Studiamo
quindi le soluzioni (intese come vettori riga) 7 € R* del sistema 7P = 7 tali che 7; > 0 per
ogni ¢ em +---+ my = 1. Il sistema si puo scrivere come segue:

b2 = M1
37 + (1 —p)ma + pr3 = mo
371+ (1 — p)ms + pry = 3

%Wl + (1 —p)ﬂ'4 = Try4.

L’insieme delle soluzioni ¢

1 2 1
T2 = —T1, T3= 5T, T4= T
3p 3p
Perché la soluzione sia una distribuzione di probabilita dev’essere necessariamente 7 > 0 e
1 = w1 + w9 + w3 + m4. Sostituendo, si ottiene facilmente che m = ﬁ. Dunque, per questa
catena esiste una sola distribuzione invariante data da
D 1 2 1
M=5— MT=57—, T3= 7, T4=

2+p 2+p 32+p) 1 32+p)

Esercizio 6. a) Costruiamo una CM che dia, ad ogni istante n, la stanza in cui si trova
il topolino. GIli stati della catena rappresentano ovviamente le stanze in cui puo trovarsi il
topolino. Etichettiamo quindi le stanze come segue: stanza A = stato 1, stanza B = stato
2, stanza C' = stato 3.

Sia { X, }r, il processo tale che X,, da la stanza in cui si trova il topolino al tempo n. Cerchiamo
pij = P(Xnt1 = j | Xp =)

e ¢ = 1: all’istante successivo puo andare in 2 o in 3; ha a disposizione tre uscite, una
porta in 2 e due portano in 3, quindi

1 2

:0’ :77 :77
p11 P12 3 P13 3

e ¢ = 2: all’istante successivo puo andare in 1 o in 3; ha a disposizione due uscite, una
porta in 1 e una porta in 3, quindi

p21—27 P22 = U, p23—2,

e | = 3: all’istante successivo puo andare in 1 o in 2; ha a disposizione tre uscite, due
portano in 1 e una porta in 3, quindi

1
P32 =73, P33 = 0.

La matrice di transizione e quindi data da

P:

W= O
W= O wl=
O =Wl



b) Se il topolino inizialmente si trova nella stanza A significa che la distribuzione iniziale &
v =(1,0,0). Si trovera nuovamente in A dopo n iterazioni con probabilita

P(X, =1) =Y vply) = (vP"),.

Qui, siamo interessati a n = 2 e n = 3. Abbiamo

o2 1 2 7 14
18 9 6 9 27 27
2 _ 11 1 3 _ T2 7
P = 3 3 3 e PP=1 1% § 1s
12 11 14 7 2
6 0 18 27 27 9
Otteniamo quindi
11 2
]P(XQ = 1) = — € ]P(Xg = 1) = —.

18 9
c¢) Indichiamo con v la distribuzione iniziale: v; = w4, v = 7p, v3 = m¢. Chiede v tale che
P(X, =1) =v; per ogni i = 1,2,3. Poiché si ha P(X,, =1i) = (vP");, chiede v tale che

vP" = v per ogni n.

In particolare, vP = v, e quindi vP" = vPP" ! = yP""! = ... = v, Quindi, chiede v tale
che vP = v, ovvero si chiede una distribuzione stazionaria.

Poiché la catena ¢ a stati finiti, esiste almeno una distribuzione stazionaria. Calcoliamo
quindi tutte le soluzioni del sistema vP = v che siano anche distribuzioni di probabilita. Si
ha: vP = v se e solo se v = (11, v9,13) € soluzione del sistema

%1/2 + %Vg =1
%Vl + %Vg =1
%Vl + %VQ =3
0 equivalentemente
6V1 - 31/2 - 4V3 =0
v — 3o +1v3=0
41 + 39 — 6v3 = 0.
Sommando la prima e la terza equazione si trova v1 = v3 = «; sostituendo nella prima si

ottiene vy = %oz. Imponendo la condizione che sia una legge di probabilita, otteniamo o > 0
ea+ %a 4+ «a =1, la cui soluzione ¢ o = % Dunque,

3 1 3

Esercizio 7. a) Tutti gli stati comunicano tra di loro, quindi la catena ¢ irriducibile. Ed
essendo p11 = p1 > 0, ¢ anche regolare.

. . . . . . . . n o« . .
b) Per il teorema di Markov, il limite esiste e si ha lim, pgj) = m; per ogni ¢,j € K, dove
7 e la distribuzione stazionaria. Per calcolarla consideriamo il sistema 7P = m, cioe

H1m + T = T
UoT + T3 = T
p3mT + Ty = T3

M4 = T4



Otteniamo
Ty = pamy, 73 = (3 + pa)m, w2 = (p2 + p3 + pa)m

em = (pu1+po+ ps+pa)m = w1, il che € ovvio. Ora, imponendo la condizione che dev’essere
una distribuzione, otteniamo

1= 7T1(1 + o + 2us —|—3,u4).

Quindi,
_ 1 M2t p3t pg
™ = ) T = ;
1+ po + 2u3 + 3pa 1+ po + 2u3 + 3pa
- M3 + pg Hg

g 5 Ty, = .
Ut pio+ 203+ 3ua’ L+ iz + 203 + 3

c) Osserviamo che, per ogni funzione f,

4 4
E(f(Xn) =Y fOPXn=4) = f()D> P(Xn=j|Xo=0iP(Xo=1)
=1 =1 =1
j4 4 J4 4
=S =S w Y fpl
7j=1 =1 =1 7j=1

e quindi

cioe, indipendentemente dalla distribuzione iniziale, lim, oo E(f(Xy)) ¢ la media di f(X)
dove X ha legge uguale alla distribuzione stazionaria. Qui, f(z) = (z — 2)? e quindi

. 94 4po + dus + dug
lim E((X,, —2)%)) = 97 + 4wy + 73 = .
Jim B((Xn —2)%)) = 971 + 4mz + 75 1+ g + 23 + 314

Esercizio 8. a) L’uso di una catena di Markov si giustifica con il fatto che, ad ogni iterazione,
lo stato su cui spostarsi viene scelto in maniera indipendente dal comportamento della catena
agli istanti precedenti. Si tratta quindi di una passeggiata aleatoria sul grafo della figura, e
la matrice di transizione e

e

Il
N O U W N
O O oW ONIFO =
O O O Ow= ONI= N
QW Owr Ok O W
S On= O wi— ONl= i
QW oOwrOoO O O Ot
— ONFEOW—RO O O
OwrroO © O O O

vi



b) La catena ¢ irriducibile, poiché il grafo ¢ connesso e tutti gli stati comunicano. Non &
regolare perché, con la numerazione prescelta, gli stati con numero pari sono adiacenti a stati
con numero dispari e quindi da uno stato pari si puo rientrare solo con un numero pari di
volte.

La distribuzione stazionaria e unica perché la catena e irriducibile. E sappiamo che e data
da m; = %, dove k; € il numero di spigoli che si dipartono dallo stato i e k = ), k;. Qui, ci
sono tre stati (1, 2 e 5) da cui si dipartono due spigoli, tre da cui se ne dipartono tre (3, 4
e 6) ed uno da cui se ne diparte uno solo. Sommando si trova k =2 x 3+ 3 x 3+ 1 = 16.
Dunque la probabilita stazionaria &

r=(112,3.1,8,1)

vil



