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Esercizio 1. Sia (X,Y) una v.a. in R? con densita continua

1 _
fX,Y(%Z/) = ﬁ(iﬂ - y)ne mﬂx>y>07

dove n € N e un parametro fissato.
a) Posto U = X e V = eX~Y calcolare la legge congiunta di (U, V).

b) Verificare che la v.a. V¢ & ben posta per ogni @ € R e determinare tutti i valori di
a € R affinché V¢ abbia media.

Esercizio 2. Per A > 0 e p € (0,1) fissati, siano X ~ Po(\), Y ~ Geomod(p) e X 1 Y.

a) Per a, 8 € R, scrivere la funzione caratteristica di Z = aX + Y.

b) Per n > 1 intero, scegliamo a = o, = %, A=Ay =n,p=0p, = e~n. Sia Zy la v.a.
definita nel punto a) con questa scelta dei parametri. Studiare la convergenza in legge
di {Z,}n>1 al variare di 8 € R.

¢) Come in b) ma con la scelta: a = a,, = %, A= \,=n,p=p,=¢€e "

Esercizio 3. Due campioni casuali {X;}i=1..n € {Yi}i=1,. » vengono estratti da due popo-

lazioni normali ed indipendenti, rispettivamente di media px e py e di varianza oc% = 6 e
2

oy = 3.

a) Supponiamo n = 100. Scrivere un intervallo di fiducia al 95% per pu = pux — py.

b) Calcolare n affinché

n

]P’(Z(Xi 1Y) > nlux + py) — 0.1n> < 0.85.
=1

Esercizio 4. Consideriamo una catena di Markov {X,, : n > 0} su E = {1,2,3,4}. La
sua dinamica ¢ la seguente: ad ogni passo la catena resta in un qualsiasi stato ¢ € E con
probabilita i/4; altrimenti compie una transizione in uno degli altri stati scelti a caso.

a) Classificare gli stati della catena.

b) Supponiamo che per qualche o € [0,1] si abbia P(Xg =1) =aeP(Xo=2)=1-a.
Dire per quale valore di a si ha P(X; =1) =1/5.

c) Calcolare la probabilita di passaggio per {2,3} partendo dallo stato 1.

d) Calcolare il tempo medio di passaggio per {4} partendo dallo stato 3.



SOLUZIONI

Esercizio 1. a) Usiamo il TCV: posto ¢ : R? — R x Ry, ¢(z,y) = (z,e*7Y), ¢ & un
diffeomorfismo e la sua inversa & ¢ : R x Ry — R2 (u,v) = (u,u — Inv). La matrice

jacobiana di v e
1 0
Dot = (1 5 )

e quindi det Dy (u,v) = —%. Allora,
1 1 _ 1
fov(u,v) = fxy(u,u— 11111)‘ - ;’ = E(lnv) e ﬂu>u—lnv>0m-
La relazione u > u —Ilnv >0dau>0e 0 <Ilnv <wu, cioe 1 <v < e Dunque,

1 (lno)"
n! v

fU,V(UuU) = e Nyl <pcen.

b) Calcoliamo dapprima la densita di V:

1 (Inv)™ _, 1 (Inwv)™ too
fv(v) :/fU,V(UaU)dU:/()e Lysol<p<endu = *( ) ]lv>1/ e du
R rR v n! v nov

1 (Inv)™
T2 et

Osserviamo che V' > 1 q.c. quindi V* & ben posta e, in particolare, ¢ positiva. Studiamone
la media:
1 [t

E(VY) = /Rvo‘fv(v)dv = . 022 (Inv)"dv.

Il cambio di variabile v = e* da
1 —+oo 1 —+00
E(VY) = / DT gn Ty = — gD gy
0

n! n! Jo

Dunque, se « —1 > 0, cioe a > 1, la funzione integranda non ¢ integrabile su (0, +00), quindi
E(V®) non esiste. Se invece a < 1, si ha

+o0
E(VY) = :L'/ 2”17y,
+Jo

Ora, nella funzione integranda riconosciamo (a meno della costante) la densita I'(n+1,1—a).
Quindi,

1 +00 (1 _ Oz)”'H 1

E(VY) = ~ AP COn D B el € B N

V%) = Gy /0 Tn+1) ‘ T A=yt

=1

Esercizio 2. a) Ricordiamo che se X ~ Po(\) allora ¢x(6) = M e ge Y~ Geomod(p)
peie

allora QDY(@) = W

Quindi, ricordando che X 1l Y ed usando le proprieta della f.c.,
eiaﬁ_l) pelﬁe

02(0) = ax+v(0) = pax(0)ppy (0) = px(af)ey (80) = X T= (1= p)cis0



b) Da a), si ha

1 .
) — =480
TL(E’L%—I) e n

1—(1—en)eibt

vz, (0) =e

Studiamo il limite per n — oo. Poiché, per z € C, e* — 1 = z + 0(z) quando z ~ 0, otteniamo
facilmente che

. _ 0 B0 _ i(1+B)0
Jim oz, (0) = e"e e ,

che ¢ la f.c. della v.a. (costante) 1+ 3, quindi Z,, — 1+ [ in legge, per ogni 8 € R.
c) Da a), si ha

) —n—+i36
o (8) = en@hn___ e { 0 sef#0

1— (1 — 6_”)eiﬂ‘9 ¢ nh—>nc}o ¥Zn (9) - ew se ﬁ =0.

Dunque, se 8 # 0, il limite delle funzioni caratteristiche non & una funzione caratteristica
(la f.c. deve sempre valere 1 in 0), da cui segue che {Z,}, non converge in legge. Se invece
B = 0, otteniamo al limite la f.c. della v.a. che vale identicamente 1, quindi Z,, — 1 in legge.

Esercizio 3. a) La differenza delle medie p = pux — py risulta la media di Z; = X; — Y,
quindi Z1, ..., Z199 € un campione lungo 100 per la stima di u. Osserviamo che, essendo le
X, indipendenti tra loro, le Y; idem ed essendo i due campioni indipendenti, otteniamo che
le Z; sono indipendenti ed inoltre (poiché X; Il Y;) Z; & normale, di media (incognita) u e
varianza Var(Z;) = Var(X;) + Var(Y;) = 9. Quindi, un IF esatto per p a livello richiesto ¢
dato dall’intervallo aleatorio I di estremi

_ 9 _
Z100 £ A/ —1.96 = Z190 £ O.
100+ 4/ 700 96 100 & 0.588,
dove ZlOO = ﬁ Zzlgi Zi.

b) Le v.a. X; +Y;,i=1,...,n, sono indipendenti e gaussiane di media px + py e varianza
0% + 0% =9. Quindi Y1 (X; +Y;) ~ N(n(ux + py),9n). Allora,

Y Yo (X +Y5) —n(ux + py) 0.1n
P (Xi+Y) >n(px +py)—01n) =P > —
(; px + py ) ( N \/971)

=P(Z > —% V)

e Z ~ N(0,1). Dunque, detta ® la f.r. della legge normale standard,

(300640 > s +) =0.1) =1 -0 = 5 va) = # (% vi)

Deve quindi essere

cioe



che da n < (31.2)2, da cui segue che n < 973.

Esercizio 4. Prima di tutto dobbiamo trovare la matrice di transizione P = (p;;); jer. Si

ha
[ /4 sei=j

p"j‘{<1—z’/4>/3 se i # j,
e quindi
1/4 1/4 1/4 1/4
1/6 1/2 1/6 1/6
1/12 1/12 3/4 1/12
0 0 0 1

P:

a) Lo stato 4 & ricorrente perché ¢ uno stato assorbente. Gli stati 1,2,3 sono transitori
perché, per ogni i € {1,2,3}, i comunica con 4 ma (ovviamente) 4 non comunica con 1.

b) Si deve considerare la seguente relazione matriciale

1/4 1/4 1/4 1/4
/6 1/2 1/6 1/6 |

1/12 1/12 3/4 1/12 = (p1,p2,P3,P4),
o 0 0 1

(o, 1 —@,0,0)

dove p; = P(X; = i) per ogni i € E. Allora, se imponiamo la condizione p; = 1/5, si deve
avere
a 1—a 1

6 5

1 1 1 1 « 1 12
al-—-z)==--2, = =—, a=—.
4 6 5 612 30 30

c¢) Consideriamo le probabilita di passaggio {\; : i € D¢} per C = {2, 3}, dove D¢ & l'insieme

degli stati non appartenenti a C' e che comunicano con C. Quindi si ha Do = {1} e si deve
considerare la seguente equazione

da cui segue

1 1 1
AL = AMM=—-+-4+-A
1 = P12 + P13 + P11 4+4+41
da cui segue
3 2 2
A=, A=
AMT M T g
Si osservi che, per costruzione, si deve avere
o0
-\ = Z(pn)npm
n=0

il valore ottenuto ¢ in accordo con tale uguaglianza perché si ha

Z(pn)npm = 22(1/4)7”r1 =7 1/;1/4 = %

i



d) Sia 7 = inf{n > 0: X,, = 4} e poniamo pu; = E[7|Xo = i] per i € {1,2,3}. Allora si deve
considerare il seguente sistema

p1 =14 pupn + prape + piaps = 1+ 5 + 5 + 5
2 =14 porjun + paopio + pasps = 1+ B + B2 + B2
ft3 = 1+ p31jin + psopa + pasps = 1+ 4 42 4 s

da cui segue
pr — p2 — pg =4
—p1 +3pz — 3 =6
—p1 — p2 + 3uz = 12.
Le soluzioni sono:
13 17
m= p2 =1, =

In conclusione il valor medio richiesto e us = g

iv



