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1 Soluzioni - I Esonero a.a. 2008/2009

Esercizio 1. a) Si ha

Q) =E@2X)=2--=1

N

quindi Q € una misura di probabilita.

b) Ovviamente (visto a lezione), Q < P e ‘;% = 2 X. Viceversa, preso A € % tale che
Q(A) = 0 allora E(2X14) = 0. Ma 2X14 > 0 P-q.c., quindi dev’essere 2X14 = 0 P-q.c.
Essendo P(X = 0) = 0, dev’essere necessariamente 14 = 0 P-q.c., cioe P(A) = 0. Quindi,
P <« Q ed allora % = 21X'

c) Ricordando che Y € LP(Q2,.#,Q) se e solo se Y% € LP(Q,.7,P) e in tal caso,
EQ([Y|P) = EF(JY P 92), si ha:

d +oo +oo
EQ(|eX|P) = EF (er£> = / P2 - 2 dy = 4/ 2e” PP g < 00 sse p < 2.
0 0

Quindi, Y € LP(Q,.7,Q) per p < 2 e altrimenti, Y ¢ LP(Q, .%#,Q).
d) Presa Z indipendente da X, si ha, per I' € B(R),

Q(Z €T) =E%(1zer) = E¥(1zer - 2X) = E¥(1zer) - EF(2X) = E¥ (1zer) = P(Z €T)
perché 1z.r e X sono indipendenti sotto P, da cui la tesi.

Esercizio 2. a) u, & una combinazione lineare convessa a coefficienti non negativi di tre
misure di probabilita, quindi ¢ una misura di probabilita. Ora, supponiamo che {y}n
sia tight, cioe per ogni € > 0 esistono un indice ng ed un numero positivo L > 1 tali che
infy,>n, pin([—L, L]) > 1 — €. Poiché

pn([=L, L)) = ppdpny([=L, L]) + @n671y ([—L, L]) + (1 — pn — @n)010y ([ L. L])
per ogni n > ng V L si ha
l—e<gu+t(l=pPa—q)=1-pu

cioe p, < € definitivamente, da cui p, — 0.
Viceversa, supponiamo p, — 0. Allora, per ogni € > 0 esiste ng > 1 tale che per n > ng,
si ha p, < e. Preso allora L =ng — 1, si ha

Mn([_L> L]) = pné{n}([—L, L]) + qn5{1}([—L, L]) + (1 —pn— QH)é{O}([_LvL])
=0+ tl-—pn—gn=1-py=21-¢

per ogni n > ng, da cui segue che {p, }, € tight.
b) Detta F), la funzione di distribuzione associata a fi,, si ha

n—oo

Fn(x) = pnlngcc + inlgz + (1 — Pn — Qn)logz — 10§:c'



Quindi, se F(x) denota la f.d. di X =0 q.c.,

F,(x) — F(x) per ogni z # 0, cioe per ogni z t.c. AF(x) =0
(osserviamo che per avere questa convergenza basta che p, — 0 e g, — 0). Ma allora,
X, — 0in legge, quindi in probabilita. Ovviamente, il limite in LP e/o q.c., se esiste, non
puo che essere X =0 q.c.
Vediamo la convergenza in LP. Si ha

E(|XnP)=n" pn+1-¢,+0= nP~4 4 n2

che converge a zero sse p < 4. Quindi X,, — 0 in LP per p < 4. Per la convergenza q.c.,
studiamo, per ¢ > 0, la serie ), P(|X,,| > €). Si ha

P(|Xn| > €) = pnluse + gnlise + (1 = pn — qn)lo>e
quindi per ogni n grande abbastanza, si ha
P(| X, > ¢) < pp + ¢n.
Poiché > (pn + gn) < 00, possiamo concludere che X,, — 0 q.c.

Esercizio 3. a) Ricordando che X7, ... sono i.i.d. e di Cauchy, si ha
05.(0) = [ [ 2.(0) = e
k=1

quindi

1
§) = (4) _—l
@%sn( ) = ¥s, n e
il che prova che %S’n e una v.a. di Cauchy.

b) Usiamo il teorema di continuita di Lévy:

030 (0) = nas, (6) = s, (n%0) =™ "l — g,(0) per n — o0

dove
1lg—p sea<l1
ga(e) = e sea=1
1 sea>1

Quindi: per o < 1, {X,,},, non converge in legge!; per a = 1, X,, — X di Cauchy in legge;
per a > 1, X;, — 0 in legge.

1 . N . , N . .
La funzione 19— non puo essere la f.c. di una qualche v.a. perché non & continua in 0.



c) Se a = 3, senz’altro X,, — 0 in probabilita. La convergenza in LP non puo esserci per
nessun valore di p perché X,, = n~!- %Sn ¢ LP per ogni p > 1 (le v.a. di Cauchy non
hanno medial!). Studiamo ora la convergenza q.c. Fissato € > 0 abbastanza piccolo, si ha

+o0
5>:P<’%Sn 2):2/n2a de

Considerando il cambio di variabile y = 1/, si ottiene

/(%) 2 1 1
P(|X —9 o o gy< i
(1Xn] > ¢) /0 m(1+y?) dy < T n? O< )

1
P(|X,| >¢) = P(’n_Q : ESn >

Quindi, >, P(]X,| > ¢) < 0o ed allora X, — 0 q.c.

2 Soluzioni - IT Esonero a.a. 2008/2009

Esercizio 1. a) Sappiamo che se la o-algebra condizionante ¢ generata da una partizione
finita o al pilt numerabile di €2 allora la media condizionale & costante sugli elementi della
partizione:

EW1lc,)

EW|9)= Za,lc,conal— P(Ci)

el

dove si ponga, ad esempio, a; := 0 se P(C;) = 0. Per la verifica, si veda I'esercitazione di
riferimento.
Qui, Z puo assumere solo due valori, 0 e 1. Quindi, ¥ = {C1,Ca} dove

Ci={Z=1}={X+Y =0} e C2={Z2=0}={X+Y #0}
b) Presa W = X, si ha

E(X1c,) E(X1xiy—o)

P(C)  P(X 1Y =0) "

a1 =

perché X1x,y—o=0gq.c., e

E(X1e,)  E(X1xiy>1)
P(Cy) PX+Y >1)

g =
Ma, X1xiy>1 = X — Xlxiy—0 = X qc. eP(X+Y >1)=1-P(X+Y =0) =
1-P(X=0Y=0)=1-PX=0PY =0)=1-(1-p)%= ( p). Quindi,

EX)  p 1
p(2—p) p2-p 2-p




Infine, per simmetria dev’essere E(Y |¥) = E(X |¥), da cui segue che

1 1
EX|9)=EY|¥Y)=—1z0=—"1 .
(X19) =B(Y |9) = 5= 1500 = 5= Ly
Essendo uguali, E(X |¥¢) e E(Y |¢) non possono certo essere indipendenti.
c) Poniamo Wy = E(Xy |%:) = ﬁ 1z, —0. Essendo le Z;, = X, + Y} iid., le W}, sono
anch’esse i.i.d. Ora, la presenza di \/n suggerisce (o quantomeno dovrebbe suggerire) il
TLC. Calcoliamo media e varianza di Wy:

E(Wy) = E(E(Xy |9:)) = E(X) =p =:

1 1 p
EWZ) =E(-—51z20) = =———5p(2—p) = -——
quindi Var(Wy) = % —pt =02
Ora,
R~ n(Wi —

LS E(X |%) — vap = o =tV )

\/ﬁkzl no?
e il TLC da

\/15 ZE(Xk |%,) — Vnp —5 N(0,0?)
k=1

Esercizio 2. a) Poiché X, — X,,_1 =Y, fn(Xo,...,X,), si ha

n
Xl < [ Xo| + X0 — Xol = Yol + | 3 Yasfu(Xo,.... X4
k=1

< Yol + > Vil fa(Xo,. . Xi) < Yol + > [Val Lk
k=1 k=1

dove Ly, & t.c. (0 <)fr(z) < Ly, per ogni z € R¥. Essendo Yy, ...,Y, integrabili, ne segue
che X, ¢ integrabile, per ogni n. Poi, Xg = Y & ovviamente .%#y-misurabile. Supponiamo
quindi che X, sia .%,-misurabile e proviamo che X, & .%,i-misurabile: X, & funzione
(misurabile) di Xy,..., X, edi Y,4+1. Essendo tali v.a. tutte .%,1-misurabili, la tesi segue
immediatamente. Infine,

E(Xni1 | F0) =E(Xo + Yosy fant(Xo,. o Xa) | F)
~—~— ——
Fn-mis indip. da Fp Fp-mis

=X, + E(Yn+1)fn(X07 ceey Xn) =X, + ,ufn(X07 cee 7Xn)

dove p = E(Y,,). Ricordando che f, > 0, otteniamo:

o 1 >0: {X,}, & Z,-submartingala;



e 1 =0: {X,}, ¢ Z,-martingala;
o 1 <0: {X,}, ¢ F,-supermartingala.
b) Si ha, per n > 1,

{r=n}={Yy=0,...,Y,_1 =0,Y, #0}
= {Yo=0}() [ {Yo1 =0} [ {Vn # 0} € Z

€ Fo C Fn € Fn—1 C Fn € Fn
dunque 7 € un t.a. E g.c. finito perché
P(t =00) = lim P(t > N) = lim P(Yp=0,...,Yny =0)
N—oo N—o00

= lim P(Yp =0V = lim (1 -2p)V ™ =o0.
N—o0

N—o00

c) Si ha

n
XT/\n = XT/\n]-TSn + XT/\n]-T>n = XT]-TSn + Xn17'>n = Zxklrzk + Xn17'>n

k=1
Ma,su{r=k}siha0=Yy=-- =Y, 1e Y, #0, quindi0=Xpg=---=Xy_1 e Xy =
Yife(0,...,0). Invece, su {r >n}sihaYy=---=Y, =0, quindi 0 = Xy = --- = X,,.

Dunque

n
X‘r/\n = Zykfk’(oa s 70)1T=l€
k=1

Passando ai moduli, ricordando che |Y;| < 1 q.c. e fx(0) < 1/k? q.c. si ha

n

n )

E : 1 1

[ Xran| < ‘Yk|fk(0)1'r:k < g 72 < E 2 =M
k=1 k=1 k=1

Osserviamo che qui p = 0, quindi X,, ¢ una martingala. Per il teorema d’arresto di Doob,
si ha

E(Xran) = E(Xp) = 0.
Ma, X, nn — X, q.c. per n — oo perché 7 ¢ q.c. finito e abbiamo visto che X, €
uniformemente q.c. limitata. Allora, per BDD si ha

E(X,) = lim E(Xrnn) = 0.

n—oo

Esercizio 3. a) Sia A € .%, tale che P,,(A) = 0. Allora A € % e P(A) = P,(A) = 0,
quindi Q(A) = 0. Essendo Q(A) = Q,(A), segue la tesi.

b) Indicheremo con E, EF~» EQ, EQ» I’aspettazione rispettivamente sotto P, P,,, Q, Q,,.



Fissaton e A € %#,, si ha

E(X,14) =EP"(X,14) [perché (Q,.%,,P)=(Q,.%,Pn) e X,14 & Fp-mis. e int.]

[
=Qn(A) [perché X, = le(%: e A€ Fy)
=Q(A) [perché (22, %#,,Q) = (2, %,,Q,) e A € %]
=E(X14) [perché X = 92]

da cui segue che X,, = E(X |.%,). Inoltre, un processo di questo tipo € sempre una
martingala: poiché %, C .%,.1, per la proprieta “della torre”, si ha

E(Xnt1|-Fn) = E(E(X | Zpp1) | Fn) =E(X | Fn) = Xan
Infine, X,, > 0 perché & una densita. Quindi
||Xn||L1(JP’) = E(Xn) = Epn(Xn) = Qn(Q) =1

cioé {X,}n ¢ limitata il L'. Tl teorema di convergenza di Doob garantisce 'esistenza di
una v.a. Z integrabile (sotto P) e .#-misurabile tale che X,, = E(X |.%,) = Z q.c.

3 Soluzioni - Scritto, I Appello I Sessione a.a. 2008/2009

Esercizio 1. a) Osserviamo che g(z) = \/%e_iﬁ e la densita di una N(0,2) e che

P(X € A)=P(A) = /Ag(x)da:

dunque, X ~ N(0,2). Poi, essendo Q(A) = E(eX~11,4), si ha
Q) =E(e¥ ) =2 =1
perché E(e*?) = e\*/2 se Z ~ N(0,1).
b) Prendiamo Y7, Y> indipendenti tra loro e con X. Allora, per ogni boreliano A; e Ag,

@(Yl € A17Y2 € A2) = EQ(1Y1€A1,Y2€A2) = E(1Y1€A1,Y2€A26X_1)
= E(1Y1€A1,Y2€A2)E(€Xil) = E(]-YlEAl 1Y2€A2)
=E(1yviea,)E(ly,ea,) = P(Y1 € 41)P(Y2 € Ag)

Prendendo poi A; = R, otteniamo

QY1 €4)=QY1 € A1,Y, e R) =P(Y; € 4))P(Y2 e R) =P(Y; € 4y)



e analogamente troviamo

Q(}/Q c Ag) = P(YQ c Ag)

Dunque, sotto Q si ha: 1) la legge congiunta ¢ la misura prodotto delle leggi marginali,
quindi Y7 e Y5 rimangono indipendenti; 2) la legge congiunta ¢ uguale a quella sotto P.

c) Per quanto appena visto, {Yj }x rimangono i.i.d. anche sotto Q e ancora di media nulla
e varianza o2. Se a = 1/2, possiamo applicare il TLC:

con v, =n'/?2"* 5 0e Z, - N(0, ¢2). Dunque, dovrebbe essere W, 5 0. Infatti,

1 o 1 «
EQ(\WnP) = IE(|VVn|2) = fyiVar(% ;Yk) = %215 ;Vﬁr(yk) = %302 —0, n—o0

Dunque, W, — 0 in L*(Q,.%#,Q) e quindi W,, — 0.

Esercizio 2. Studiamo la funzione caratteristica ¢,:

0 ;6
pn(0) = ‘Pn—gpo(nz’)(@) = PPo(n?) (ﬁ) = exp (nQ(e nZ — 1))

Ora,
i% L 6Nk 0 L/ 0Nk 0 1
e —1=3 g(im) =im X glin) =im+e(s)
k>1 k>2
Quindi
on(0) = exp (i@ + 0(1)) ()}

Essendo ¢ continua nell’origine, ¢ (per il teorema di convergenza di Lévy) la funzione
caratteristica di una v.a. cui {#Xn}n converge debolmente. E facile vedere che ¢ ¢ la
funzione caratteristica della v.a. Z =1 q.c., quindi #Xn —5 1. Essendo il limite debole

costante q.c., la convergenza avviene anche in probabilita. Vediamo in L?. Osserviamo
che 1 = E(#Xn), quindi

1 2 1 1
E(‘EX,L - 1‘ ) - Var(EX,J = —Var(X,) = — =0
dunque la convergenza avviene anche in L?. Infine, per € > 0,

Var(%Xn) 1
2

1
IP’(’—X —1‘ >< _
n2" " ~€)= g2 e2n?

8



e quindi ), P(‘ #Xn - 1’ > 6) < o0. Ma allora, usando BC1, possiamo concludere che la
convergenza a 1 € anche q.c.

Esercizio 3. a) Per ogni n, X,, ¢ integrabile (perché prodotto di v.a. indipendenti ed
integrabili) e .%,,-misurabile (perché prodotto di v.a. .%,-misurabili). Poi,
E(Xn+1 ‘ 9’”) - E( Xn ( Yoy +1 ) ’yn) = XnE(Yn+1 + 1) = Xn
~ — —_——
Fp-mis.  indip. da % =1
quindi {X,,}, & una .%,-martingala.

b) Fissato n,

{T:n}:{yb#_la'--aynfl#—1,Yn:—1}
:{YO#—l}m...ﬂ{Yn_l 7&-1}ﬂ{y =1} e %,

Eyocyn eynflcyn Ec?n
e quindi 7 & un %, -tempo d’arresto. Inoltre,

IP)(T>N):P(Y();é—1,...,YN_17'£—1,YN7£—1)
N+1 3NN+, o
< ) — 0

= (Poo£-1) =

4

dunque ¢ q.c. finito. Ora, g.c. (perché quanto stiamo per scrivere vale sull’evento {7 < o))

si ha
9] 00
Xr = ZXT]-T:n = Z Xnlr=n
n=0 n=0

Ma, su {7 =n}, si ha¥,, = —1 e quindi X,, = X,,—1(Y, + 1) = 0, da cui segue che X, =0
q.c.

¢) 7 An e un tempo d’arresto limitato e X ¢ una martingala: per il teorema d’arresto di
Doob,

Il“--1:()(7'/\71) = E(XO) = E(Yb) =1

d) Poiché 7 & q.c. finito, quando n — oo si ha TAn — 7 q.c. e quindi X p, — X; =0 q.c.
Ma la convergenza non avviene in L!: se cosi fosse, si avrebbe E(X,r,) — E(X,) = 0, il
che ¢ falso perché E(X,,) = 1 per ogni n. Dunque, non converge neanche in L2.




4 Soluzioni - Scritto, IT Appello I Sessione a.a. 2008/2009

Esercizio 1. a) Basta ricordare che A € .Z seesolose A =J,.;, Ci,con o CI (Iy=10

da A =(). Quindi, per A € .F,

i€l

P(A) = Y P(Cy)

i€l

cioe, {P(C;)}ier da in modo univoco P su tutta la o-algebra .%.

b1l) Basta ricordare che X ¢, in particolare, .#-misurabile ed ¢ un risultato noto (cfr.
corso) che le v.a. misurabili rispetto ad una o-algebra generata da una partizione sono
costanti sugli elementi della partizione. Quindi,

X(w) = Z zilyec,.

i€l
b2) Si ha Q(A) = EF(X1,4). Preso A = C},
Q(C)) = E¥(X1¢;) = 2,;P(Cy)
Quindi, se P(C;) > 0,

e altrimenti, possiamo porre (ad esempio) x; = 0.

c) Viene da pensare che si possa usare il TLC. Infatti, osserviamo che
E(X) = EF(X) = Q@) =1
E(X?) =EF(X?) =E%(X) <

cioe le X, hanno tutte media 1 e varianza o2 finita. Dal TLC, si ha che V;, — V ~ N(0, 1)
in legge, dove

Allora,

n—oo

: 1 ¢ . 1
nlinéop(\/ﬁ;& > V) = lim P(aV, > 0) = P(V > 0) = .

Esercizio 2. a) Si ha

ox, (t) = E(e") = E(e"™ " 11, _oy) + E(e" " 115,_1})
=E(e""17,0)) + E(e™""" 1{z,213) = E(e")P(Z, = 0) + E(e""")P(Z, = 1)
e quindi

n n n
n — 1t pnn—l—it

ex,(t) = (1 —pn)

10



- n ) n 2it

_n—it+pn(n+z’t_n—it T Py

Allora
lim px, (1) =1

n—oo
che ¢ la f.c. della v.a. X =0 q.c. Dunque, X,, — 0 in legge e quindi (essendo il limite q.c.
costante) in probabilita.
b) Il candidato limite &, in ogni caso, X = 0 q.c. Osserviamo che |X,,| = Y,,, quindi basta
far vedere se Y, — 0 q.c. e/o in LP.
Preso € > 0,
P, >¢e)=e " = (e¢)"

Allora, > P(]X,| > ¢€) < oo e per BC1, X,, = 0 q.c.
Poi, V,, = nY,, ~ Exp(1), allora

1 IR

E(|Y,P) = E(—V,,{’) = / zPe™*dxr — 0 quando n — oo
np nP Jo
<00

da cui segue anche la convergenza in LP a 0, per ogni p.

Esercizio 3. a) X,, ¢ .%,,-misurabile (perché somma di v.a. .%,-misurabili) ed integrabile,
perché My 1, My, — M1 € L* e quindi My_{(M}, — M;_1) € L' (disuguaglianza di
Cauchy-Schwarz), per ogni k. Inoltre,

My, (My+1 — M,
B(Xi1] F) = B(X, 4 et M) 5 )

Ma X,, e M, sono Z,-misurabili, quindi

M,
E(Xn-‘rl | yn) =X, + 7 E(Mn-‘rl - M, | ﬁn) = Xn.

=0: M & Z,-mg

Infine, si ha
E (| My—1(My, — My—1)[?) = E(|My—1 | My — My,_1|?)
< (]E(|Mk_1|4))1/2 (B0 - Mk_ly‘l))l/2 < const - L
da cui segue che X,, € L2

b) Si noti che

Mn—l(Mn - Mn—l
n

1

)2
’)Sconsﬁ—Q
n

E((Xn - Xn—1)2) - E()

quindi ZnE((Xn — Xn_1)2) < 00, cioe X ¢ limitata in L?. Ma allora, X,, converge q.c. e

. . D . My, (M, — M,
in L2, dunque anche in L!, alla v.a. che si puo identificare con >, W

11



5 Soluzioni - I Esonero a.a. 2009/2010

Esercizio 1. a) Q ¢ una misura perché 0 < Z = % € LY(Q,#,P). Infatti, usando
Fubini,

+o0 2
Pro—f(X)=g(Y)y — —f(@)—g(y) = -y < - —
E" (e ) /R? e ~ e "lzsoye Y150y dedy < </o e d§) 1.

Q(Q) = EF(2) = B (e /) 790)

o , . . . s , . .
quindi perché Q sia una misura di probabilita dev’essere ¢ = ¢y, = ayay, dove, per h
boreliana e non negativa,

—1_/+°° hE) € g
a, = e e S dé.
0

b) Si ha

dQ
P P —f(X)—g(Y
QXY ) =EF(IXY D) = e B (XY PP/l o)
< Cf79EP(|X|p|Y‘p) = Cf79EP(|X|p)EP(|Y|p> <00
perché X e Y sono indipendenti e di legge Exp(1) sotto P. Dunque, XY € LP(Q,.7,Q)
per ogni p > 1. Poi, per I' € %(R?), si ha

A%y (1) = Q((X,Y) € T) = E%(1r(X, Y)) = 7 (1r( X,Y)%)

= afongfP <1F(X, Y)eff(X)fg(y)>
= /Fozfef(x)xl{m>0} ozgefg(y)*yl{yx]} dzdy

il che prova che, sotto Q, la coppia (X,Y) ¢ assolutamente continua rispetto a Leby ed ha
densita

PRy (2,y) = ape 7O g age I VL o = g (2)1a(y).
Allora, sotto @Q, X e Y rimangono indipendenti ed hanno densita rispettivamente

pr(@) =ape @1 1 e pPy) = age W VL.

Ma, in generale, non sono identicamente distribuite, a meno che f(x) = g(z) per q.o. x.

c) Le v.a. Uy, = e /(X% =90%) sono ovviamente i.i.d. sotto P. Inoltre,

1
E(Uy) = E(—Z) =L,
Ctg 1.9

La tesi quindi segue dalla LEGN una volta verificato che Uy € L?(€2,.%#,P). E infatti,

E(|Ux|?) = E<e—2f(Xk)—29(Yk)) <1.
<1

12



Infine, essendo Q < P si ha

P({o: 1 twp g} =0 = o({w: 13 twpei}) =0
k=1 k=1
e quindi la convergenza ¢ vera anche (Q-q.c.

Esercizio 2. a) Per 6 € R, si ha

px, (6) = E(O¥)) = E(e! 2= DYn))
= E(e "V ))P(Z, = 0) + E("®Y"))P(Z, = 1)
= v, (=0)(1 = pn) + v, (0)pn

— o~ 3:(C0.0) (e—i(G,m)(l ~pn) + ei(G,m>pn>

Dunque, ‘ ‘
lim ¢y, (0) = (1 — p)e 0™ 4 petl@m) —. o(9), Vo e R

n—00

Ora, ¢ & continua in 0, dunque ¢ la f.c. di una v.a. X. Osserviamo che per ¢ € R?, ¢i{0:)

¢ la f.c. della legge d;y e ¢ ¢ una combinazione lineare convessa di f.c. di questo tipo.
Quindi, ¢ & la f.c. della misura di probabilita

p=(1=p)d{_m) + PO{m)
da cui segue che P(X =m) =p=1—-P(X = —m).

b) Se m = 0 allora X =0 q.c. e quindi X,, — 0 anche in probabilita. Ovviamente, 0 ¢ il
candidato limite anche per la convergenza in L? e la convergenza q.c.
Cominciamo con la convergenza in LP. Si ha

[ Xnl” = [(2Zn = DYa|? = 22, — 1P [Va]? = [Va ",
———

=1

Sia A €Mat(d x d) simmetrica t.c. A2 = C. Allora, Y, £ %AZ, con Z ~ N(0,Izxq) e

L
quindi

_ _ 1 Py _ 1 _ G

E(1Xal") = E(VaP) = B(|=A2]") = —5E(AZ1) = 75

dove si € posto C), = E(|AZ|P). Osserviamo che C), ¢ una costante non negativa e finita:

d
Cp =E(|AZP) < E((|A] - 1Z1)") < [|AIP Y E(Zl?) = | AP
k=1

dove oy, = E(|Z|P) < 0o con Z ~ N(0,1). Dunque, ricapitolando si ha

1
E(|Xn|P) = const - o -0

13



da cui segue che X,, — 0 in L? per ogni p.

Studiamo ora la convergenza q.c. a 0. Fissato ¢ > 0, usando la disuguaglianza di Markov
si ha

E(XalP) _
P(|X,| >¢) < — > = const - 2

per ognip > 1. Sceltop > 2, > P(|X,| > ¢) < 0o ed usando il BC1 si ottiene che X;,, — 0
q.c.

Esercizio 3. a) Ricordiamo che se X ~Exp()\) allora, per M > 0, P(X > M) = e M.
Supponiamo «;, — 0. Allora,

pin ([=M, M%) = anpn([—M, M%) + Bpvn([=M, M%) + (1 — an — Bn)dg1y ([ M, M]°).
Preso M > 1,

Mn([_Ma M]C) = ane_M/n + Bn €_nM < a,+ €_nM.
N

<1

Preso ¢ > 0 esiste ng t.c. per ogni n > ng si ha a, < ¢/2 e e ™™ < £/2 e quindi
pn([—M, M]¢) < e, da cui la tesi.
Viceversa, sappiamo che per ogni € > 0 esiste M > 0 tale che p, ([-M, M]¢) < e per ogni
n. Allora,

e > pin([—M, M]) > anpn([—M, M]) = ane™ /™.

M/n

Quindi, a,, < ee per ogni n ed allora

0 <limsupa, <e.
n
Poiché € ¢ arbitrario, otteniamo a,, — 0.

b) Se ¢, denota la f.c. di uy, si ha

1/n n
enl0) = a7 5 T g

+(1—ay—pBn)e?, 6eR.

Quindi, se 5, — 0, '
lim ¢, (0) =€ = f.c. di 6.

n—oo

Se invece B, — 1,
lim ¢, (0) =1 =f.c. di §50-

n—oo

Quindi, non & vero che esiste u tale che pi, — p.
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6 Soluzioni - IT Esonero a.a. 2009/2010
Esercizio 1. a) Si ha
E(X[Y) -E(X[2) =p1(Y) - ¢2(2)

dove 1 e o sono boreliane su R. Essendo ¢(y, 2) = ¢1(y) — p2(2) boreliana su R?, segue
che e (Y, Z) = p1(Y) — p2(Z) & o(Y, Z)-misurabile.
b) Osserviamo che, per ogni I' € Z(R?),

]

q.c. q.c.
lyvyyer = Lz z)er

ly,z)er

Inoltre, {(Y,Y) € T} € o(Y) e {(Z,Z) € T} € o(Z). Imnfatti, {(Y,Y) € T} = {Y €
'} dove I'y = {y : (y,9) € T} = v YT, con ¥(y) = (y,y), e I'1 € B(R) perché
controimmagine di I' € %(R?) della funzione continua .

Allora,

E<E(X|Y)1{(Y,Z)EF}> = E<E(X | Y) 1y v er}) = E<X 1{(v,y)ery )

€o(2) = 1{(Z,Z)€F} g.c.
=E(X1(z2en) =E(EX|2) Lzzen )
€o(2) =1{(v,z)er} 4.

_ E(E(X | Z)1{<YVZ>6F}>

c) Posto W = E(X|Y) — E(X|Z), si ha che W ¢ ¥4 = o(Y, Z)-misurabile e per ogni
I'e¥, E(W1r) = 0. Ma allora dev’essere necessariamente W = 0 q.c.

Esercizio 2. a) X,, ¢ .%#,-misurabile, integrabile (assume un numero finito di valori) e

indip. da %,
Y, Y,
E(Xni1|Fn) =B( X, p"" [ F) = X, E(p"H) = X,
~~ N
Fn-mis -1

Essendo poi una martingala positiva, ¢ limitata in L', quindi converge q.c. ad una v.a. in
L'. La LFGN assicura che %Sn — E(Y1) =p—¢q <0 q.c. per n — oo, quindi S,, - —o0
ed allora X,, — 0 q.c.

b) Poiché

{Tg>n}:{Sl </l ..., Sf}:ﬂzzl{sk Sf} € In
segue subito che 74 & un .%,-t.a. Quindi X! = X7,nn definisce una martingala che per di
piu e limitata. Infatti,
0< X5 = Xppnn = p°e' < pf

perché Sy an < £ e p> 1. Quindi, {Xf;}n converge q.c. e in LP per ogni p > 1. Ora,

X, = o5 = p%e 1y + 05 Loy = P L meny + 07 Lmsny = P L rcion) AC.
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perché p% — 0 q.c. Ma allora, W = p€1{78<+00} ¢ anche il limite in L.
c) Poiché X/ — p'1(, oy in L, si ha

E(p L, so0}) = ligglE(Xﬁ)-
Per la proprieta di martingala, E(X)) = E(X{) =1, il che da E(p’1{;,« ;o)) = 1 e quindi
P(7y < +00) = p~*.

d) Per k=0,1,...,{Z <k} =Np{Sn < k} = {1, = +o0}, quindi P(Z < k) =1 - P(1;, <
+00) =1 — p~*. Dunque,

P(Z=k)=P(Z<k+1)-P(Z<k)=1-p "' —1+pF=0ak(l-a,)

avendo posto 1 — a), = p~ L, da cui la tesi.

7 Soluzioni - Scritto, I Appello I Sessione a.a. 2009/2010

Esercizio 1. a) La verifica che Q & una misura & immediata (cfr. corso). Poi, Q(Q2) =
2EF(X+) = 2-1/2 = 1 perché X & simmetrica, quindi Q & una misura di probabilita.
Infine, per A € #, Q(4) =EF(2XT) = [, 2X " dP, quindi

dQ
= —2XT,
dP

b) Falso: posto A = {X < 0}, si ha
Q(A) =E'2X%1{xc0)) =0maP(A) =1/2 > 0.
=0q.c.
c) Poiché X+ = X1(x.), si ha
E2(f(X7)) = EX(f(X7)2X™) = B (f(X7)2X 1{x50p)-
Ma su {X > 0} si ha X~ =0, quindi
E2(f(X7)) = E*(£(0)2X 11x50y) = F(O)E" (2X 1x50y) = F(O)ET(2X ) = f(0).
d) Ovviamente g(X™) ¢ o(X*)-misurabile. Mostriamo che ¢ integrabile sotto Q:

lg(X )] =19(X)yxs0p + 19(X )1 x <0y = [9(X) 1 x0p + [9(0)[11x <0}
<[g(X)| +9(0)| € L} (2, Z, Q).
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Mostriamo ora che per ogni G € o(X7T) si ha E2(g(XT)1g) = EQ(9(X)1g):

E%g(XM)1g) =EF(g(X)2XT 1) =EF (g(X)2X11y-0y1c)
=E"(g(X)2X1x50116) = EF(9(X)2X *1g)
= E%g(X)1¢)

da cul la tesi.

Esercizio 2. a) Si ha

oy, (0) =E(X) = E(e" X115 _ 1)) + B X115 — 1))
=Bz, = 11/my) + E(e "z 1yny)
—-F 6iGX/n) (Z — +1/n) + E(e—iGX/n)P(Zn — —1/n)
= ox(0/n)pn +ox(—0/n)(1 —pn)
)

b) Ricordando che ¢x(t) = ¢x(0) =1 per t — 0, si ha

®y, (0) =D (@X(9/n) —SOX(—H/n)) +ox(—0/n) =1

€[0,1] =0 —1

e la funzione caratteristica di Y = 0 q.c. & proprio ¢o(8) = 1. Allora, Y,, — 0 in legge
e quindi (il limite ¢ deterministico!) in probabilita. Studiamo ora la convergenza in LP.
Essendo Z,, limitata ed indipendente da X, Z,X € LP se e solo se X € L? e in tal caso
Y| = |Z,X|P = 5| X[P. Quindi Y;, — 0 anche in L purché perd si abbia X € L.
Infine, essendo |Y,,| = |Z,X| = 1|X| q.c., la convergenza avviene anche q.c.

Esercizio 3. a) S, ¢ .%,-misurabile e Y,, ¢ una funzione boreliana di S,, quindi .%,-

misurabile. Inoltre,
n

E(|Ya]) = E(e*) = [T E(™).

k=1
Ma
E(eX*) =etlp+et(1-p) =1
quindi Y;, € L' per ogni n. Infine,
Fp-mis.
(Vi | Z2) =E(Yn €700 | 5,) = EE) = ¥,
ind. da %,

quindi {Y}, },, &€ una .%,,-martingala. Ora, Y;,, > 0 per ogni n e {Y,, },, &€ ovviamente limitata
in L'. Quindi, per il teorema di convergenza q.c. per martingale, esiste il limite q.c. e
tale limite ¢ in L'. Osserviamo che

1
Y, = exp (n . HSn)
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e per la LFGN, %Sn - EX;))=p—(1-p)=1-2p <0 q.c. pern— oco. Ma allora,
S, — —o0 q.c. e quindi Y,, = 0 q.c. Tale convergenza non & vera in L': se cosi fosse, si
dovrebbe avere 1 = E(Y,,) — E(0) = 0, il che ¢ falso.

b) Si ha
{r>n}={X1=-1,.... X, =-1}={X;1 =-1}n--{X, = -1} € &,
quindi 7 & un %,-t.a. Inoltre, essendo le X indipendenti,
P(r>N)=P(X;=-1)---P(Xy =—-1)=(1-p)N = 0per N = oo,
dunque P(7 < 00) = 1. Mostriamo la limitatezza di {Y,] },,. Si ha
0<Y, =Y:lpcpy + Yalirany

Osserviamo che X = - = X;_1 = -1 e X, = +1, quindi ¥; = e 10D+ — ¢=7+2,
Inoltre, su {7 >n} siha X; =--- = X,, = —1, quindi Y,, = e™". Quindi,

0<Y, =e Pl +e M gy <+ 1

c¢) Sappiamo che {Y,7},, ¢ una martingala, quindi ne studieremo la convergenza usando i
risultati che riguardano le martingale.

Poiché la martingala {Y,7},, & limitata, & limitata in LP per ogni p > 1, e quindi converge
qg.c. ed in LP ad una v.a. Z. Ora,

YT = e T2 1{T§n} + efn].{T>n} — e T2 q.c.
—_——— ——
— 1 q.c. — 0 q.c.

il che dd Z = e 772, Poiché tale convergenza & vera anche in L', dev’essere E(Y,T) —
E(e™7"2). Ma E(Y,T) = E(Y7) = E(Y?) = 1, e quindi

E(e—7+2) -1

o equivalentemente E(e™7) = e 72,

8 Soluzioni - Scritto, I Appello I Sessione a.a. 2009/2010

Esercizio 1. a) Dev’essere ¢ > 0 ¢ EF(ce ")

P =FEP(e X = / e E
R

= 1. Dunque,
—z2/2 1 e—32%/2

V2 = V3 Jx \/2m/3
T

dzx
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da cui si ottiene ¢ = v/3. Poi, si ha

Ep(ex2):/ez26
R

quindi eX” ¢ LY(Q,.Z,P). Infine,

—z2/2

V2r

dr = +o0o

EQ(eX?) = EP(eXQZ%> NG}

e quindi eX? € LY(Q,7,Q).
bl) Per ognin e Ay,..., A, € B(R),

2

Q(Xl S Al, X, € An) = ]EQ(]'XleAl t ]-XnGAn) = \/gEP(]-XlEAl T 1Xn€An€_X )
Ma X1, ..., Xy, X sono indipendenti sotto P, quindi

QX1 € Ay, Xy € Ay) = VBE (Ix,ea,) - B (Lx,ca, ) EF (e77)
=P(X; € 4)) - -P(X, € 4,).

Scelto poi Ay = R per ogni ¢ # i, si ottiene
Q(X; € 4;) =P(X; € 4)
e quindi
QX1 €4,....X,€A,)=P(X1€4)) - -PX,e€A,) =Q(X; € A1) ---Q(X,, € Ay).

Cio prova che 1) le X,, sono indipendenti anche sotto Q e 2) la legge sotto Q coincide con
quella che hanno sotto P. Quindi, E2(X,,) = 0 e Var%(X,) = 2.

b2) Dal TLC si ottiene

NLD

dove Z ~ N(0,1). Quindi lim, 0 Q31— Xk > /1) = 1 — ®(1//2), dove ® denota la
f.d. di una gaussiana standard.

i (35> ) =t o(E ) vz
k=1

Esercizio 2. a) Per M > 0 si ha

—M, M| N K,)
1K) ‘

An([_M, M]) = pné{n}([—]\f7 M]) + (1 _pn):u([

Preso M > 1, per ogni n > M si ha
Ap([-M,M]) =1—p,

da cui segue che {A,},, & tight se e solo se p,, — 0 quando n — oc.
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b) Preso € > 0, si ha
P(|Xn| >¢e)=1-P(X,| <e)=1-A,([—¢&,¢€]).

Ma pern >een > 1/¢,

e quindi P(|X,,| > ¢) = # — 0 quando n — oo, e dunque X,, — 0 in probabilitd. Inoltre,
poiché Y- P(|X,| >€) =, 25 < 00, X;, — 0 anche q.c. Ovviamente, tale convergenza
vale in legge. Infine,

B = [ Jo (g0 a) + (1= 2g) Soayma @) lae)

x|Pog (dx) = nP
/R|| oy (d2)

1 1/n 1 1
P11 /m1/n xu(dm):/ 2P ———————pu(dr) < —
J Pt ) T Y =
da cui
E(|X,[P) = nP~2 4+ O(1)
dove O(1) denota una quantita che va a 0 per n — oco. Quindi X,, — 0 in LP se e solo se

p<2.

Esercizio 3. a) Per ogni n, X,, ¢ integrabile (perché prodotto di v.a. indipendenti ed
integrabili) e .%,-misurabile (perché prodotto di v.a. .%,-misurabili). Poi,
E(Xpt1| %) =E( X, (Y1 +1)| %) =XoEY1+1) =X,
~ —— —_——
Fp-mis.  indip. da %, =1
quindi {X,,}, € una .%,-martingala.

b) Fissato n,

{T:n}:{}/o#_la“-ayn—l7é—1,Yn:—1}
= YA -1 [ {Yo1 # -1} Yo =—1} € %

D ——
€ F9C Fn € Fn-1C Fn c Z,

e quindi 7 & un #,-tempo d’arresto. Inoltre,

]P)(T > N) :]P)(}/O 7é _17"‘7YN71 7& _17YN 7é _1)
N+1 <3)N+1 n—00
= — 0

= (P(Yo # —1)) =
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dunque & q.c. finito. Ora, q.c. si ha

Xr = X71{7-<oo} = ZXT]'{T:’H} = ZX’IZ]-{T:TL}
n=0 n=0

Su{r=n}sihaY, =—-1. Quindi X,, = X,,—1(Y,, + 1) = 0 e di conseguenza X, = 0 q.c.

¢) Poiché 7 & q.c. finito, quando n — oo si ha 7 An — 7 q.c. e quindi X, — X; =0 q.c.
Ma la convergenza non avviene in L!: se cosi fosse, si avrebbe E(X,nn) — E(X,) = 0, il
che ¢ falso perché, per il teorema d’arresto, E(Xnn) = E(Xo) = E(Yp) = 1 per ogni n.

9 Soluzioni - I Esonero a.a. 2010/2011
Esercizio 1. a) Per A € #(R), si ha

P(Y € A) =P
=P

YeA|X|<1)+P(Y €A, |X|>1)
XeA|XI<1)+P(-XeAl|X|>1)

/ p(z)dr + / p(z)dz
An{lz|<1} —AN{jz|>1}

sost.:x=—¢&

/ p(2)de + / p(—€) de
An{|z|<1} Aﬁ{lf\>ﬂ*(’£‘)’
=p

= /Am{pcgl}p(x)dx—i_/Am{|x>1}p(x)dx = /Ap(:c)dx =P(X € A).

Inoltre, X e Y non sono indipendenti. Infatti, prendiamo ad esempio A = (1,+00) e
B = (0,1). Allora, su {X € A} sihaY = —X e quindi {X € A} C {Y < —1}, da cui si
ottiene P(X € A,Y € B) =0. Ma, P(X € A) >0eP(Y € B) =P(X € B) >0, da cui
evidentemente P(X € A,Y € B) # P(X € A)P(Y € B).

b) Dev’essere Q(2) = 1, quindi

—

1

ct= E(|X]) = 2/ xe dy = =
0 2

da cui ¢ = 2.
¢) Ovviamente Q < P: se P(A) =0 allora 14 = 0 P-q.c. e quindi Q(A4) = 0. E si ha

dQ

= 2|X]|.
o = 21X
Poi, essendo % = 2|X| > 0 P-q.c. e quindi Q-q.c. si ottiene immediatamente che P < Q
e
dP (d@)—l !
dQ  \dP/  2|X|
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d) Siha |Y|=|X|>0q.c. dacui |[Y™! =]|X|"! e quindi

>~ 1

E(Y~HP) = E(|X|™P) = 2/ —e 2 dg.

o P
Ora, per ogni p > 1, = — xip non ¢ integrabile in un intorno dell’origine, quindi Y ~! ¢
LP(2,.7,P) per ogni p > 1. Infine, Y1 € LP(Q,.F#,Q) se e solo se Y P|X| € LY(Q, F,P).
Ma |Y7P||X| = |X|7P*!, che & P-integrabile se e solo se 2 — p > 0. Dunque, Y ! €
LP(Q, #,Q) per ogni p € [1,2).

Esercizio 2. Poniamo

1 n
Up=logZ, =~ log¥;.
n
i=1
Ora, la successione {logY,,}, e fatta da v.a. i.i.d. di quadrato integrabile, quindi per la
LFGN,

1 n
Uy, =— ZlogYi — E(logY1) q.c. quando n — oo.
n
i=1
Essendo poi g(z) = e una funzione continua, otteniamo

E(log Y1)

Z,=¢e'" s c=¢ q.c. quando n — oo.

Per dimostrare che ¢ < E(Y7) usiamo la disuguaglianza di Jensen: la funzione ¢ (y) = logy
¢ una funzione concava su (0, +00) e P(Y; > 0) = 1, quindi E(log Y1) < log E(Y7). Dunque,
c= eIE(long) < elogE(Y1) —_ E(Yl)

Esercizio 3. Cominciamo dalla convergenza debole, studiando il comportamento asin-
totico della f.r. Per t < 1 si ha F,(t) =P(X,, <t)=0epert>1,

1
Falt) = P(X, < t) = P(Ya < logt) =1 - (7).
Allora, F,(t) — F(t) per ogni t # 1, dove F' ¢ la fr. di X =1 q.c. Quindi, X,, — 1 in
legge. A titolo di esercizio, usiamo anche la tecnica delle funzioni caratteristiche:

. T x 1/n 1
on(t) = / e ne " dy = / et — dz
0 1 3
dove} nella seconda uguaglianza si € usata la/ sostituzione £ = e™*. Ora, per n — o0,
1e1l/n ; . s1el/n . .
gtf .%?{§>1}d—>[€)21{j[1{§>1} ed inoltre |t 5%1{§>1}| < 6%1{@1}’ che ¢ integrabile su
, quindi usando

it ? dr = ezt
e quest’ultima e la funzione caratteristica della massa di Dirac in 1, quindi X,, — 1 in
legge. La convergenza in probabilita e garantita dal fatto che la v.a. limite in legge e

costante. Studiamo la convergenza q.c. Per € > 0,

limp,(t) =e

P(|X, — 1 — P > 14¢) = "
( > =B >1+9) = (;-)
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e Y P(| X, — 1] >¢) < oo per ogni € > 0, da cui si ottiene X,, = 1 q.c. Studiamo ora la
convergenza in LP con p > 1. Sia K, = [p] + 1. Allora,

Yo _ 1\Kpy — = ( Kp> Y (VKo=) — &l (Kp> 3 Kp—j/oo jz—nw
E((e 1)%7) jEZO i E(e?*(-1) ) jEZO i (—1) ; ne dz
Quindi, per n > K,

E<|Xn1|Kp>éZKp (K'p>< e L
Jj=0 J n=J

Passando al limite,
Ky i
limsup E(| X, — 1/%7) < Z < jp ) (-~ =1 - 1) =0.
n .
7=0

Dunque, X,, — 1 in L? per ogni p > 1.

10 Soluzioni - IT Esonero a.a. 2010/2011

Esercizio 1. Sia Y = EF(X |¥). Y & ovviamente ¥-misurabile ed ¢ anche Q-integrabile
perche

EQ(|Y]) = ES([EF (X | %))
< ER (X1 9)) QB (EP(1X)|9)2) © B (1x12) L BR(X]) < oo

dove: (a) viene dalla stima |EF (X |94)| < E¥(]X||9); (b) & la relazione tra EQ e EF quando
Q < P; (c) segue dal fatto che Z ¢ ¢-misurabile e la media coincide con la media della
media condizionale; (d) ancora la relazione tra E? ¢ EF quando Q < P.

Inoltre, per A € 4, si ha

EQ(v1,) ¥ EQ (B (x |9)14) ® EP(EF(X |9)14 2)

& B (7 (x2149)) WEP(xz14) Y EQX 14)

dove: (1) segue dalla definizione di EQ(X |¥); (2) ¢ la relazione tra E? e EF quando
Q < P; (3) Z14 & Y-misurabile e XZ € L'(Q,.%#,P) perché X € L'(Q,.7,Q); (4) la
media coincide con la media della media condizionale; (5) ancora la relazione tra EQ ¢ EF
quando Q <« P.
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Segue quindi che Y = EQ(X |¥), Q-q.c.

Esercizio 2. Per n > 0, poniamo M, = >, ,ar Xy e Fp = o(Xo, X1,...,Xp). M, ¢
ovviamente .#,-misurabile ed integrabile. Inoltre,

E(Mn—H |gn) = E( M, Hap+1 Xnt1 | <g.n) = M, + ant1 E(Xn—H) = My,
~~ N—~— ——

Fp-Mis. n.7, =0

Dunque, {M,}, ¢ una .%,-mg. Mostriamo che & limitata in L% Si ha

E(|M,|?) E((Zaka> ) (Zaka+22 Z aka]XkX>

k=0 j=k+1
n
= azE —1—22 Z apo; E(XpX;) Zak TZak
k=0 I k=0 j=k+1 ™~ k=0
*1 =E(Xx)E(X;)=0

e quindi
supE(|Mn|2) < 00
n

Usando il teorema di convergenza in LP con p > 1, si ha che My, = lim,, M,, esiste q.c. ed
in L?. In particolare quindi

E(My) =lmE(M,) =0 e Var(My) :E(M2)_l1mE =Y aj.
k>0

Esercizio 3. Inanzitutto, osserviamo che 7 & un .%#,-t.a. Infatti,

{r<n}={n <nin{n <n}e.%, Vn
—_——— ——

EFn EFn

Inoltre, 7 ¢ finito q.c. perché {r = +oo} = {11 = 400} U {2 = +o0} ed essendo
P(11 = +00) =0 =P(12 = +00), si ha P(1; = 4+00) = 0.
Dunque {X,ar}n € la martingala arrestata all’%,-t.a. 7, che ¢ finito q.c. Poiché X,or >0
q.c.,

E([Xran|) = E(X7an) = E(Xo),

da cui segue che { X, a7}, & una martingala limitata in L. Per il teorema di convergenza
q.c. esiste M € L' tale che X;p, — M q.c. quando n — oco. Ma su {7 < oo}, si ha
limy, oo Xpar = X7. Essendo 7 < oo q.c. segue immediatamente che M = X, qg.c.
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11 Soluzioni - Scritto, I Appello I Sessione a.a. 2010/2011

Esercizio 1. a) Dev’essere 1 = Q(2) e quindi

- A% )\k - M A+
— — [ad P st
1_E(Z)_CZ<A) & ° D =
k=0 k=0
da cui si ottiene ¢ = e} K.
b) Ovviamente X assume i valori k = 0,1, ... anche sotto Q e per tali valori si ha

AZ (k) = QX = k) = E¥(Lix—py) = Ep(l{X:k} (%)X GAW)

Dunque, sotto Q si ha che X ~ Po(u).
c) Per A, B € A(R),

QX € A, Y € B) =E%1ixcayeny) =E'( Lixemliven 2 )

Zeo(X)mise X 1LY

=E'(Lixen 2) - E'(lyyeny) =E%1gxeay) Ef(lgyeny 2)
—————
Z1UYeEr(Z)=1
=E%1yxeay) E%1yeny) = Q(X € A)Q(Y € B)

da cui segue che X 1L Y anche sotto Q.

Esercizio 2. E noto che Y,, ~ N(0,1) per ogni n. Infatti, detta ¢, la f.c. di Yy,

on(t) = E(e"™) = E(e" nl{lXKl/n}) +E(E™ 1 x21/n})
=B 1yx<i/my) +  Ele ™ 1 x151/n})

X e —X hanno la stessa legge
= E(e"* 1yx)<1/n}) + E(€" ¥ 1 _x151/m))
=E(e" (1x|<1/n} + 1{ix151/n))

+2

=px(t)=e 2

Dunque, {Y,,}, (banalmente) converge in legge ad una gaussiana standard.

Poi, {|X]| <1/n} | {X =0} per n — 0o e quest’ultimo ¢ un insieme di probabilita nulla,
dunque 1;x|<1/ny — 0 q.c. Di conseguenza, 1y x|>1/,) — 1 g.c. e quindi ¥, — —X
g.c. (ed infatti il limite ¢ una gaussiana standard). La convergenza a —X ¢ anche in

25



probabilita. Studiamo la convergenza a —X in LP. Usando la disuguaglianza di Hoélder,
si ha

E(|Y, + X[P) = E(|X[P1{x1<1/my) < E(X[P*)YE(1gx(<1/my)"?
<E(|XP*)YP(lX| < 1/n)Y/?

dove o, > 1e é—l—% = 1. Poiché E(|X|P*) < oo per ogni p,a > 0e P(|X| <1/n) — 0
per n — oo, otteniamo Y,, - —X in L? per ogni p > 0.

Esercizio 3. a) Per A € #(R), si ha
Ayl (A) = AX,Y1 (R X A) = AX7Y2 (R X A) = Ay2 (A)
Denoteremo quindi con g la misura di probabilita su (R, Z(R)) tale che p = Ay, = Ay,.
b) Dalla definizione di media condizionale, per ogni A € #(R) si ha
)
E(¢1(Y1)1(yeay) = E(X1{vieny) = E(X1iyeay) = E(01(Y1)1{vsea))

dove in (*) abbiamo usato il fatto che Axy, = Axy,. In particolare quindi otteniamo che

[ or@wtds) = [ oawn(ao) per ogni A€ A(®)
A A
da cui segue che ¢ = ¢2 p-q.c. Infine, per A € B(R),

P(¢1 (Y1) € A) =P(Y1 € ¢1 ' (A))

(e

= (o7 (4) © (o5 (4)
=P(Y1 € ¢, (A)) =P(¢1(Y2) € A)

dove in (**) abbiamo usato che ¢; = ¢o p-q.c.

Esercizio 4. a) M, ¢ integrabile perché prodotto di v.a. indipendenti e in L'; M, &
Zpn-misurabile perché funzione boreliana di Yjp,...,Y,. Poi, essendo M, 1 = M,, - Y11,
si ha

~~ S~~~

Fp-mis. 7,
1
= My (Vi) = My - (n+3)—— = My,
b) Si ha
n
{r>n}={Yo<1,....Y,<1}=({¥i<1} e 7,
k=1 T 7
eI, CFn
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e quindi 7 & un %,-t.a. Poi, osservando che gli eventi {Y; < 1}, k = 1,...,n, sono
indipendenti (perché {Y; < 1} € o(Y%) e le Y}, sono indipendenti), si ha

n
=1

||’:]:

dove, essendo Y ~ Bi(k, %), vy1=1leperk>1,

1\ k 1\ k-1 1\ k=1 1
(- 0D 0- D6 D)
T ( o TU TR k k
Dobbiamo mostrare che P(7 > n) — 0 per n — co. Equivalentemente, basta far vedere

che —logP(7 > n) — 400 per n — oco. Si ha

n

—logP(T >n) = Z —log k.
k=1

Osserviamo che —log v, > 0 per ogni k£ > 1 ed inoltre

lim —logy, = —log(2e™1) > 0.
k—o0

Dunque, ), —logy, = 400, da cui la tesi.

c) Poiché 7 < 400 q.c. si ha subito che M;r, — M, q.c. Per studiare la convergenza in
L' e/o in L?, osserviamo che {M,pn}, ¢ una martingala ed inoltre

n
Mpnn = MT]-{TSn} + Mn1{7'>n} = Z Mkl{T:k} + Mn]—{7'>n}'
k=1

Ora, su {r >n}sihal; <1,...,Y, <1, quindi 0 < M, < 1. Inoltre, su {r = k}, con
k>1,sihaY; <1,...,Y._1<1,Y,=2,equindi 0 < My <2. Allora,

OSMT/\’N S 2.

Quindi {M;ap}n € limitata in LP per ogni p > 1, dunque converge a M, in LP per ogni
p=> 1
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12 Soluzioni - Scritto, IT Appello I Sessione a.a. 2010/2011

Esercizio 1. a) Per k > 1, osserviamo che, per qualche ®j boreliana, E(X |¥%;) =
E(X|Y;) = ®r(Yx) e le Yy sono indipendenti in (92,.#,P), quindi {E(X |%)}r ¢ una
successione di v.a. indipendenti. Inoltre, per ogni k # j, ®, = ®; perché (X,Y}) ha la
stessa legge di (X,Y}). Dunque, le v.a. E(X |Yy), k=1,2,..., sono i.i.d. ed inoltre,
E({E(X | %)) = E(E(X [%)) = E(X)
E({E(X |%)*) <EE(X] %)) = E(X?) < oc.
Possiamo quindi usare la LFGN, che assicura che 1 37 | E(X |4;,) — E(X) =1 P-q.c.
b) Prima di tutto, si ha
@)
dP

e quindi Q e effettivamente una misura di probabilita. Poi, se 0 < ¢ < p — 1, usando la
disuguaglianza di Jensen per la media condizionale si ha

Q(Q) = E( =E(E(X|¥9)) =E(X) =1

se 0 < ¢+ 1< pperché X € LP(Q,.7,P). Dunque, l'affermazione ¢ vera.

Esercizio 2. a) Usando le medie condizionali, si fa molto presto. Infatti,

B(e"*) = B(e" %) = B(B(e"™ 7| Z0)) = B(E(e"?) |-=z,)

Zn LY o—t2222
1272 I/n 2.2
:E(e2):n/ e 2 dz
0

Oppure, sempre ricordando che Y 1l Z,,,

) . . 1
E(e"*n) :/ "V Ny (dy)Az, (dz) :/ eltyziefyzﬂdynlze(o,l/n) dz
R

R2 2

2
1/n 1 . I/n 2.2
= n/ dz/ — eltyze_y2/2dy = n/ e 5 dz
0 R V2T 0

:eft2z2/2

Poiché la funzione integranda e regolare,

it X 1/n t2z2 t222
lim E(e"*") = lim n e 2 dz=e 2 |,0=1
n—oo n—oo 0

che e la funzione caratteristica della v.a. nulla q.c. Dunque, X,, — 0 in legge.

b) X,, — 0 anche in probabilita. Studiamo la convergenza q.c. Poiché |Z,| < % g.c. si ha
|Xn| =Y Z,| < 2]Y| — 0 q.c. Infine, ricordando che Y € LP per ogni p > 1

1
E(Xal?) < —B(Y]) >0
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e quindi c’é convergenza anche in LP, per ogni p > 1.

Esercizio 3. a) Ricordiamo che se Y ~ N(0,1) allora E(e?Y) = ¢**/2. Poiché S, ~
N(0,n) ~ v/nN(0,1), per quanto appena detto si ha che M,, € L'. Inoltre, M, & ovvi-

amente .%,-misurabile (funzione continua di Xi,...,X,). Osservando poi che M, =
M, - eﬂXnH_ﬁQ/Q, si ha

E(Mpi1| Zn) =EB( M, -"Xn1=%/2| 2y = M, -E(" X172 | 7,)
Fp-mis. U7

= M, - E(e?Xnt1=0%/2) — pp,

b) Per ogni 9, {M,}, ¢ una martingala positiva, dunque limitata in L' e quindi converge
g.c. ad una v.a. Y € L'. Se ¥ = 0, ovviamente M,, = 1 per ogni n, e non c’¢ altro da
aggiungere. Se invece ¥ # 0,

perché per la LFGN,

_>
n 2 2

Osserviamo che, essendo E(|M,,|) = E(M,,) = 1 per ogni n, otteniamo che M,, - 0 in L!
quando ¥ # 0, il che prova che {M,},, non & uniformemente integrabile, proprieta che &
invece banalmente verificata quando ¢ = 0.

c) Per n =0,1,2,..., {7 < n} ={|X1| <n} e ZF. Sen>1 % C %, e quindi
{r <n}e.Z,. Seinvece n =0, {r <0} ={|X1| <0} ={X1 =0} e {X; =0} ¢un
evento di P-misura nulla che in generale non coincide con ) (unico evento trascurabile di
Zo). Dunque, non possiamo dedurre che 7 sia un .%,-tempo d’arresto.

d) ¢, ¢ banalmente una filtrazione: %, UN C 11 UN e quindi ¥, = o(%, UN) C
o(Fn1UN) =9, 1. Poiysen>1,{r <n}={|X1|<n}eF C%, C%,. Pern=0,
{r <0} ={|X1] <0} ={X; =0} e N C %. Dunque, 7 & un %,-tempo d’arresto.

13 Soluzioni - Scritto, Appello unico IT Sessione a.a. 2010/2011

Esercizio 1. al) Per A € #(R), si ha

PYecA)=PY ecA|X|<a)+PY €A l|X|>a)
=P(X €A |X|<a)+P(-X €A, |X|>a)
= Ax(AN{jz] < a}) + A_x (AN {|z] > a})
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dove abbiamo indicato con Ax e A_x lalegge di X e di —X rispettivamente. Poiché per
k € F si ha

x({k}) = P(X = k) = 270K — (X = —) = P(—X = k) = A_x({k}).
si ottiene Ax = A_x e quindi
P(Y € A)=Ax(An{|z| <a}) + Ax(An{|z| > a}) = Ax(A) =P(X € A).

a2) X e Y non sono indipendenti. Infatti, prendiamo ad esempio A = (a,+00) e B =
(0,a). Allora, {X € AY € B} =0, quindi P(X € A,Y € B) =0. Ma, P(X € A) >0 e
P(Y € B) =P(X € B) > 0, da cui evidentemente P(X € A,Y € B) # P(X € A)P(Y €
B).

b1) Dev’essere Q(£2) = 1, quindi (ricordando che X ¢ una v.a. simmetrica)

- 1 o 1
oS e L ()
¢ =2) " 2k+1 e kz_: %) T 2e—1

k=1

da cui c = 2e — 1.
b2) Ovviamente Q < P: se P(A) = 0 allora 14 = 0 P-q.c. e quindi Q(A) = 0. E si ha
Q _  -ix1,

— = C€

dp

Poi, essendo % > 0 P-q.c. e quindi Q-q.c. si ottiene immediatamente che P <« Q e

ar (dQ>*1 _ 1€|X|.

dQ

dP c
b3) Si ha
X X X e*
E(e™) = E(e” 1ix<o}) + E(e” 1{x>0}) = const + Z SR = 400

>
<1 k>1

e dunque eX ¢ L1(Q, .7, P). Poi, detta E? Paspettazione sotto Q, si ha
EQ(eX) _ C—lE(eX—\X|) <!
perché X — |X| < 0 e quindi eX~1¥I < 1. Dunque, ¥ € L}(Q,.%,Q)

Esercizio 2. a) Si ha (usiamo una notazione unidimensionale ma nulla cambia nel caso
generale)

vz, () = B Zn) = B(B(e" 2| 2,))) L B(B(e"Y?), _, ) = E(py (tZ2))

dove in (a) abbiamo usato la seguente proprieta: se Y 1L Z allora E(¢(Y,Z2)|Z) =
E@(Y,2))._,-
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b) Per ogni ¢ fissato, z — @y (tz) € una funzione continua, dunque se Z,, — ¢ in legge allora
oy (tZ,) — @y (tc) in legge. Ed essendo py (tc) una quantita deterministica, py (tZ,) —
@y (tc) anche in probabilita.

¢) Ricordiamo che la funzione caratteristica ¢ uniformemente continua: per ogni € > 0
esiste § > 0 tale che supj¢_, -5 [0y (§) — py(n)| < e. Ora, per € e § come sopra e per ogni
t, si ha

E(lpy (tZn) — @y (te)]) =E(lpy (tZn) — oy (t0)[ {12, —tcj<sy) +
+E(ley (t2Zn) — @y (te) 112, —te|>51)
<e +2P(|t||Z,, — c| > )

da cui segue che
limsupE(\@Y(th) - SOY(tC)’) <e€

n—oQ

(ricordiamo infatti che P(|Z,, — ¢| > 1) — 0 per ogni n > 0). Essendo e arbitrario, si
ottiene la tesi.

d) Si ha
da a) da c)
vz, (t) = E(ey(tZ,)) = ey(te) = ey (t)

e quindi YZ,, — ¢Y in legge.

Esercizio 3. Osserviamo che X, ¢ integrabile e

11
E(X,) = -+

11 3,
2 22

1
=1
2

Essendo poi le X,, indipendenti, si ha che M, € L' per ogni n. Inoltre, M, ¢ funzione
(boreliana) di Xo, ..., X,, dunque M,, & %,-misurabile. Infine
E(Myi1| Fn) =E( My, Xpi1|Fn) = MWE( X1 | Fn) = M E(Xp41) = M,
~~ ~—~— ~—
Fp-mis. 1l da Z, =1
Dunque, M,, & una .%,-martingala. Osserviamo che {M,}, ¢ limitata in L!:

E(’MnD = E(Mn) = HE(Xk) =1
k=0

da cui segue che M, — M q.c., per una qualche v.a. M. Per identificare M, osserviamo

che
Mn _ QZZ:O log X _ en'% > h—olog Xy ]

Le v.a. log X}, sono ancora indipendenti, hanno momento secondo e la media vale

1 1 1 3 1 3
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Allora, usando la LFGN, si ha
1 n
.= g log X3, — — .C.
n n 2 og X 00 q.c

e quindi M = 0 q.c. In particolare, si ottiene che {M,,}, non converge in L': se cosi fosse,
si dovrebbe avere E(M) = 1, il che & falso. Dunque, e infine, {M,},, non converge in LP
per ogni p > 1.
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