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Esercizio 1. Su (,.#,P), siano X7 e X5 due v.a. i.i.d. di legge! Exp(1). Per a > 0, sia
Q4 la misura di probabilita su (€,.#) definita da

Qun(A4) = E((a + 1)e*aX11A), Aec F.

a) Scrivere la funzione caratteristica di X = (X7, X2) sotto Q, e dire se X; e Xo
rimangono i.i.d.

b) Sia {,}n C Prob(R?) definita come segue: per n € N, p,, ¢ lalegge di X = (X1, X3)
sotto Q4 quando o = n. Studiare la convergenza debole di {py, }p.

Esercizio 2. Sia (M,,),>0 una martingala non negativa e limitata in L2. Posto

X =) M,

n>0
dimostrare che X € una v.a. finita q.c. se e solo se X =0 q.c.

Esercizio 3. Su (2,.#,P), sia data una successione {X,}, di v.a. i.i.d. di legge? Po(1).
Poniamo Sy = 0, %y = {0,Q} epern > 1, S, = X1+ -+ X, Fp, = 0(X1,..., Xn).
Fissato p > 1, sia

M, = e ™r=D) P>, > 0.

a) Dimostrare che (M,), ¢ una %,-martingala che converge a 0 q.c. Converge anche
in L'?

Per a > 0, sia 7, = inf{n >0 : S, > a}.
b) Dimostrare che 7, & un .%,-tempo d’arresto finito q.c.

c) Verificare che su {7, = k} si ha Sy < a+ X} e su {7, > n} si ha S,, < a. Dedurre
che
0< Mypn < e FOmD ot Xeq 4 0" 1 oy
k<n

e che (M, an)n € un processo limitato in L.

d) Dedurre da c) la seguente formula: E(e™7® (z + 1)) = 1, z > 0. Provare di

conseguenza che
1
E(e™") < —w— > 0.
(7)< z+1a 7

'Ricordiamo che se X ~ Exp()) allora E(e**) 2 per ogni z € C tale che Re(z) < \.
7 =

= 3=z
*Ricordiamo che se Z ~ Po(\) allora P( k) = z—lf e, k=0,1,...; inoltre, B(Z) = A e E(p?) =
6A(p*1)’ p#0.



SOLUZIONI

Esercizio 1. a) Per 6 € R?, indichiamo con ¢(f) la funzione caratteristica di X sotto
Qq- Si ha

j ; dQ . 3
_mQa(,i(0,X)y _ i(0,X) O o) _ i0,X) —aX,
0o () =E~=(e ) E(e TP ) (a+ 1)E(e e )

Ma (i01 — o) X1 e i62 X5 sono indipendenti, ed usando il suggerimento (Re(if; —a) = —a <
0<1)siha

pal8) = (@ + 1)E(el0-2X1)F(Xs)
a+1 1

“arioe S1 6 VExp(a+1)(01) X YEgp(1) (62),

dove Ppyp(n) denota la f.c. della legge Exp(A). Cio prova che, sotto Qq, X7 e X3 sono
indipendenti ma non equidistribuite perché X; ~ Exp(a + 1) e X2 ~ Exp(1).

b) Posto i, la funzione caratteristica di p,, allora fi, = ¢y, quindi

n+1 1
0) = X .
fin(0) nt1—i6;  1—ib,

Ma allora, detta v la legge Exp(1), si ha

o B 1
L

= 0103 (61) x 2(62) = 7i(6)

dove p1 = dygy X v denota la misura prodotto di dspy € v su R?, da cui segue che j,, — .
Detto in altri termini, e posto X,, = (X1, Xp2) una v.a. che ha la stessa legge di X sotto
Qn, la successione { X}, converge in legge ad una v.a. Z = (Z1, Z3), dove Z; =0 q.c. e
Z2 ~ EXp(l).

Esercizio 2 Se X =0 g.c. ovviamente X ¢ finita q.c. Viceversa, se X e finita q.c. allora
>, M, & una serie convergente q.c., quindi lim, o M, = 0 q.c. Ma (M,),>0 € una
martingala limitata in L%, dunque esiste My, € L? tale che M, — My, q.c. e in L%. Ma
allora M, = 0 q.c. ed essendo M,, > 0 q.c. per ogni n, si ha anche E(M,,) = || M,||1 — 0.
Poiché pero {E(M,,)}, & una successione costante, dev’essere E(M,,) = 0 per ogni n, cioe
M, =0 q.c. per ogni n. Dunque, X =" M, =0 q.c.

Esercizio 3. a) M,, ¢ banalmente .%,-misurabile. E integrabile perché, al variare di k

pX* sono v.a. ii.d. e in L' (vedi suggerimento) e quindi po» = [[7_, p** € L!. Infine.

E(Mpy1 | Fn) = BE(M, x e 0?71 pXot1| 2y = M, e P~ DE(pXr+1 | 2,)
= M, e*(ﬂfl)E(anH) = M, e~ (p=1) gp—1 _ M,,



Poiché M,, > 0, si ha M,, — M., per qualche v.a. My, € L'. Dimostriamo che My, = 0
q.c. Osserviamo che

Mn = <6_(p_1) p% S”>n
e, per la LFGN, 15, — E(X;) =1 q.c., quindi
e—(p—1) p% Sn _y pe= (P71,

Ma, per p > 1 & facile vedere che 0 < pe~("~1) < 1. Infatti, pe~ ("~ < 1 Vp > 1 sse
e* > x+1Vx >0, il che ¢ vero. Ma allora si ottiene subito che M,, — 0 g.c. Infine, se
convergesse anche in L! si avrebbe che E(M,) = E(|M,|) — 0. Ma E(M,) = E(M;) =1
per ogni n, quindi non & vero che M,, — 0 anche in L'.

b) Per n > 0,
{ra>n}={S1<a,....,8, <a} =N {Skx <a} € %,
——
€EF,CIFn

e quindi 7, € un .%,-t.a. Poi,

P(r, >n) <P(S, < a) = IP(S" _\)E%(S”) < a—\%&’n)) < P(W < % _ \/ﬁ)

perché E(S,) = n. Quindi, per ogni n, e n > n, possiamo scrivere

P(Ta>n)§P<W<a—\/TT*>.

Usando il TLC e denotando con @, la f.d. della legge N(0,0?) con o2 = Var(X7), si ha

limsupP(7, > n) < 5(a — /ny).

n—o0

Mandando n, — oo, si ottiene P(1, > n) — 0 e quindi 7, < oo q.c.
In alternativa, si puo osservare che

{Ta:+oo}:ﬂ{5n<a}c {ZXk<+oo}
n k
c {limX, =0} =J ) {X=0}

n k>n

perché le X}, assumono valori in {0, 1,...}. Ma per ogni n fissato,

N N
P (x=03) = Jim () (= 0}) = gy TTPCG =0
k>n =n =n
= lim e~ -7t =,

N—oo
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da cui segue che P(7, = +00) = 0.
¢) Abbiamo gia visto che su {7, > n}siha S, < a. Poiché {r, =k} ={S1 <a,...,S—1 <
a,S > a} C {Sk—1 < a},su{r, =k} siha Sy = Sk_1 + X < a+ Xj. Allora,
Mra/\n = M’ra/\nl{ragn} + MTa/\nl{Ta>n}
= Z e—k(ﬂ—l)psk 1o + e n(p=1) R 1(ron)

k<n <1
< Z e—k(p_l)pa"l‘Xk 1{Ta:]€} + pal{Ta>n}'
k<n
Quindi,
]\Lza/\n < ZG—Qk(P—l)p2(a+Xk)1{Ta:k} +PQG1{Ta>n}
k<n
e

BOME ) < 37 DB oo < ¢, 57 (2 D) 4 < o,
k<n k

=Cq

il che prova che (M, ap)n € limitato in L.

d) Per z = 0, 'uguaglianza ¢ banalmente soddisfatta. Sia quindi z > 0.
Ovviamente M, nn, — M,, q.c. e da c) si ha che M, A, — M;, anche in L?, dunque in
L'. Allora,

1 =E(Mo) = E(Mr,nn) — E(M-,),

quindi E(M,,) = 1. Ma M,, = e (=1 pS quindi
E(e 7Y pfrm) = 1,

e la tesi & vera per x = p—1 > 0. Oppure, essendo { M, an }» una martingala che converge
in L' a M., per il teorema di convergenza in L' possiamo scrivere

MT An — E(MTa ‘ yn)

a

e passando alle medie,
]E(Mra/\n) = E(MTa)'

Ma E(M,, ) = E(Mo) =1 e E(M,,) = E(e="?=1 pSm), da cui la tesi.

a

Infine, essendo S, > a si ha
1= B(e ™ ( +1)%) > (2 + 1)°E(e ™),
e quindi

1

E(efﬂlaﬁ) < m.
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