ESERCITAZIONE IX
COMPLEMENTI DI PROBABILITA
A.A. 2011/2012

Argomenti: convergenza debole.

Esercizio 1. Sia {X,}, una successione di v.a. tale che X, A X esia f
una funzione continua. Dimostrare che f(X,) = f(X).

Esercizio 2. (Convergenza in L' delle densita = convergenza debole)

a) Sia X, una v.a. con densita di probabilita f,, n = 1,2,... e sia f
tale che f, — f in L'(R,Leb). Dimostrare che f ¢ una densita di
probabilita e, dette X,, e X v.a. con densita f, e f rispettivamente,
X, — X in legge.

b) Pern =1,2,..., sia F(z) = x — w se0 <z <1 Fy(z)=0
sex < 0e F,(x) =1sex > 1. Verificare che F),, & una funzione di
distribuzione, per ogni n. Detta X, una v.a. con f.d. F,, verificare
che X, ha densita di probabilita f,,. Dimostrare poi che X,, — X in
legge, con X ~ Un(0,1), ma la successione delle densita {fy}, non
converge in L!'(R, Leb) (né q.o.) alla densita uniforme su (0, 1).

Esercizio 3. Sia {X,}, una successione di v.a. tali che X,, ~ Un(0, 2).

a) Studiare la convergenza in legge della successione {n? X, },, v € R.
b) Studiare la convergenza in legge di {(nX,)’}., B € R.

Esercizio 4. Siano {X,},, {Yn}n due successioni di v.a. e X, Y due ulte-
riori v.a. Dimostrare che

se X, DX eV, "5y allora X, +Y, -5 X+Y

dove ““Z3” denota la convergenza q.c. oppure in probabilitd! oppure in L?.

Mostrare che lo stesso risultato in generale non vale se “—” = convergenza
in legge.

Esercizio 5. E noto che se X,, 3 X non ¢ detto che X,, — X in probabilita.
Dimostrare perd che se X,, — ¢, con ¢ € R, allora X,, — ¢ in probabilit.
Generalizzare il risultato in dimensione d qualsiasi.

Esercizio 6. Siano {Z,}, e {V,}» due successioni di v.a. su R? tali che
Zn — Z in legge e V;, — c in legge, dove ¢ € RY & una costante. Dimostrare
che Z, +V,, = Z + ¢ in legge.

!Potrebbe essere utile il seguente fatto: se U e V denotano due v.a. allora per ogni
0>0,{|lU+V|>0} c{|UI+|V]|>d} C{|U|l >d/2U{|V]>d/2}.



Esercizio 7. [Il metodo delta] Sia {X,}, una successioni di v.a. su
R tale che {\/n(X, — m)}, converge in legge ad una v.a. N(0,0?), dove
m € R e ¢ > 0. Dimostrare che per ogni funzione g € C!, la successione
{vn(g(Xy) — g(m))},, converge in legge ad una v.a. N(0, (cg’(m))?).
[Sugg.: 1) dimostrare che X,, — m in probabilita; 2) dimostrare che ¢g(X,) =
g(m) + ¢' (&) (X, — m), con &, — m in probabilitd; 3) dedurre che \/n(g(X,) —
g(m)) = (¢'(&) — ¢'(m))vn(X,, — m) + g'(m)/n(X, —m) ed usare lesercizio 6.]
Esercizio 8. Sia {X,},>1 una successione di v.a. indipendenti tali che
P(X, =0) =1/n =1-P(X,, = n%), con a € R fissato. Studiare la
convergenza d.c., in probabilita, in LP e in legge di {X,,},. Cosa cambia se
si elimina 'ipotesi di indipendenza?

Esercizio 9. a) Siano X3,..., X, v.a. ii.d. con legge Po()\)?. Dimostrare
che Sy, == >}y X ~ Po(n ).
b) Sia g € C3(R). Dimostrare che, per ogni A > 0,
[k (nA)F
lim g<7) (nA) e = g(N).

Esercizio 10. a) Sia {un}, la successione di misure di probabilita su
(R, Z(R)) definita da

Hn = (1 - an) 0o + vy, Ony,

dove d; = d,) denota la misura di Dirac in z € R e {an}n ¢ una
successione in [0,1]. Dimostrare che {py}, converge debolmente per
n — oo se e solo se lim,, o oy, = 0.

b) (convergenza in legge # convergenza in LP) Usando a), costruire un
esempio di successione { i, },, che converge debolmente ma tale che non
convergano le successioni delle medie e/o delle varianze alla media e/o
alla varianza del limite.

Esercizio 11. a) Siano {un}n € {vn}n due successioni di misure di prob-
abilita su (R?, Z(R?)) tali che p, — 1 € vy — v Per n — 00, Con i e v
due misure di probabilita su (R, Z(R). Dimostrare che® i, v, — 1.

b) Sia g una misura di probabilita su (R?, Z(RY)) e sia v, la legge
N(0,02). Dimostrare che y * v, — u per o, — 0.

28i ricorda che X ~ Po(u) se P(X = j) = ’;—J, et conj=0,1,...

*Ricordiamo che % denota il prodotto di convoluzione tra p e v: pxv(A) = [, p(A—
z)v(dz) = [ v(A — z) u(dz), dove, per z € REA—z={zeR: zc=y—2 yc A}
¢ insieme che si ottiene traslando A con z. Si ricorda inoltre che, dette X e Y due v.a.
indipendenti con legge 1 e v rispettivamente, allora pu* v € lalegge di X +Y.



c) Dedurre* che presa u € Prob(RY), esiste una successione {f,}, C
L' (R, (R%),Leby), con f, > 0 q.o. per ogni n, tale che

/h(x),u(d:n) = lirlln/h(x)fn(m)dw, Vh € Cy(RY).

Esercizio 12. (Un po’ di controesempi)

a) (convergenza in legge # convergenza q.c., in probabilita, in LP) Sia
Y ~ Un(0,1) e {X,}n, tale che X,, = Y per ogni n. Studiare la
convergenza di {X,},a X =1-Y.

b) Sia {X,}, tale che P(X,, = n%) = 1/n? =1 —P(X,, = 0). Studiare, al
variare di @ € R, la convergenza di {X,},.

c) Sia {X,}, tale che P(X,, = 1) =1/n =1—-P(X,, = 0). Studiare la
convergenza di {Xp, }n.

Esercizio 13. Sia X,, una v.a. discreta, uniforme su E, = {1,2,...,n}.
Studiare la convergenza in legge di {X,,/n}n.

Esercizio 14. Sia N il primo istante (aleatorio!) in cui si osserva 'uscita di
testa in una serie di lanci ripetuti di una moneta. Sia p € (0, 1) la probabilita
che esca testa. Studiare la convergenza in legge® di 2pN quando p — 0.

Esercizio 15. Sia {Y},}, una successione di v.a. i.i.d., uniformi sull’insieme
{0,1,...,9}. Pern>1,sia X, =5, | Y 10~*. Usando le funzioni carat-
teristiche, dimostrare che X, converge in legge ad una v.a. uniforme su
[0, 1]. Dedurre poi che esiste una v.a. Z ~ Un(0, 1) tale che X,, — Z q.c.

Esercizio 16. Dato (Q,.#,P), poniamo L? = L3(,.Z,P) = {X : Q —
Re : E(|X]?) < oo} e per X € L2, [|X|]2 = (B(|X|?)"?. Definiamo® 2"

come l'insieme delle v.a. X a valori in R? tali che X ~ N(u, C'), per qualche
peR?e C € Mat(d x d) simmetrica e semidefinita positiva.

a) Dimostrare che 2" C L2.

b) Dimostrare che se {X,}, C 2, X, ~ N(up,Cy), & tale che X,, - X
in L? allora

b1) le successioni {E(X)}, e {E(X:X)}n, 4,5 = 1,...,d, conver-
gono;

“Ricordiamo che se v & assolutamente continua allora u * v & assolutamente continua
(cfr Esercizio 5, Esercitazione VII).

®Scrivere esplicitamente la f.c. di N e quindi di 2pN, studiandone poi il comportamento
asintotico per p — 0.

SRicordiamo che X ~ N(u, C) se e solo se X Z AY +pu, dove A eMat(d x d) simmetrica
& tale che A-A=CeY ~ N(0,Iqxq). Equivalentemente, se la funzione caratteristica di
X & ox (V) = exp(i(V, p) — 2(CV,9)).



b2) le successioni {fi,}n C R? e {Cy},, € Mat(d x d) convergono;
b3) si ha X ~ N(u,C), dove p e C sono t.c. p = limy, p, e C =
lim,, C,,.

c) Dimostrare che 2" ¢ un chiuso in L2.

Esercizio 17. Per n > 1, sia v, ~ N(0, %Idxd), dove I ;x4 denota la matrice
identica d x d.

a) Dimostrare che v, — 10y, essendo gy la massa di Dirac nell’origine.

b) Sia p €Prob(R?) e per n > 1 sia’ u, = p * v,. Dimostrare che
tin < Lebg per ogni n e che ji, — .

c) Dedurre che:

cl) se X,, — X in legge e X,, ¢ assolutamente continua per ogni n,
cio non implica in generale che X sia anch’essa assolutamente
continua;

c2) ogni v.a. X su R? si puo approssimare in legge con una succes-
sione di v.a. assolutamente continue.

"Ricordiamo che se p e v sono due misure di probabilita su R? allora p * v & la misura
su R? definita da p % v(A) = [i50 1a(z +y) p x v(dz,dy), A € R?. Come conseguenza, si
ha px v(A) = [oa (A — 2)v(dz) = [La V(A — 2)p(dz).
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SOLUZIONI

Esercizio 1 Poniamo Y, = f(X,) e Y = f(X). Presa g € %, allora
o f € Cy. Allora, poiché X,, = X,

E(g(Yn)) = E(go f(Xn)) = E(go f(X)) = E(g9(Y)),

quindi ¥, = Y. Oppure, dal Teorema di Skorohod esiste uno spazio di
probabilita (£2,.%,P) dov’e possibile definire una successione di v.a. {Z,},
e un’ulteriore v a. Z tali che Z, £ X, (“y” significa “ha la stessa legge”)
per ogni n, ZZ€Xe Zn — Z q.c. Essendo f continua, f(Z, )—> f(Z)q

Z
quindi £(Z,) % F(Z). Ora, poiché £(X,) Z f(Z) e F(X) £ £(Z), s ha
anche f(X,) = f(X).

Esercizio 2 a) Perché f sia una densita dev’essere f > 0 q.o. e [ f(z)dx =
1. Poiché f,, — f in L', per ogni A € #(R) si ha

‘/Afn(x)dw—/Af(x)d:U‘S/Alfn(:n) dx</|fn )| dz — 0

per n — oo, quindi

lim fn x)dr = /Af(x) dx, per ogni A € #B(R).

n—o0

Poiché fn ¢ una densita per ogni n, [4 fu(x)dz > 0 per ogni A € B(R) e
Jg fn(z)dz = 1. Ma allora fA x)dx > 0 per ogni A € Z(R), da cui segue
che f > > 0 q.0., ed inoltre fR dac =1, cio¢ f € una densita di probabilita.

Siano ora X, e X v.a. con densfca, rispettivamente, f, e f. Presa g € C},
allora

E(g(X,)) = / 9@ falz)dz e E(g(X)) = /R 9(2)f () de

Allora, se M, denota una costante positiva tale che |g(x)| < M, per ogni x,
si ha

Blo(X,)) = B@(X))] = | [ gta)fu(o)do = [ gla)s(o)da]
< /R 9(0)| [fa(z) — F(z)] dz

< My||fn = fllpr =0 per n — oo.

Quindi E(g(X,)) — E(g(X)) se n — oo per ogni g € %3, cioe X,, — X in
legge.
b) Per z € (0,1), si ha

F!(z) =1 — cos(2nmz) > 0,



quindi F, ¢ crescente su (0,1). Poiché per z < 0 F,(z) = 0 = F,(0) e per
x > 1 Fy(x) = 1= F,(1), F,, & monotona non decrescente. Inoltre, F,, &
continua per ogni n, quindi in particolare cadlag. Infine, F,(—o00) = 0 e
F,(+00) = 1, quindi F}, & una f.d. Notiamo infine che f,(z) = F) (z) esiste
per q.o. = e [p fu(x)dr =1, quindi

fn(x) = (1 - cos(2n7rx))1me(071)

¢ la densita associata alla f.d. F,.

Fissiamo ora x € R. Allora,

0 sex<0
per ogni x € R, lim F,(z) =F(z) =< = se0<z<l1
n—oo
1 sex>1

che ¢ la f.d. di una v.a. X ~ Un(0,1). Ma allora X,, — X in legge.
Detta f(z) = 1,¢(0,1) la densitd di X, in questo caso f,7 f in L'(R,Leb),
e neanche per q.o. x. Infatti, cos(2nmz) non converge q.o., quindi f,4 f
q.0. Inoltre,

1 1 2nm
[l fn — fllL :/0 | cos(2nmz)| dx = 3 )y | cost|dt
1 "=l p2(kt)n 1 =l ogeen C
= — tldt = — tldt = —
2nm kZ—O/Zkﬂ- | cos?] 2nm kz—o/o | cos] 27

dove C = f027r |cost|dt > 0. Quindi || f, — f||z1- 0.

Esercizio 3 Osserviamo anzitutto che la f.d. di X,, e

0 sex <0
Gp(x)=q¢ nr se0<z<1l/n
1 sex>1/n

a) Lafd. din" X, ¢

0 sex <0
Fl(z)=P(n"X, <x)=Gp(z/n)) = n 0z se0<z<n’!
1 se x >nYt

Allora, lim,, o Fy} () = F7(x), dove F7(z) =0sey>1le

0 sex<0
sey=1: Fl'(z)=< x se0<z<];
1 sex>1

0 sex<0
sey<l1: FV(x)—{l sea:;O.
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Quindi se v > 1 non c¢’e convergenza in legge: la funzione limite F'7 non € una
f.d., neanche se la si modifica su un insieme trascurabile, perché F7(+o00) =
0.
Se v =1, la f.d. limite ¢ la f.d. di una v.a. X ~ Un(0, 1), dunque nX,, —
X ~Un(0,1) in legge.
Se invece v < 1, la funzione limite F7 non ¢ una f.d. ma lo diventa se la si
modifica solo nel punto x = 0: posto

~ 0 sex<O0

T(x) =
F7(z) { 1 sex>0

allora F7 ¢ la f.d. della v.a. (costante) X = 0 q.c. e Fy(x) — F7(z) per
ogni x di continuita per F7, quindi n7X,, — 0 in legge (e in particolare
n? X,, — 0 in probabilita...).

b) Ser f =0, (nX,,)? = 1 q.c., quindi la convergenza ¢ ovvia. Studiamo
allora il caso 8 # 1.

La fd. di (nX,)? ¢ F,?(:J;) = P((nX,)? < z). Per 8 >0, FﬁB(a:) =0 se
rz<0e F{?(l‘) =P(X, < xl/ﬂ/n) se x > 0, quindi

0 sex <0
Flz)=FPz)={ 2% se0<az<1
1 sex>1

Per g < 0, F,?(:z) =0se z <0 e seinvece x > 0 si ha F,?(ac) =P(X, >
28 /n) =1 - P(X, < zY#/n), quindi

0 sex <1

Ff(m):Fﬁ(x):{ O et

Allora, per 8 # 0, FY non dipende da n, quindi (nX,,)? converge in legge
ad una v.a. Xz con f.d. FB.

Esercizio 4 1) Sia Ao convergenza q.c. Allora, esistono Nx, Ny € &
tali che

P(Nx) =0 e per w ¢ Ny, ILm Xn(w) = X (w)
P(Ny) =0 e per w ¢ Ny, li_)m Y, (w) =Y (w).
Posto N = Nx U Ny, allora P(N) =0 e perw ¢ N,
Tim. (Xn(w) + Yn(w)) = Tim X, (w) + lim Y,(w) = X(w) + Y(w),

cioe X,, +Y,, converge q.c. a X +Y.
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2) Sia Ty~ convergenza in probabilita. Fissato § > 0,
IP’(\(Xn +Y,) - (X +Y)| > 5) < p(yxn ~X|> 5/2) +]P>(]Yn Y| > 5/2)

Poiché, per ogni 6§ > 0, IP’(|Xn ~X|> 5/2) S0e IP’<|Yn Y] > 5/2) =0
per n — 0o, si ottiene, per ogni d > 0, ]P’(|(Xn +Y,) - (X+Y) > 5) — 0
per n — oo, cioe X, + Y, — X +Y in probabilita.

3) Sia = convergenza in LP. Allora,
X+ Vi) = (XY = (X = X) o+ (V= V) < X — X[+ Yo=Y,

da cui segue immediatamente la tesi.

3) Sia - convergenza in legge. Prendiamo, ad esempio, due successioni
costanti: X, = X e Y, = —X, per ogni n. Ovviamente X,, — X in legge
eY, > Y = —X in legge. Inoltre, X,, +Y,, = 0. Pero, prendiamo due
v.a. U e V indipendenti e tali che U ha la stessa legge di X e V ha la
stessa legge di Y = —X. Allora, si ha anche X,, — U in legge e Y,, — V in
legge. Ora, se 'affermazione fosse vera, si avrebbe X, +Y, =0—>U+V in
legge, che da U +V = 0 qg.c., il che non & vero in generale e prova ’assurdo
(si immagini, ad esempio, X ~ N(0,1): allora U ~ N(0,1), V ~ N(0,1) e
U+V ~N(0,2)).

Esercizio 5 La funzione di distribuzione di X = ¢ q.c. ¢

0 sex<c
F(a:)—{ 1 sex>c

e per ipotesi si ha
F,(xz) — F(x) per ogni = # c,

dove F), denota la funzione di distribuzione di X,,. Ora, preso € > 0, si ha
P(|X, —c|>¢e)=P(X,, >c+e)+P(X,, <c—¢)
=1-P(X,<c+e)+P(X,<c—e¢)
<1—-Fy(c+e)+ F(c—¢)

e quindi

limsupP(|X,, —¢c| >¢e)<1—F(c+e)+ F(c—¢)=0

n—oo

da cui la tesi.
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Esercizio 6. Siano ¢z, v, e ¢z la funzione caratteristica rispettivamente
di Z,+V, e Z+c. Ricordiamo che, essendo c costante, V,, — ¢ in probabilita.
Si ha,

0201V () = @z 4c(t)] = [E(HZnHVnry — F(e!h7H))
= |E(€7» t Zn+Vn _ Z(t,Zn+C> + €i<t7Zn+C> - 61<t,Z+C))|
< E(|€7, (t,Zn) | et i(t,Vn) _ ei<t7c>|)+
<1

+ |ei(t,c>| _|E(ei(t,Zn) o ei(t,Z))|
——

<1

SE([eM0V) — e 1y o)+

<[(t, Vo) = (8. [<[t]| Ve —c]

&, Va) et

E(e’ N 1 v—eay) + [92.(8) = 2(D)]

<2
< 6+ 2P(|Vi — ¢ > 6) + |z, (t) — pz()]

dove § > 0. Passando al limite per n — oo, P(|V,, —¢| > 0) = 0 e |pz, (t) —
vz (t)| — 0, quindi

limsup |z, +v, (t) — pz+c(t)] < |15
n

Poiché § si puo scegliere arbitrariamente piccolo, si ha ¢z, +v, (t) = pz4c(t)
per ogni t, da cui la tesi.

Esercizio 7. 1) Dimostriamo che X,, — m in probabilita: per ¢ > 0,
P(| Xy —m| > e) = P([vVn(Xn —m)| > ev/n)

e per ogni n > N, N fissato,
P(|X,, —m| > ) < P(|v/n(X, —m)| > eVN).

Allora,

lim sup P(| X,, — m| > ¢) < limsup P(|v/n(X,, — m)| > eV/N)
n n
<1-P(Z<eVN)-P(Z<—eVN-1).

Ora, se N — oo otteniamo lim,, P(|X;, — m| > ¢) = 0, da cui X,, — m in
probabilita.
2) Usando lo sviluppo di Taylor al primo ordine, si ha g(X,) = g(m) +
g (&) (X, — m). Poi, ricordando che &, (w) = t(w) X, (w) + (1 — t(w))m con
t(w) € [0,1], si ha |&, — m| < |X,, — m| e da 1) segue che &, — m in
probabilita.



3) Si ha,

\/E(Q(Xn) - g(m)) = (gl(gn) - gl(m))\/ﬁ(Xn - m) + gl(m)\/ﬁ(Xn - m)
=V, + Z,.

Ora, Z, = Z ~ N(O, (g’(m))202) e V,, — 0 in probabilita: presi e, N > 0,
P(IVal > &) = P(1(g'(€) = ¢/(m) ) V(X = m)| > &, [VA(X = m)| > N )+
Hlvn(Xn—m)[>N}
+P(1(g'(€) — 9'(m)) V(X = )| > &, [VA(Xy —m)| < N )
C{Nlg' (€n) =g’ (m)|>,|vn(Xn—m)|<N}C{lg' (§n) =g (m)|>e/N}

< P(|va(Xu —m)| > N) +B(|g/ (&) ~ g'(m)| > </N)

Ma &, — m in probabilita ed essendo ¢’ una funzione continua, si ha anche
g (&) — ¢'(m) in probabilita, da cui

limnsupIP)(|Vn| >e) < limnsupIF’<|\/ﬁ(Xn —m)| > N)
<1-®(eVN) - d(—eVN - 1)

dove ® denota la f.d. di una legge N(0, 0?). Passando al limite per N — oo,
si ottiene V;, — 0 in probabilita. La tesi ora segue usando I’esercizio 6.

Esercizio 8 X,, assume solo due valori: 0, con probabilita 1/n, e n®, con
probabilita 1 — 1/n, E quindi semplice calcolare la f.d. F,, di X,:

0 sex<0
Foz)=P(X, <z)={ 2 se0<z<n”
1 sex>n“

Quindi, per ogni = € R esiste lim,_,oc F,(z) = Fy(x), dove: per a < 0,

Folz) = 0 sex<0
o) = 1 sex>0;

se a =0,

Folz) = 0 sex<1
o\%) = 1 sex>1;

se invece a > 0,
Fy(x)=0.

Allora, se @ > 0 il limite delle F}, non converge ad una f.d. (la funzione limite
non diventa una f.d. neanche se la si modifica su una quantita numerabile di
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punti), quindi in tal caso non c¢’e convergenza in legge, dunque nessun’altra
forma di convergenza. Studiamo ora i rimanenti casi.

e o < 0. La funzione limite F, differisce dalla f.d. della v.a. X = 0 q.c.
solo nel punto x = 0, che e il punto di salto, quindi possiamo concludere che
X, — 0 in legge, dunque in probabilita. Vediamo se tale convergenza vale
anche q.c.: fissato § > 0,

1—% se § < n®

]P’(\Xn\>5):IP’(Xn>6):{ 0 5> ne

Ora, poiché n* — 0 per n — oo, per ogni n grande si ha che § > n?,
dunque P(|X,,| > ¢) = 0 per ogni n grande. Ma allora la serie ) P(|X,| >
9) converge, e da BC1 deduciamo che X,, — 0 q.c. Infine, studiamo la
convergenza (ovviamente a 0) in LP:

nP
E(|XpP)=— —0 pern— oo
n
da cui segue che X,, — 0 anche in LP.

e o = 0. La funzione limite Fj ¢ la f.d. dellav.a. X =1 q.c., quindi X,, — 1
in legge, dunque in probabilita. Vediamo se tale convergenza vale anche q.c.:
fissato § > 0,

1—41 §<1
P(|X,| > 6) = P(X,, > 0) = no e
0 sed>1

Allora la serie ) P(|X,,| > d) non converge, e da BC2 (ricordiamo che per
ipotesi le X, sono indipendenti) deduciamo che X, 1 q.c. Infine, studiamo
la convergenza (ovviamente a 1) in LP:

1
E(|Xn—1|p):ﬁ—>0 per n — 0o

da cui segue che X,, — 1 in LP.

Infine, 'ipotesi di indipendenza ¢ stata usata solo per applicare BC2 e per
dimostrare che, nel caso o = 0, X, 1 q.c.: se si elimina l'ipotesi di in-
dipendenza, potrebbe anche essere che X,, — 1 q.c., per a = 0.

Esercizio 9 a) Se X ~ Po(u), la sua f.c. &

p(0) =E(Y)
o k 0 i0\k
_ ok T, (pe)
=) eiqet=et Yy (1)
k=0 k=0

— 16 0 _
= e 'u'eiu’e :elu’(e 1).
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Allora, ricordando che S, = Y} _; X, con X, indipendenti Po()),
9) — - ) = (A= Z nAe?-1)
0s5,(0) = [ ox.(6) = (e =e
k=0

e confrontando con (1) deduciamo che S,, ~ Po(n)). Oppure, si puo di-
mostrare per induzione che la somma di Poisson indipendenti da ancora una
v.a. di Poisson usando la convoluzione(: farlo!!).

b) La LGN assicura che S, /n — E(X;1) = A q.c. per n — o0, quindi in
particolare S,,/n — A in legge. Poiché g € Cy, si ha

i £ (g(22)) = BloO)) = 900

n—o0

Ora, osservando che

() - Sol8) o

=0

si ottiene la tesi.

Esercizio 10. a) Mostriamo anzitutto che {, }, & tight se e solo se® o, — 0
per n — oco. Per K > 0,

:U’n([_K’ K]) = (1 - O‘n)éo([_K’ K]) +ap 5n([_K7 K])
=(1—an) +apdn([-K, K]).

Allora, per ogni n > K, u,([—K, K]) = (1 — ), quindi

inf pin([—K,K]) = inf (1 — o) =1— n
nf ([ D)= inf (1-an) sup a

Quindi, se o, — 0 per n — oo esiste ng tale che a,, < € per ogni n > ng:
scelto allora K = ng, si ha che

inf pp([-K,K])=1—supa, >1-—c¢,
n>K n>K

cioe { i, }n € tight. Viceversa, supponiamo che p, sia tight: per ogni € esiste
un K > 0 tale che

1 —e <infu,([-K,K]) < inf p,([—K,K]) =1— sup ay,.
n n>K n>K

Ma allora, per ogni € > 0 esiste ng tale che per ogni n > ng si ha che
0 < ay <eg, cioe a, — 0 per n — oo.

8L’idea & che, se an- 0, allora pi,([n, +00)) = pn({n}) = a, non va a 0 per n — co:
la “massa” di p, “scappa’ all’infinito.
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Cio prova che se {yy }n converge debolmente allora lim,, o o, = 0. Dimos-
triamo ora che vale anche il viceversa: supponiamo che «, — 0 e dimostri-
amo che {uy}, converge debolmente. Sia F), la f.d. associata a pi,:

0 sex <0
F.(z) = pn((—00,z]) =¢ 1—a, sel0<z<n
1 sex>n

Quindi, se oy, — 0, F,(z) — F(x), dove

F:{O sex <0

1 sex>0

che ¢ la f.d. della v.a. X =0 q.c., quindi j, — g = dp.

b) Fissiamo una successione oy, che va a 0, quindi il limite debole delle p,
e p = dp. Quindi la media e la varianza associate a u sono entrambe uguali
a 0. La media associata alle u,, €

/x,un(dw)—0-(1—an)+n'an—nan.
R

Quindi, la successione delle medie non converge alla media del limite se e
solo se na,# 0, ad esempio o, =n~?, con 0 < B < 1 (ma anche o, = 1/n
se n & pari e a, = 1/(2n) se n & dispari). Calcoliamo la varianza di p,:

/ 2% pn(dz) — (nay)? =0 (1 —ap) +n? -y —n? a2 =na,(1 — ay).
R

Non c’¢ convergenza delle varianze se e solo se n? a,, % 0, ad esempio o, =
n B con0< <2 (si noti che per 1 < § < 2 non convergono le varianze
ma convergono le medie).

Esercizio 11. a) Indichiamo con ¢,,, ¢u, € @u,«w, la funzione carat-
teristica di pn, vn € pn * vy rispettivamente. Sappiamo che, per n — oo,
P — Pu € Pu, — Py, dove ovviamente ¢, e ¢, denotano le f.c. delle leggi
limite p e v. Ora, dette X, e Y}, delle v.a. con legge u, e v, rispettivamente,
la misura u, * v, € la legge di X,, +Y,, quando si supponga che X,, e Y}, sono
indipendenti. Analogamente, la misura u* v & la legge di X +Y, con X e
Y indipendenti e di legge, rispettivamente, 1 e v. Ma allora,

Lm0, (0) = lim @y, 1y, (0) = lim ox, (6)ey, (9)

= lm 0, (0)00, (0) = ¢u(0) 00 (0) = ox (O)¢y (0) = ox+v () = P (0)

per ogni 6 € R, da cui la tesi.

b) La tesi segue da a) una volta mostrato che v, 2 8o per o, — 0, dove
0o denota la misura di Dirac in 0. Infatti, in tal caso la legge limite sarebbe
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uxdg, ovvero la legge di X+0 = X, dove X e una v.a. con legge . Mostriamo
quindi che v, 2 6o per o, — 0. Ricordando che Vo, ~ N(0,0,2), la sua
fc. e

Pu,, (0) = emon’ /2 1, quando o, — 0.

Ora, ovviamente ps,(0) = E(¢?°) = 1 per ogni 0, quindi v,, — do.

¢) Sia v, = vy, con o, = 1/n. Allora (Esercizio 5, Esercitazione VII),
1 * vy < Leby perché v, < Leby. Posto f, = dLeb , da b) si ha

/ h(z) fu(z)dz = / h(2)n (dz) — / h(z)u(dz), n — oo

per ogni h € Cy(RY), da cui la tesi.

Esercizio 12. a) |X,, — X| = |1 —2Y|, quindi X,,4 X q.c., in probabilita

e in LP. Studiamo la convergenza in legge. La f.d. di X ¢
Fx(z)=P1-Y <z)=1-Fy(1—2x).

Ora, poiché Y ~ Un(0,1), Fy(y) =y pery € [0,1), Fy(y) =0sey <0e
Fy(y) =1 per y > 1, quindi

0 sex<0
Fx(z)=q¢ z se0<z<1
1 sex>1

cioe X ~ Un(0,1). Allora, F, (z) = Fx(z) per ogni X, quindi X,, - X in
legge.

b) Cominciamo a studiare la convergenza in legge. La legge di X,, & p, =
(1—1/n?) 60 +1/n%6,a: si verifica facilmente che X, — 0 in legge, per ogni
a € R, in modo analogo a quanto visto nell’esercizio 10. Oppure, si noti che

0 sex <0
Fx, (x) = 1—% se 0 <x<n®
1 sex >n

e Fx, (x) — F(x) per ogni = € R, dove

0 sex<O
F(x)—{ 1 sez>0

¢ la f.d. della v.a. X =0 q.c. Ma allora X,, — 0 in legge, quindi in proba-
bilita (perché il limite & costante q.c.). Inoltre, X = 0 q.c. ¢ il “candidato
limite” per ogni altro tipo di convergenza. Studiamo la convergenza in LP:

E(|Xn|") = n*P72,



dunque X,, — 0 in LP se a < 2/p. Per la convergenza q.c., osserviamo che,
fissato § > 0,

1 «
“3 sen® >

]P’(]Xn\>5):]P’(Xn:na,na>5):{O S

In ciascun caso, Y., P(|X,| > ) < Y, 1/n? < oo, quindi X,, — 0 q.c. per
ogni o € R.

Ricapitolando, X,, — 0 g.c., in probabilita e in legge per ogni « € R; fissato
p, Xp = 0in LP se a < 2/p e se invece a > 2/p, X, non converge in LP.
c) X, — 0 in legge: si prova con argomenti analoghi a quelli usati in b).
Quindi, X,, — 0 anche in probabilita.

Per la convergenza in LP, il limite non puo che essere 0 e
1
E(|X,P) = — =0, per n — oo
n

quindi X,, — 0 in LP per ogni p.
Studiamo infine la convergenza q.c. Sia § > 0: se § > 1 allora P(|X,,| >
d i.0.) = 0. Se invece § < 1 allora

P(|Xn| > 6 i.0.) = P(X, = 11.0.) = P(Ny Upsn {Xn = 1})
= lim P(Ugsn{Xn = 1}) = lim lim P(UJ,{X,, = 1}).

n—o0 m—0oo
Ora Upr {X, =1} D {X,, = 1}, quindi P(U" {X,, =1}) > P(X,, = 1) =
1 —1/m. Allora, per 0 < 4 <1,
. . . 1
P(|X,| > 0 i.0.) > lim lim (1 — —> =1,

n—o0 m—oo
dunque P(|X,,| > 0 i.0.) =1 e cio prova che X,,-4 0 q.c.
Esercizio 13. Poniamo Y,, = X,,/n. Per ogni n fissato, Y,, ¢ a valori in

{1/n,2/n,...,1}, quindi Fy,(y) =0sey < 0e Fy,(y) = 1lsey > 1. Se
invece y € [0, 1),

Fr) =B <ng)= Y (X =) = "2
k:k<ny

dove [ny| denota la parte intera di ny. Poiché [ny]/n — y per n — oo, si
ottiene

0 sex<0
li_)rn Fy(yy=F@y)=4 vy se0<zx<l1
nee 1 sex>1

F ¢lafd. di una v.a. Un(0,1), dunque Y,, — Y in legge, con ¥ ~ Un(0, 1).
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Esercizio 14. Cerchiamo dapprima la legge di N. Ovviamente N puo
assumere i valori 1,2, ..., corrispondenti al lancio in cui per la prima volta
si ottiene testa. Indichiamo con X, il risultato dell’n-esimo lancio: X,, =1
se esce testa e X,, = 0 se esce croce. Assumendo (ragionevolmente) le X,
indipendenti, si ha P(N =1) =P(X; = 1) =p e per k > 2,

P(N=Fk) =P(X;=0,X0=0,..., X1 =0,X,=1)=(1-p)*!p
(ovvero, N ¢ una v.a. geometrica di parametro p). Studiamo la f.c. di 2pN:

papn () = on(2p0),

dove
. > . N\ k-1
on(t) =E(eN) = 37 (1 = p)lp = ip 3 (1= p)e)
k=1 k=1
. "N . 1
— 62tp ( 1 -p 611&) — eztp—'
kz() ( ) 1—(1—p)et
Allora,
2ip6
pe
papn (0)

ST e
Ora, per p — 0, €2PY = 1 + 2ipf + o(p), quindi, sempre per p — 0,

B p(1 4 2ipf + o(p))
1= (1—p)(1+ 2ipf + o(p))
B p(1 4 2ipd + o(p))
~ —2ipf — o(p) + p + 2ip20 + po(p)
1+ 2iph + o(p) p—=0 1
= S50 o)1t it o) | 1—2i 90

p2pN (0)

Poiché il limite esiste per ogni 6 e la funzione limite g € continua in 8 = 0, il
teorema di convergenza garantisce che 2pN converge in legge, per p — 0, ad
una v.a. che ha g come f.c. Infine, osservando che g(f) = =5 = o ©
la f.c. della legge esponenziale di parametro 1/2, si puo concludere che 2pN

converge in legge ad una v.a. che si distribuisce come una Exp(1/2).

Oppure, si puo anche procedere come segue. Indicando con F), la f.d. di
2pN, si ha Fy(z) = P(2pN < z) = P(N < 2/2p). Quindi, F)(z) = 0 se
T < 2peperz > 2p,

[=/2p)-1
Fpl)y= >  (1-pFlp=p Y @@-p*
k:1<k<z/2p k=0
(1 — p)lz/2p]
B e €l ) L WS R O )

1-(1-p)
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Allora,

. F() F() 0 sex <0
im x) =
p—0 1—e%/2 se x > 0,

che ¢ laf.d. diuna Exp(1/2), dunque 2pN — X in legge, con X ~ Exp(1/2).

Esercizio 15 Calcoliamo la f.c. di X,,: ricordando che le Y}, sono indipen-
denti, si ha

ex,(0) = H Py10-+(0) = H 0y, (1077 9).
k=1 k=1

Ora,
Sy ” 1 & ; 1 — oloit
— Z 1 1] | o Lt-e
PYs (t) = ¥r; (t) Z e 1 10 JZO ( ) 1 — ezt)
Quindi,
n 107+ +140
1—e
vx,(0) = H T 10-Fi0
bt 10(1 — el07™0)
1 — l0i6 1— 610*11'0 1— 610721-9 1— 6107n+1i9
T 10(1 — 100 T 10(1 — €107 %) 10(1 — el0 %) T 10(1 — 10 "if)
1— e

- 10n(1 _ 610—”1'9)

Ora, per z ~ 0, €% — 1 = iz + o(z), per ogni f fissato, quindi per n — oo,

L p107Mi0 _ 4
10n(1 — 610 19) = —107_” = _29 + 0(107”'),
da cui segue che
e —1
i ex,(0) = =5

Infine, se U ~ Un(0,1) allora

e — 1
i0

1
pu(0) :/ e du =
0

da cui segue che X, converge in legge ad una v.a. Un(0,1).

Per dimostrare che X,, converge anche q.c., osserviamo che, per ogni w,
Xp(w) = 30, Ye(w) 107% e Yi(w) > 0 per P-q.o. w, quindi X, (w) cresce
all’aumentare di n. Inoltre, P-q.o0. w,

0 < Xn( ZYk 10"‘?3%9-10*39%10"“:
k=1 k=1
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quindi {X,(w)}, € una successione monotona non decrescente e limitata,
P-q.0. w, quindi convergente. Cio prova che esiste una v.a. Z tale che
X, — Z q.c. Inoltre, X,, — Z anche in legge, quindi per quanto gia visto
dev’essere Z ~ Un(0,1).

Esercizio 16. a) Essendo X Z Ay + u, dove A eMat(d x d) & simmetrica
etaleche A-A=CeY ~ N(0,Ijxq), si ha
E(X[?) = E(X' - X) = E((AY + )/(AY + ) = E((u' + Y*A)(AY + 1)
=RE(u'AY + plp + YTALAY + YA )
= Pt AR(Y) + plp + E(YIOY) + E(YH Alp
Ricordando che E(Y) = 0 e che E(Y'Y7) = §;;, otteniamo
d
E(X|?) = ptu+EYICY) = plp + Z (YiCyY7) = p'p+ ) Cii < 00
ij=1 i=1
quindi X € L?l.
bl) Supponiamo che X,, — X in Lfl. Allora, X,, — X in Lcll. Ma, per
ognii=1,...,dsiha |X! — X <|X, - X|equindi X! - X*in L!. Ma
allora pf, = E(X%) — E(X*) = u, da cui p, — u, con u = E(X). Poi, presi
1,7 =1,...,d, usando la disuguaglianza di Cauchy Schwarz otteniamo
|E(X}X]) —E(X'X7)| <E(|X)X] — X' X))
=E(|X.X] - X, X7 + X X7 - X'X7))
< E(|1XG[1X5, - X71) + E(|x, - X7|X7))
< X021 — X e + 11X, — X[z | X | 2

Ora, essendo per ogni U € L2, ||U ;2 < HU||L§, se X, — X in L? eviden-
temente si ha || X%|/;2 — || X2 e | XE — X2 — 0. Quindi,

[E(X,X7) = E(X'X7)| < [|XG 1|21 X7, = X7 || 2 + (15, = X7 2| X7 || 2 = 0.
Ma, allora,
pni, + (Cn)ij = B(X;, X7) = E(X'X;) = Tyj.
Poiché pu, — p, o
(Cn)ij = Cij =Tij — p'1r.

E immediato verificare che C & simmetrica e semidefinita positiva, dunque
anche b2) & a posto.

b3) Poiché X,, - X in Lfl si ha X,, — X in legge. Quindi, passando alle
funzioni caratteristiche,

ox(¥) =limpx, (V) = lim ciltin9)—5(Cnd, D)
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Poiché p, - pe C, — C,

ox(9) = ei(p,ﬁ)—%(Cﬂ,ﬂ)

e dunque X ~ N(u, C).

c) Sia {X,,},, una successione di 2~ convergente in L7 a X. Allora, abbiamo
appena visto che X € 2, dunque £ & un chiuso in L?l.

Esercizio 17. a) Detta 7, la f.c. di v, si ha
o —5l9? 5,
Vn(ﬂ) =e€e n — 1= (5{0}(19)

e la tesi segue dal teorema di continuita di Lévy.
b) Detta p,, la densita di una N(0, %Idxd), per A € Z(R?) si ha,

)= [ ([ wan)utas = [ ([ pu@s)utaz)

Fissato z € R? e considerando la sostituzione & = y— z nell’integrale interno,

otteniamo
/ pn(x) dx = / pn(y — 2) dy.
A—z A

Usando Fubini, si ha

fin(A) :/Rd (/Apn(y—Z) dy)u(dZ) Z/A(/den(y—Z)M(dZ))dy

da cui si ottiene immediatamente che

) = [ty 2t

Per dimostrare che p, — p, possiamo usare 1) il teorema di continuita di
Lévy oppure 2) la definizione di convergenza debole. Vediamoli entrambi.

1) Il punto & che (cfr. Esercitazione 8) 11 * ,,(9) = ji(9) - p(9) e vp(9) =
e~="” 5 1 quando n — oo, quindi i * v, (9) — [(9) e la tesi & dimostrata.

2) Per h € Cy, [pa |h(x)|p * vn(dz) < 0o, quindi 'uso di Fubini che faremo
a breve e giustificato. Si ha,

/R B va(d) = /R () g;egz (2)da
_ /Rd h(a:)(/den(x — =) pld) ) d

[Fubini] = /Rd </]Rd h(z)pn(z — 2) dm)u(dz)
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Ora, per ogni z € R? fissato, p,(z — 2) dz = v (dz) dove vZ ~ N(z, L1,44).
E immediato verificare che Vi it df21, € quindi

/ h(z)pn(x — z)dx = / h(z)vi(dx) — h(z) 02y (dz) = h(z)
R4 R4 R4

perché h € Cy. Inoltre,

\/Rd h(z)pn(z — 2) dx‘ < /Rd |h(2) |V (dz) < |||

Allora, per convergenza dominata otteniamo che
/ h(z)p * vy (dx) = / (/ h(z)pn(x — z) dx)u(dz) — h(z) u(dz)
Rd Rd N JRE R
da cui la tesi.

c) 1l controesempio in c1) segue da a): basta prendere X,, ~ N(0, 2 I q) e
X =0 q.c. Per ¢2), fissata X ~ pu, basta prendere X,, ~ p*v,: X, = X in
legge e ciascuna X, ¢ assolutamente continua, indipendentemente dal fatto
che X lo sia o no.
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