
Esercitazione IX
Complementi di Probabilità
a.a. 2011/2012

Argomenti: convergenza debole.

Esercizio 1. Sia {Xn}n una successione di v.a. tale che Xn
w→ X e sia f

una funzione continua. Dimostrare che f(Xn)
w→ f(X).

Esercizio 2. (Convergenza in L1 delle densità
:⇒ convergenza debole)

a) Sia Xn una v.a. con densità di probabilità fn, n = 1, 2, . . . e sia f
tale che fn → f in L1(R,Leb). Dimostrare che f è una densità di
probabilità e, dette Xn e X v.a. con densità fn e f rispettivamente,
Xn → X in legge.

b) Per n = 1, 2, . . . , sia Fn(x) = x − sin(2nπx)
2nπ se 0 ≤ x < 1, Fn(x) = 0

se x < 0 e Fn(x) = 1 se x ≥ 1. Verificare che Fn è una funzione di
distribuzione, per ogni n. Detta Xn una v.a. con f.d. Fn, verificare
che Xn ha densità di probabilità fn. Dimostrare poi che Xn → X in
legge, con X ∼ Un(0, 1), ma la successione delle densità {fn}n non
converge in L1(R,Leb) (né q.o.) alla densità uniforme su (0, 1).

Esercizio 3. Sia {Xn}n una successione di v.a. tali che Xn ∼ Un(0, 1
n).

a) Studiare la convergenza in legge della successione {nγXn}n, γ ∈ R.

b) Studiare la convergenza in legge di {(nXn)
β}n, β ∈ R.

Esercizio 4. Siano {Xn}n, {Yn}n due successioni di v.a. e X, Y due ulte-
riori v.a. Dimostrare che

se Xn
A−→ X e Yn

A−→ Y allora Xn + Yn
A−→ X + Y

dove “
A−→” denota la convergenza q.c. oppure in probabilità1 oppure in Lp.

Mostrare che lo stesso risultato in generale non vale se “
A−→” = convergenza

in legge.

Esercizio 5. È noto che seXn
w→ X non è detto cheXn → X in probabilità.

Dimostrare però che se Xn
w→ c, con c ∈ R, allora Xn → c in probabilità.

Generalizzare il risultato in dimensione d qualsiasi.

Esercizio 6. Siano {Zn}n e {Vn}n due successioni di v.a. su Rd tali che
Zn → Z in legge e Vn → c in legge, dove c ∈ Rd è una costante. Dimostrare
che Zn + Vn → Z + c in legge.

1Potrebbe essere utile il seguente fatto: se U e V denotano due v.a. allora per ogni
δ > 0, {|U + V | > δ} ⊂ {|U |+ |V | > δ} ⊂ {|U | > δ/2} ∪ {|V | > δ/2}.
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Esercizio 7. [Il metodo delta] Sia {Xn}n una successioni di v.a. su
R tale che {

√
n(Xn − m)}n converge in legge ad una v.a. N(0, σ2), dove

m ∈ R e σ ≥ 0. Dimostrare che per ogni funzione g ∈ C1, la successione
{
√
n(g(Xn)− g(m))}n converge in legge ad una v.a. N(0, (σg′(m))2).

[Sugg.: 1) dimostrare che Xn → m in probabilità; 2) dimostrare che g(Xn) =

g(m) + g′(ξn)(Xn − m), con ξn → m in probabilità; 3) dedurre che
√
n
(
g(Xn) −

g(m)
)
=

(
g′(ξn)− g′(m)

)√
n(Xn −m) + g′(m)

√
n(Xn −m) ed usare l’esercizio 6.]

Esercizio 8. Sia {Xn}n≥1 una successione di v.a. indipendenti tali che
P(Xn = 0) = 1/n = 1 − P(Xn = nα), con α ∈ R fissato. Studiare la
convergenza q.c., in probabilità, in Lp e in legge di {Xn}n. Cosa cambia se
si elimina l’ipotesi di indipendenza?

Esercizio 9. a) Siano X1, . . . , Xn v.a. i.i.d. con legge Po(λ)2. Dimostrare
che Sn :=

∑n
k=0Xk ∼ Po(nλ).

b) Sia g ∈ Cb(R). Dimostrare che, per ogni λ > 0,

lim
n→∞

∞∑
k=0

g
(k
n

) (nλ)k

k!
e−nλ = g(λ).

Esercizio 10. a) Sia {µn}n la successione di misure di probabilità su
(R,B(R)) definita da

µn = (1− αn) δ0 + αn δn,

dove δx ≡ δ{x} denota la misura di Dirac in x ∈ R e {αn}n è una
successione in [0, 1]. Dimostrare che {µn}n converge debolmente per
n → ∞ se e solo se limn→∞ αn = 0.

b) (convergenza in legge /⇒ convergenza in Lp) Usando a), costruire un
esempio di successione {µn}n che converge debolmente ma tale che non
convergano le successioni delle medie e/o delle varianze alla media e/o
alla varianza del limite.

Esercizio 11. a) Siano {µn}n e {νn}n due successioni di misure di prob-
abilità su (Rd,B(Rd)) tali che µn

w→ µ e νn
w→ ν per n → ∞, con µ e ν

due misure di probabilità su (R,B(R). Dimostrare che3 µn∗νn
w→ µ∗ν.

b) Sia µ una misura di probabilità su (Rd,B(Rd)) e sia νn la legge
N(0, σ2

n). Dimostrare che µ ∗ νn
w→ µ per σn → 0.

2Si ricorda che X ∼ Po(µ) se P(X = j) = µj

j!
e−µ, con j = 0, 1, . . .

3Ricordiamo che µ∗ν denota il prodotto di convoluzione tra µ e ν: µ∗ν(A) =
∫
R µ(A−

z) ν(dz) =
∫
R ν(A − z)µ(dz), dove, per z ∈ Rd, A − z = {x ∈ Rd : x = y − z, y ∈ A}

è l’insieme che si ottiene traslando A con z. Si ricorda inoltre che, dette X e Y due v.a.
indipendenti con legge µ e ν rispettivamente, allora µ ∗ ν è la legge di X + Y .
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c) Dedurre4 che presa µ ∈ Prob(Rd), esiste una successione {fn}n ⊂
L1(Rd, B(Rd),Lebd), con fn ≥ 0 q.o. per ogni n, tale che∫

h(x)µ(dx) = lim
n

∫
h(x)fn(x)dx, ∀h ∈ Cb(Rd).

Esercizio 12. (Un po’ di controesempi)

a) (convergenza in legge /⇒ convergenza q.c., in probabilità, in Lp) Sia
Y ∼ Un(0, 1) e {Xn}n tale che Xn = Y per ogni n. Studiare la
convergenza di {Xn}n a X = 1− Y .

b) Sia {Xn}n tale che P(Xn = nα) = 1/n2 = 1− P(Xn = 0). Studiare, al
variare di α ∈ R, la convergenza di {Xn}n.

c) Sia {Xn}n tale che P(Xn = 1) = 1/n = 1 − P(Xn = 0). Studiare la
convergenza di {Xn}n.

Esercizio 13. Sia Xn una v.a. discreta, uniforme su En = {1, 2, . . . , n}.
Studiare la convergenza in legge di {Xn/n}n.

Esercizio 14. Sia N il primo istante (aleatorio!) in cui si osserva l’uscita di
testa in una serie di lanci ripetuti di una moneta. Sia p ∈ (0, 1) la probabilità
che esca testa. Studiare la convergenza in legge5 di 2pN quando p → 0.

Esercizio 15. Sia {Yn}n una successione di v.a. i.i.d., uniformi sull’insieme
{0, 1, . . . , 9}. Per n ≥ 1, sia Xn =

∑n
k=1 Yk 10

−k. Usando le funzioni carat-
teristiche, dimostrare che Xn converge in legge ad una v.a. uniforme su
[0, 1]. Dedurre poi che esiste una v.a. Z ∼ Un(0, 1) tale che Xn → Z q.c.

Esercizio 16. Dato (Ω,F ,P), poniamo L2
d = L2

d(Ω,F ,P) = {X : Ω →
Rd : E(|X|2) < ∞} e per X ∈ L2

d, ∥X∥2 =
(
E(|X|2)

)1/2
. Definiamo6 X

come l’insieme delle v.a. X a valori in Rd tali che X ∼ N(µ,C), per qualche
µ ∈ Rd e C ∈ Mat(d× d) simmetrica e semidefinita positiva.

a) Dimostrare che X ⊂ L2
d.

b) Dimostrare che se {Xn}n ⊂ X , Xn ∼ N(µn, Cn), è tale che Xn → X
in L2 allora

b1) le successioni {E(X i
n)}n e {E(Xi

nX
j
n)}n, i, j = 1, . . . , d, conver-

gono;

4Ricordiamo che se ν è assolutamente continua allora µ ∗ ν è assolutamente continua
(cfr Esercizio 5, Esercitazione VII).

5Scrivere esplicitamente la f.c. di N e quindi di 2pN , studiandone poi il comportamento
asintotico per p → 0.

6Ricordiamo che X ∼ N(µ,C) se e solo se X
L
= AY +µ, dove A ∈Mat(d×d) simmetrica

è tale che A · A = C e Y ∼ N(0, Id×d). Equivalentemente, se la funzione caratteristica di
X è φX(ϑ) = exp(i⟨ϑ, µ⟩ − 1

2
⟨Cϑ, ϑ⟩).
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b2) le successioni {µn}n ⊂ Rd e {Cn}n ⊂ Mat(d× d) convergono;

b3) si ha X ∼ N(µ,C), dove µ e C sono t.c. µ = limn µn e C =
limnCn.

c) Dimostrare che X è un chiuso in L2
d.

Esercizio 17. Per n ≥ 1, sia νn ∼ N(0, 1
nId×d), dove Id×d denota la matrice

identica d× d.

a) Dimostrare che νn
w→ δ{0}, essendo δ{0} la massa di Dirac nell’origine.

b) Sia µ ∈Prob(Rd) e per n ≥ 1 sia7 µn = µ ∗ νn. Dimostrare che
µn ≪ Lebd per ogni n e che µn

w→ µ.

c) Dedurre che:

c1) se Xn → X in legge e Xn è assolutamente continua per ogni n,
ciò non implica in generale che X sia anch’essa assolutamente
continua;

c2) ogni v.a. X su Rd si può approssimare in legge con una succes-
sione di v.a. assolutamente continue.

7Ricordiamo che se µ e ν sono due misure di probabilità su Rd allora µ ∗ ν è la misura
su Rd definita da µ ∗ ν(A) =

∫
R2d 1A(x+ y)µ× ν(dx, dy), A ∈ Rd. Come conseguenza, si

ha µ ∗ ν(A) =
∫
Rd µ(A− z)ν(dz) =

∫
Rd ν(A− z)µ(dz).

4



Soluzioni

Esercizio 1 Poniamo Yn = f(Xn) e Y = f(X). Presa g ∈ Cb, allora
g ◦ f ∈ Cb. Allora, poiché Xn

w→ X,

E(g(Yn)) = E(g ◦ f(Xn)) → E(g ◦ f(X)) = E(g(Y )),

quindi Yn
w→ Y . Oppure, dal Teorema di Skorohod esiste uno spazio di

probabilità (Ω,F ,P) dov’è possibile definire una successione di v.a. {Zn}n
e un’ulteriore v.a. Z tali che Zn

L
= Xn (“

L
=” significa “ha la stessa legge”),

per ogni n, Z
L
= X e Zn → Z q.c. Essendo f continua, f(Zn) → f(Z) q.c.,

quindi f(Zn)
w→ f(Z). Ora, poiché f(Xn)

L
= f(Zn) e f(X)

L
= f(Z), si ha

anche f(Xn)
w→ f(X).

Esercizio 2 a) Perché f sia una densità dev’essere f ≥ 0 q.o. e
∫
R f(x) dx =

1. Poiché fn → f in L1, per ogni A ∈ B(R) si ha∣∣∣ ∫
A
fn(x) dx−

∫
A
f(x) dx

∣∣∣ ≤ ∫
A
|fn(x)−f(x)| dx ≤

∫
R
|fn(x)−f(x)| dx → 0

per n → ∞, quindi

lim
n→∞

∫
A
fn(x) dx =

∫
A
f(x) dx, per ogni A ∈ B(R).

Poiché fn è una densità per ogni n,
∫
A fn(x) dx ≥ 0 per ogni A ∈ B(R) e∫

R fn(x) dx = 1. Ma allora
∫
A f(x) dx ≥ 0 per ogni A ∈ B(R), da cui segue

che f ≥ 0 q.o., ed inoltre
∫
R f(x) dx = 1, cioè f è una densità di probabilità.

Siano ora Xn e X v.a. con densità, rispettivamente, fn e f . Presa g ∈ Cb,
allora

E(g(Xn)) =

∫
R
g(x)fn(x) dx e E(g(X)) =

∫
R
g(x)f(x) dx

Allora, se Mg denota una costante positiva tale che |g(x)| ≤ Mg per ogni x,
si ha

|E(g(Xn))− E(g(X))| =
∣∣∣ ∫

R
g(x)fn(x) dx−

∫
R
g(x)f(x) dx

∣∣∣
≤

∫
R
|g(x)| |fn(x)− f(x)| dx

≤ Mg||fn − f ||L1 → 0 per n → ∞.

Quindi E(g(Xn)) → E(g(X)) se n → ∞ per ogni g ∈ Cb, cioè Xn → X in
legge.

b) Per x ∈ (0, 1), si ha

F ′
n(x) = 1− cos(2nπx) ≥ 0,
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quindi Fn è crescente su (0, 1). Poiché per x < 0 Fn(x) = 0 = Fn(0) e per
x > 1 Fn(x) = 1 = Fn(1), Fn è monotona non decrescente. Inoltre, Fn è
continua per ogni n, quindi in particolare càdlàg. Infine, Fn(−∞) = 0 e
Fn(+∞) = 1, quindi Fn è una f.d. Notiamo infine che fn(x) = F ′

n(x) esiste
per q.o. x e

∫
R fn(x) dx = 1, quindi

fn(x) =
(
1− cos(2nπx)

)
1x∈(0,1)

è la densità associata alla f.d. Fn.

Fissiamo ora x ∈ R. Allora,

per ogni x ∈ R, lim
n→∞

Fn(x) = F (x) =


0 se x < 0
x se 0 ≤ x < 1
1 se x ≥ 1

che è la f.d. di una v.a. X ∼ Un(0, 1). Ma allora Xn → X in legge.
Detta f(x) = 1x∈(0,1) la densità di X, in questo caso fn /→ f in L1(R,Leb),
e neanche per q.o. x. Infatti, cos(2nπx) non converge q.o., quindi fn /→ f
q.o. Inoltre,

||fn − f ||L1 =

∫ 1

0
| cos(2nπx)| dx =

1

2nπ

∫ 2nπ

0
| cos t| dt

=
1

2nπ

n−1∑
k=0

∫ 2(k+1)π

2kπ
| cos t| dt = 1

2nπ

n−1∑
k=0

∫ 2π

0
| cos t| dt = C

2π

dove C =
∫ 2π
0 | cos t| dt > 0. Quindi ||fn − f ||L1 /→ 0.

Esercizio 3 Osserviamo anzitutto che la f.d. di Xn è

Gn(x) =


0 se x < 0
nx se 0 ≤ x < 1/n
1 se x ≥ 1/n

a) La f.d. di nγ Xn è

F γ
n (x) = P(nγXn ≤ x) = Gn(x/n

γ) =


0 se x < 0

n−(γ−1)x se 0 ≤ x < nγ−1

1 se x ≥ nγ−1

Allora, limn→∞ F γ
n (x) = F γ(x), dove F γ(x) ≡ 0 se γ > 1 e

se γ = 1 : F γ(x) =


0 se x < 0
x se 0 ≤ x < 1;
1 se x ≥ 1

se γ < 1 : F γ(x) =

{
0 se x ≤ 0
1 se x > 0.
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Quindi se γ > 1 non c’è convergenza in legge: la funzione limite F γ non è una
f.d., neanche se la si modifica su un insieme trascurabile, perché F γ(+∞) =
0.
Se γ = 1, la f.d. limite è la f.d. di una v.a. X ∼ Un(0, 1), dunque nXn →
X ∼ Un(0, 1) in legge.
Se invece γ < 1, la funzione limite F γ non è una f.d. ma lo diventa se la si
modifica solo nel punto x = 0: posto

F̃ γ(x) =

{
0 se x < 0
1 se x ≥ 0

allora F̃ γ è la f.d. della v.a. (costante) X = 0 q.c. e F γ
n (x) → F̃ γ(x) per

ogni x di continuità per F̃ γ , quindi nγXn → 0 in legge (e in particolare
nγ Xn → 0 in probabilità...).

b) Ser β = 0, (nXn)
β = 1 q.c., quindi la convergenza è ovvia. Studiamo

allora il caso β ̸= 1.

La f.d. di (nXn)
β è F β

n (x) = P((nXn)
β ≤ x). Per β > 0, F β

n (x) = 0 se

x ≤ 0 e F β
n (x) = P(Xn ≤ x1/β/n) se x > 0, quindi

F β
n (x) ≡ F β(x) =


0 se x < 0

x1/β se 0 ≤ x < 1
1 se x ≥ 1

Per β < 0, F β
n (x) = 0 se x ≤ 0 e se invece x > 0 si ha F β

n (x) = P(Xn ≥
x1/β/n) = 1− P(Xn < x1/β/n), quindi

F β
n (x) ≡ F β(x) =

{
0 se x < 1

1− x1/β se x ≥ 1

Allora, per β ̸= 0, F β
n non dipende da n, quindi (nXn)

β converge in legge
ad una v.a. Xβ con f.d. F β .

Esercizio 4 1) Sia
A−→ = convergenza q.c. Allora, esistono NX , NY ∈ F

tali che

P(NX) = 0 e per ω /∈ NX , lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω)

P(NY ) = 0 e per ω /∈ NY , lim
n→∞

Yn(ω) = Y (ω).

Posto N = NX ∪NY , allora P(N) = 0 e per ω /∈ N ,

lim
n→∞

(
Xn(ω) + Yn(ω)

)
= lim

n→∞
Xn(ω) + lim

n→∞
Yn(ω) = X(ω) + Y (ω),

cioè Xn + Yn converge q.c. a X + Y .

iii



2) Sia
A−→ = convergenza in probabilità. Fissato δ > 0,

P
(
|(Xn + Yn)− (X + Y )| > δ

)
≤ P

(
|Xn −X| > δ/2

)
+ P

(
|Yn − Y | > δ/2

)
Poiché, per ogni δ > 0, P

(
|Xn −X| > δ/2

)
→ 0 e P

(
|Yn − Y | > δ/2

)
→ 0

per n → ∞, si ottiene, per ogni δ > 0, P
(
|(Xn + Yn)− (X + Y )| > δ

)
→ 0

per n → ∞, cioè Xn + Yn → X + Y in probabilità.

3) Sia
A−→ = convergenza in Lp. Allora,

∥(Xn+Yn)−(X+Y )∥p = ∥(Xn−X)+(Yn−Y )∥p ≤ ∥Xn−X∥p+∥Yn−Y ∥p

da cui segue immediatamente la tesi.

3) Sia
A−→ = convergenza in legge. Prendiamo, ad esempio, due successioni

costanti: Xn = X e Yn = −X, per ogni n. Ovviamente Xn → X in legge
e Yn → Y = −X in legge. Inoltre, Xn + Yn = 0. Però, prendiamo due
v.a. U e V indipendenti e tali che U ha la stessa legge di X e V ha la
stessa legge di Y = −X. Allora, si ha anche Xn → U in legge e Yn → V in
legge. Ora, se l’affermazione fosse vera, si avrebbe Xn+Yn = 0 → U +V in
legge, che dà U + V = 0 q.c., il che non è vero in generale e prova l’assurdo
(si immagini, ad esempio, X ∼ N(0, 1): allora U ∼ N(0, 1), V ∼ N(0, 1) e
U + V ∼ N(0, 2)).

Esercizio 5 La funzione di distribuzione di X = c q.c. è

F (x) =

{
0 sex < c
1 sex ≥ c

e per ipotesi si ha
Fn(x) → F (x) per ogni x ̸= c,

dove Fn denota la funzione di distribuzione di Xn. Ora, preso ε > 0, si ha

P(|Xn − c| > ε) = P(Xn > c+ ε) + P(Xn < c− ε)

= 1− P(Xn ≤ c+ ε) + P(Xn < c− ε)

≤ 1− Fn(c+ ε) + Fn(c− ε)

e quindi

lim sup
n→∞

P(|Xn − c| > ε) ≤ 1− F (c+ ε) + F (c− ε) = 0

da cui la tesi.
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Esercizio 6. Siano φZn+Vn e φZ+c la funzione caratteristica rispettivamente
di Zn+Vn e Z+c. Ricordiamo che, essendo c costante, Vn → c in probabilità.
Si ha,

|φZn+Vn(t)− φZ+c(t)| = |E(ei⟨t,Zn+Vn⟩)− E(ei⟨t,Z+c⟩)|
= |E(ei⟨t,Zn+Vn⟩ − ei⟨t,Zn+c⟩ + ei⟨t,Zn+c⟩ − ei⟨t,Z+c⟩)|
≤ E(|ei⟨t,Zn⟩|︸ ︷︷ ︸

≤1

·|ei⟨t,Vn⟩ − ei⟨t,c⟩|)+

+ |ei⟨t,c⟩|︸ ︷︷ ︸
≤1

·|E(ei⟨t,Zn⟩ − ei⟨t,Z⟩)|

≤ E( |ei⟨t,Vn⟩ − ei⟨t,c⟩|︸ ︷︷ ︸
≤|⟨t,Vn⟩−⟨t,c⟩|≤|t|·|Vn−c|

1{|Vn−c|≤δ})+

+ E(|ei⟨t,Vn⟩ − ei⟨t,c⟩)|︸ ︷︷ ︸
≤2

1{|Vn−c|>δ}) + |φZn(t)− φZ(t)|

≤ |t|δ + 2P(|Vn − c| > δ) + |φZn(t)− φZ(t)|

dove δ > 0. Passando al limite per n → ∞, P(|Vn − c| > δ) → 0 e |φZn(t)−
φZ(t)| → 0, quindi

lim sup
n

|φZn+Vn(t)− φZ+c(t)| ≤ |t|δ.

Poiché δ si può scegliere arbitrariamente piccolo, si ha φZn+Vn(t) → φZ+c(t)
per ogni t, da cui la tesi.

Esercizio 7. 1) Dimostriamo che Xn → m in probabilità: per ε > 0,

P(|Xn −m| > ε) = P(|
√
n(Xn −m)| > ε

√
n)

e per ogni n > N , N fissato,

P(|Xn −m| > ε) ≤ P(|
√
n(Xn −m)| > ε

√
N).

Allora,

lim sup
n

P(|Xn −m| > ε) ≤ lim sup
n

P(|
√
n(Xn −m)| > ε

√
N)

≤ 1− P(Z ≤ ε
√
N)− P(Z ≤ −ε

√
N − 1).

Ora, se N → ∞ otteniamo limn P(|Xn − m| > ε) = 0, da cui Xn → m in
probabilità.

2) Usando lo sviluppo di Taylor al primo ordine, si ha g(Xn) = g(m) +
g′(ξn)(Xn −m). Poi, ricordando che ξn(ω) = t(ω)Xn(ω) + (1− t(ω))m con
t(ω) ∈ [0, 1], si ha |ξn − m| ≤ |Xn − m| e da 1) segue che ξn → m in
probabilità.
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3) Si ha,

√
n
(
g(Xn)− g(m)

)
=

(
g′(ξn)− g′(m)

)√
n(Xn −m) + g′(m)

√
n(Xn −m)

≡ Vn + Zn.

Ora, Zn → Z ∼ N
(
0, (g′(m))2σ2

)
e Vn → 0 in probabilità: presi ε,N > 0,

P(|Vn| > ε) = P
(
|
(
g′(ξn)− g′(m)

)√
n(Xn −m)| > ε, |

√
n(Xn −m)| > N︸ ︷︷ ︸

⊂{|
√
n(Xn−m)|>N}

)
+

+ P
(
|
(
g′(ξn)− g′(m)

)√
n(Xn −m)| > ε, |

√
n(Xn −m)| ≤ N︸ ︷︷ ︸

⊂{N |g′(ξn)−g′(m)|>ε,|
√
n(Xn−m)|≤N}⊂{|g′(ξn)−g′(m)|>ε/N}

)

≤ P
(
|
√
n(Xn −m)| > N

)
+ P

(
|g′(ξn)− g′(m)| > ε/N

)
Ma ξn → m in probabilità ed essendo g′ una funzione continua, si ha anche
g′(ξn) → g′(m) in probabilità, da cui

lim sup
n

P(|Vn| > ε) ≤ lim sup
n

P
(
|
√
n(Xn −m)| > N

)
≤ 1− Φ(ε

√
N)− Φ(−ε

√
N − 1)

dove Φ denota la f.d. di una legge N(0, σ2). Passando al limite per N → ∞,
si ottiene Vn → 0 in probabilità. La tesi ora segue usando l’esercizio 6.

Esercizio 8 Xn assume solo due valori: 0, con probabilità 1/n, e nα, con
probabilità 1− 1/n, È quindi semplice calcolare la f.d. Fn di Xn:

Fn(x) = P(Xn ≤ x) =


0 se x < 0
1
n se 0 ≤ x < nα

1 se x ≥ nα

Quindi, per ogni x ∈ R esiste limn→∞ Fn(x) = Fα(x), dove: per α < 0,

Fα(x) =

{
0 se x ≤ 0

1 se x > 0;

se α = 0,

F0(x) =

{
0 se x < 1

1 se x ≥ 1;

se invece α > 0,
Fα(x) ≡ 0.

Allora, se α > 0 il limite delle Fn non converge ad una f.d. (la funzione limite
non diventa una f.d. neanche se la si modifica su una quantità numerabile di
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punti), quindi in tal caso non c’è convergenza in legge, dunque nessun’altra
forma di convergenza. Studiamo ora i rimanenti casi.

• α < 0. La funzione limite Fα differisce dalla f.d. della v.a. X = 0 q.c.
solo nel punto x = 0, che è il punto di salto, quindi possiamo concludere che
Xn → 0 in legge, dunque in probabilità. Vediamo se tale convergenza vale
anche q.c.: fissato δ > 0,

P(|Xn| > δ) = P(Xn > δ) =

{
1− 1

n se δ < nα

0 se δ ≥ nα

Ora, poiché nα → 0 per n → ∞, per ogni n grande si ha che δ > nα,
dunque P(|Xn| > δ) = 0 per ogni n grande. Ma allora la serie

∑
n P(|Xn| >

δ) converge, e da BC1 deduciamo che Xn → 0 q.c. Infine, studiamo la
convergenza (ovviamente a 0) in Lp:

E(|Xn|p) =
nαp

n
→ 0 per n → ∞

da cui segue che Xn → 0 anche in Lp.

• α = 0. La funzione limite F0 è la f.d. della v.a. X = 1 q.c., quindi Xn → 1
in legge, dunque in probabilità. Vediamo se tale convergenza vale anche q.c.:
fissato δ > 0,

P(|Xn| > δ) = P(Xn > δ) =

{
1− 1

n se δ < 1

0 se δ ≥ 1

Allora la serie
∑

n P(|Xn| > δ) non converge, e da BC2 (ricordiamo che per
ipotesi le Xn sono indipendenti) deduciamo cheXn /→ 1 q.c. Infine, studiamo
la convergenza (ovviamente a 1) in Lp:

E(|Xn − 1|p) = 1

n
→ 0 per n → ∞

da cui segue che Xn → 1 in Lp.

Infine, l’ipotesi di indipendenza è stata usata solo per applicare BC2 e per
dimostrare che, nel caso α = 0, Xn /→ 1 q.c.: se si elimina l’ipotesi di in-
dipendenza, potrebbe anche essere che Xn → 1 q.c., per α = 0.

Esercizio 9 a) Se X ∼ Po(µ), la sua f.c. è

φ(θ) = E(eiθX)

=

∞∑
k=0

eiθk
µk

k!
e−µ = e−µ

∞∑
k=0

(µ eiθ)k

k!

= e−µ eµ eiθ = eµ(e
iθ−1).

(1)
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Allora, ricordando che Sn =
∑n

k=0Xk, con Xk indipendenti Po(λ),

φSn(θ) =

n∏
k=0

φXk
(θ) =

(
eλ(e

iθ−1)
)n

= enλ(e
iθ−1)

e confrontando con (1) deduciamo che Sn ∼ Po(nλ). Oppure, si può di-
mostrare per induzione che la somma di Poisson indipendenti dà ancora una
v.a. di Poisson usando la convoluzione(: farlo!!).

b) La LGN assicura che Sn/n → E(X1) = λ q.c. per n → ∞, quindi in
particolare Sn/n → λ in legge. Poiché g ∈ Cb, si ha

lim
n→∞

E
(
g
(Sn

n

))
= E(g(λ)) = g(λ).

Ora, osservando che

E
(
g
(Sn

n

))
=

∞∑
k=0

g
(k
n

) (nλ)k

k!
e−nλ

si ottiene la tesi.

Esercizio 10. a) Mostriamo anzitutto che {µn}n è tight se e solo se8 αn → 0
per n → ∞. Per K > 0,

µn([−K,K]) = (1− αn)δ0([−K,K]) + αn δn([−K,K])

= (1− αn) + αn δn([−K,K]).

Allora, per ogni n > K, µn([−K,K]) = (1− αn), quindi

inf
n>K

µn([−K,K]) = inf
n>K

(1− αn) = 1− sup
n>K

αn.

Quindi, se αn → 0 per n → ∞ esiste n0 tale che αn < ε per ogni n > n0:
scelto allora K = n0, si ha che

inf
n>K

µn([−K,K]) = 1− sup
n>K

αn > 1− ε,

cioè {µn}n è tight. Viceversa, supponiamo che µn sia tight: per ogni ε esiste
un K > 0 tale che

1− ε ≤ inf
n

µn([−K,K]) ≤ inf
n>K

µn([−K,K]) = 1− sup
n>K

αn.

Ma allora, per ogni ε > 0 esiste n0 tale che per ogni n > n0 si ha che
0 ≤ αn < ε, cioè αn → 0 per n → ∞.

8L’idea è che, se αn /→ 0, allora µn([n,+∞)) = µn({n}) = αn non va a 0 per n → ∞:
la “massa” di µn “scappa” all’infinito.
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Ciò prova che se {µn}n converge debolmente allora limn→∞ αn = 0. Dimos-
triamo ora che vale anche il viceversa: supponiamo che αn → 0 e dimostri-
amo che {µn}n converge debolmente. Sia Fn la f.d. associata a µn:

Fn(x) = µn((−∞, x]) =


0 se x < 0
1− αn se 0 ≤ x < n
1 se x ≥ n

Quindi, se αn → 0, Fn(x) → F (x), dove

F =

{
0 se x < 0
1 se x ≥ 0

che è la f.d. della v.a. X = 0 q.c., quindi µn
w→ µ = δ0.

b) Fissiamo una successione αn che va a 0, quindi il limite debole delle µn

è µ = δ0. Quindi la media e la varianza associate a µ sono entrambe uguali
a 0. La media associata alle µn è∫

R
xµn(dx) = 0 · (1− αn) + n · αn = nαn.

Quindi, la successione delle medie non converge alla media del limite se e
solo se nαn /→ 0, ad esempio αn = n−β , con 0 < β ≤ 1 (ma anche αn = 1/n
se n è pari e αn = 1/(2n) se n è dispari). Calcoliamo la varianza di µn:∫

R
x2 µn(dx)− (nαn)

2 = 0 · (1− αn) + n2 · αn − n2 α2
n = n2 αn(1− αn).

Non c’è convergenza delle varianze se e solo se n2 αn /→ 0, ad esempio αn =
n−β , con 0 < β ≤ 2 (si noti che per 1 < β ≤ 2 non convergono le varianze
ma convergono le medie).

Esercizio 11. a) Indichiamo con φµn , φνn e φµn∗νn la funzione carat-
teristica di µn, νn e µn ∗ νn rispettivamente. Sappiamo che, per n → ∞,
φµn → φµ e φνn → φν , dove ovviamente φµ e φν denotano le f.c. delle leggi
limite µ e ν. Ora, dette Xn e Yn delle v.a. con legge µn e νn rispettivamente,
la misura µn ∗νn è la legge di Xn+Yn quando si supponga che Xn e Yn sono
indipendenti. Analogamente, la misura µ ∗ ν è la legge di X + Y , con X e
Y indipendenti e di legge, rispettivamente, µ e ν. Ma allora,

lim
n→∞

φµn∗νn(θ) = lim
n→∞

φXn+Yn(θ) = lim
n→∞

φXn(θ)φYn(θ)

= lim
n→∞

φµn(θ)φνn(θ) = φµ(θ)φν(θ) = φX(θ)φY (θ) = φX+Y (θ) = φµ∗ν(θ)

per ogni θ ∈ R, da cui la tesi.

b) La tesi segue da a) una volta mostrato che νσn

w→ δ0 per σn → 0, dove
δ0 denota la misura di Dirac in 0. Infatti, in tal caso la legge limite sarebbe
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µ∗δ0, ovvero la legge diX+0 = X, doveX è una v.a. con legge µ. Mostriamo
quindi che νσn

w→ δ0 per σn → 0. Ricordando che νσn ∼ N(0, σn
2), la sua

f.c. è
φνσn (θ) = e−σn

2 θ2/2 → 1, quando σn → 0.

Ora, ovviamente φδ0(θ) = E(eiθ0) = 1 per ogni θ, quindi νσn

w→ δ0.

c) Sia νn = νσn , con σn = 1/n. Allora (Esercizio 5, Esercitazione VII),
µ ∗ νn ≪ Lebd perché νn ≪ Lebd. Posto fn = dνn

dLebd
, da b) si ha∫

h(x)fn(x)dx =

∫
h(x)µn(dx) →

∫
h(x)µ(dx), n → ∞

per ogni h ∈ Cb(Rd), da cui la tesi.

Esercizio 12. a) |Xn −X| = |1− 2Y |, quindi Xn /→ X q.c., in probabilità
e in Lp. Studiamo la convergenza in legge. La f.d. di X è

FX(x) = P(1− Y ≤ x) = 1− FY (1− x).

Ora, poiché Y ∼ Un(0, 1), FY (y) = y per y ∈ [0, 1), FY (y) = 0 se y < 0 e
FY (y) = 1 per y ≥ 1, quindi

FX(x) =


0 se x ≤ 0
x se 0 < x ≤ 1
1 se x > 1

cioè X ∼ Un(0, 1). Allora, FXn(x) = FX(x) per ogni X, quindi Xn → X in
legge.

b) Cominciamo a studiare la convergenza in legge. La legge di Xn è µn =
(1− 1/n2) δ0+1/n2 δnα : si verifica facilmente che Xn → 0 in legge, per ogni
α ∈ R, in modo analogo a quanto visto nell’esercizio 10. Oppure, si noti che

FXn(x) =


0 se x < 0
1− 1

n2 se 0 ≤ x < nα

1 se x > nα

e FXn(x) → F (x) per ogni x ∈ R, dove

F (x) =

{
0 se x < 0
1 se x ≥ 0

è la f.d. della v.a. X = 0 q.c. Ma allora Xn → 0 in legge, quindi in proba-
bilità (perché il limite è costante q.c.). Inoltre, X = 0 q.c. è il “candidato
limite” per ogni altro tipo di convergenza. Studiamo la convergenza in Lp:

E(|Xn|p) = nαp−2,
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dunque Xn → 0 in Lp se α < 2/p. Per la convergenza q.c., osserviamo che,
fissato δ > 0,

P(|Xn| > δ) = P(Xn = nα, nα > δ) =

{
1
n2 se nα > δ
0 se nα ≤ δ

In ciascun caso,
∑

n P(|Xn| > δ) ≤
∑

n 1/n
2 < ∞, quindi Xn → 0 q.c. per

ogni α ∈ R.
Ricapitolando, Xn → 0 q.c., in probabilità e in legge per ogni α ∈ R; fissato
p, Xn → 0 in Lp se α < 2/p e se invece α ≥ 2/p, Xn non converge in Lp.

c) Xn → 0 in legge: si prova con argomenti analoghi a quelli usati in b).
Quindi, Xn → 0 anche in probabilità.

Per la convergenza in Lp, il limite non può che essere 0 e

E(|Xn|p) =
1

n
→ 0, per n → ∞

quindi Xn → 0 in Lp per ogni p.

Studiamo infine la convergenza q.c. Sia δ > 0: se δ > 1 allora P(|Xn| >
δ i.o.) = 0. Se invece δ ≤ 1 allora

P(|Xn| > δ i.o.) = P(Xn = 1 i.o.) = P(∩n ∪k≥n {Xn = 1})
= lim

n→∞
P(∪k≥n{Xn = 1}) = lim

n→∞
lim

m→∞
P(∪m

k=n{Xn = 1}).

Ora ∪m
k=n{Xn = 1} ⊃ {Xm = 1}, quindi P(∪m

k=n{Xn = 1}) ≥ P(Xm = 1) =
1− 1/m. Allora, per 0 < δ ≤ 1,

P(|Xn| > δ i.o.) ≥ lim
n→∞

lim
m→∞

(
1− 1

m

)
= 1,

dunque P(|Xn| > δ i.o.) = 1 e ciò prova che Xn /→ 0 q.c.

Esercizio 13. Poniamo Yn = Xn/n. Per ogni n fissato, Yn è a valori in
{1/n, 2/n, . . . , 1}, quindi FYn(y) = 0 se y < 0 e FYn(y) = 1 se y ≥ 1. Se
invece y ∈ [0, 1),

FYn(y) = P(Xn ≤ ny) =
∑

k : k≤ny

P(Xn = k) =
[ny]

n

dove [ny] denota la parte intera di ny. Poiché [ny]/n → y per n → ∞, si
ottiene

lim
n→∞

FYn(y) = F (y) =


0 se x < 0
y se 0 ≤ x < 1
1 se x ≥ 1

F è la f.d. di una v.a. Un(0, 1), dunque Yn → Y in legge, con Y ∼ Un(0, 1).
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Esercizio 14. Cerchiamo dapprima la legge di N . Ovviamente N può
assumere i valori 1, 2, . . ., corrispondenti al lancio in cui per la prima volta
si ottiene testa. Indichiamo con Xn il risultato dell’n-esimo lancio: Xn = 1
se esce testa e Xn = 0 se esce croce. Assumendo (ragionevolmente) le Xn

indipendenti, si ha P(N = 1) = P(X1 = 1) = p e per k ≥ 2,

P(N = k) = P(X1 = 0, X2 = 0, . . . , Xk−1 = 0, Xk = 1) = (1− p)k−1 p

(ovvero, N è una v.a. geometrica di parametro p). Studiamo la f.c. di 2pN :

φ2pN (θ) = φN (2pθ),

dove

φN (t) = E(eitN ) =

∞∑
k=1

eitk(1− p)k−1p = eitp

∞∑
k=1

(
(1− p)eit

)k−1

= eitp

∞∑
k=0

(
(1− p)eit

)k
= eitp

1

1− (1− p)eit

Allora,

φ2pN (θ) =
p e2ipθ

1− (1− p)e2ipθ
.

Ora, per p → 0, e2ipθ = 1 + 2ipθ + o(p), quindi, sempre per p → 0,

φ2pN (θ) =
p(1 + 2ipθ + o(p))

1− (1− p)(1 + 2ipθ + o(p))

=
p(1 + 2ipθ + o(p))

−2ipθ − o(p) + p+ 2ip2θ + p o(p)

=
1 + 2ipθ + o(p)

−2iθ − o(p)/p+ 1 + 2ipθ + o(p)

p→0→ 1

1− 2iθ
=: g(θ).

Poiché il limite esiste per ogni θ e la funzione limite g è continua in θ = 0, il
teorema di convergenza garantisce che 2pN converge in legge, per p → 0, ad
una v.a. che ha g come f.c. Infine, osservando che g(θ) = 1

1−2iθ = 1/2
1/2−iθ è

la f.c. della legge esponenziale di parametro 1/2, si può concludere che 2pN
converge in legge ad una v.a. che si distribuisce come una Exp(1/2).

Oppure, si può anche procedere come segue. Indicando con Fp la f.d. di
2pN , si ha Fp(x) = P(2pN ≤ x) = P(N ≤ x/2p). Quindi, Fp(x) = 0 se
x < 2p e per x ≥ 2p,

Fp(x) =
∑

k : 1≤k≤x/2p

(1− p)k−1p = p

[x/2p]−1∑
k=0

(1− p)k

= p
1− (1− p)[x/2p]

1− (1− p)
= 1− (1− p)[x/2p]
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Allora,

lim
p→0

Fp(x) = F (x) =

{
0 se x ≤ 0

1− e−x/2 se x > 0,

che è la f.d. di una Exp(1/2), dunque 2pN → X in legge, conX ∼ Exp(1/2).

Esercizio 15 Calcoliamo la f.c. di Xn: ricordando che le Yk sono indipen-
denti, si ha

φXn(θ) =

n∏
k=1

φYk10−k(θ) =

n∏
k=1

φYk
(10−k θ).

Ora,

φYk
(t) = φY1(t) = E(eitY1) =

9∑
j=0

eitj · 1

10
=

1

10

9∑
j=0

(
eit

)j
=

1− e10it

10(1− eit)
.

Quindi,

φXn(θ) =

n∏
k=1

1− e10
−k+1iθ

10(1− e10−kiθ)

=
1− e10iθ

10(1− e10−1iθ)
· 1− e10

−1iθ

10(1− e10−2iθ)
· 1− e10

−2iθ

10(1− e10−3iθ)
· · · 1− e10

−n+1iθ

10(1− e10−niθ)

=
1− eiθ

10n(1− e10−niθ)

Ora, per x ∼ 0, eixθ − 1 = ixθ+ o(x), per ogni θ fissato, quindi per n → ∞,

10n(1− e10
−niθ) = −e10

−niθ − 1

10−n
= −iθ + o(10−n),

da cui segue che

lim
n→∞

φXn(θ) =
eiθ − 1

iθ
.

Infine, se U ∼ Un(0, 1) allora

φU (θ) =

∫ 1

0
eiθu du =

eiθ − 1

iθ
,

da cui segue che Xn converge in legge ad una v.a. Un(0, 1).

Per dimostrare che Xn converge anche q.c., osserviamo che, per ogni ω,
Xn(ω) =

∑n
k=1 Yk(ω) 10

−k e Yk(ω) ≥ 0 per P-q.o. ω, quindi Xn(ω) cresce
all’aumentare di n. Inoltre, P-q.o. ω,

0 ≤ Xn(ω) =
n∑

k=1

Yk(ω) 10
−k ≤

n∑
k=1

9 · 10−k ≤ 9
∞∑
k=1

10−k = 1,
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quindi {Xn(ω)}n è una successione monotona non decrescente e limitata,
P-q.o. ω, quindi convergente. Ciò prova che esiste una v.a. Z tale che
Xn → Z q.c. Inoltre, Xn → Z anche in legge, quindi per quanto già visto
dev’essere Z ∼ Un(0, 1).

Esercizio 16. a) Essendo X
L
= AY + µ, dove A ∈Mat(d× d) è simmetrica

e tale che A ·A = C e Y ∼ N(0, Id×d), si ha

E(|X|2) = E(Xt ·X) = E((AY + µ)t(AY + µ)) = E((µt + Y tAt)(AY + µ))

= E(µtAY + µtµ+ Y tAtAY + Y tAtµ)

= µtAE(Y ) + µtµ+ E(Y tCY ) + E(Y t)Atµ

Ricordando che E(Y ) = 0 e che E(Y iY j) = δij , otteniamo

E(|X|2) = µtµ+ E(Y tCY ) = µtµ+

d∑
i,j=1

E(Y iCijY
j) = µtµ+

d∑
i=1

Cii < ∞

quindi X ∈ L2
d.

b1) Supponiamo che Xn → X in L2
d. Allora, Xn → X in L1

d. Ma, per
ogni i = 1, . . . , d si ha |X i

n −X i| ≤ |Xn −X| e quindi Xi
n → Xi in L1. Ma

allora µi
n = E(Xi

n) → E(Xi) = µ, da cui µn → µ, con µ = E(X). Poi, presi
i, j = 1, . . . , d, usando la disuguaglianza di Cauchy Schwarz otteniamo∣∣E(Xi

nX
j
n)− E(XiXj)

∣∣ ≤ E
(
|Xi

nX
j
n −XiXj |

)
= E

(
|Xi

nX
j
n −X i

nX
j +X i

nX
j −XiXj |

)
≤ E

(
|Xi

n||Xj
n −Xj |

)
+ E

(
|X i

n −Xi||Xj |
)

≤ ∥Xi
n∥L2∥Xj

n −Xj∥L2 + ∥X i
n −X i∥L2∥Xj∥L2

Ora, essendo per ogni U ∈ L2
d, ∥U i∥L2 ≤ ∥U∥L2

d
, se Xn → X in L2

d eviden-

temente si ha ∥Xi
n∥L2 → ∥Xi∥L2 e ∥X i

n −X i∥L2 → 0. Quindi,∣∣E(Xi
nX

j
n)− E(XiXj)

∣∣ ≤ ∥Xi
n∥L2∥Xj

n −Xj∥L2 + ∥X i
n −Xi∥L2∥Xj∥L2 → 0.

Ma allora,

µi
nµ

j
n + (Cn)ij = E(Xi

nX
j
n) → E(X iXj) = Γij .

Poiché µn → µ,
(Cn)ij → Cij = Γij − µiµj .

È immediato verificare che C è simmetrica e semidefinita positiva, dunque
anche b2) è a posto.

b3) Poiché Xn → X in L2
d si ha Xn → X in legge. Quindi, passando alle

funzioni caratteristiche,

φX(ϑ) = lim
n

φXn(ϑ) = lim
n

ei⟨µn,ϑ⟩− 1
2
⟨Cnϑ,ϑ⟩.
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Poiché µn → µ e Cn → C,

φX(ϑ) = ei⟨µ,ϑ⟩−
1
2
⟨Cϑ,ϑ⟩

e dunque X ∼ N(µ,C).

c) Sia {Xn}n una successione di X convergente in L2
d a X. Allora, abbiamo

appena visto che X ∈ X , dunque X è un chiuso in L2
d.

Esercizio 17. a) Detta ν̂n la f.c. di νn, si ha

ν̂n(ϑ) = e−
1
n
|ϑ|2 → 1 = δ̂{0}(ϑ)

e la tesi segue dal teorema di continuità di Lévy.

b) Detta pn la densità di una N(0, 1
nId×d), per A ∈ B(Rd) si ha,

µn(A) =

∫
Rd

(∫
A−z

νn(dx)
)
µ(dz) =

∫
Rd

(∫
A−z

pn(x)dx
)
µ(dz)

Fissato z ∈ Rd e considerando la sostituzione x = y−z nell’integrale interno,
otteniamo ∫

A−z
pn(x) dx =

∫
A
pn(y − z) dy.

Usando Fubini, si ha

µn(A) =

∫
Rd

(∫
A
pn(y − z) dy

)
µ(dz) =

∫
A

(∫
Rd

pn(y − z)µ(dz)
)
dy

da cui si ottiene immediatamente che

dµn

dLebd
(y) =

∫
Rd

pn(y − z)µ(dz).

Per dimostrare che µn
w→ µ, possiamo usare 1) il teorema di continuità di

Lévy oppure 2) la definizione di convergenza debole. Vediamoli entrambi.

1) Il punto è che (cfr. Esercitazione 8) µ̂ ∗ νn(ϑ) = µ̂(ϑ) · ν̂n(ϑ) e νn(ϑ) =

e−
1
n
|ϑ|2 → 1 quando n → ∞, quindi µ̂ ∗ νn(ϑ) → µ̂(ϑ) e la tesi è dimostrata.

2) Per h ∈ Cb,
∫
Rd |h(x)|µ ∗ νn(dx) < ∞, quindi l’uso di Fubini che faremo

a breve è giustificato. Si ha,∫
Rd

h(x)µ ∗ νn(dx) =
∫
Rd

h(x)
µ ∗ νn
dLebd

(x)dx

=

∫
Rd

h(x)
(∫

Rd

pn(x− z)µ(dz)
)
dx

[Fubini] =

∫
Rd

(∫
Rd

h(x)pn(x− z) dx
)
µ(dz)
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Ora, per ogni z ∈ Rd fissato, pn(x− z) dx = νzn(dx) dove νzn ∼ N(z, 1
nId×d).

È immediato verificare che νzn
w→ δ{z}, e quindi∫

Rd

h(x)pn(x− z) dx =

∫
Rd

h(x) νzn(dx) →
∫
Rd

h(x) δ{z}(dx) = h(z)

perché h ∈ Cb. Inoltre,∣∣∣ ∫
Rd

h(x)pn(x− z) dx
∣∣∣ ≤ ∫

Rd

|h(x)|νzn(dx) ≤ ∥h∥∞.

Allora, per convergenza dominata otteniamo che∫
Rd

h(x)µ ∗ νn(dx) =
∫
Rd

(∫
Rd

h(x)pn(x− z) dx
)
µ(dz) →

∫
Rd

h(z)µ(dz)

da cui la tesi.

c) Il controesempio in c1) segue da a): basta prendere Xn ∼ N(0, 1
nId×d) e

X = 0 q.c. Per c2), fissata X ∼ µ, basta prendere Xn ∼ µ ∗ νn: Xn → X in
legge e ciascuna Xn è assolutamente continua, indipendentemente dal fatto
che X lo sia o no.
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