ESERCITAZIONE VII
COMPLEMENTI DI PROBABILITA
A.A. 2011/2012

Argomenti: leggi congiunte, indipendenza.

Esercizio 1. Sia X ~ N(0,1) esia Y = X 1|x|<q — X L|x|>q, dove a >0 &
un parametro fissato.

a) Dimostrare che Y ~ N(0,1) e che la coppia (X,Y’) non ha densita.
[Dunque, l'esistenza delle densita marginali non implica lesistenza della den-
sita congiunta.)

b) Dimostrare che X e Y non sono indipendenti e che, almeno per qualche
scelta di a, Cov(X,Y) = 0.

[Dunque, covarianza nulla non implica indipendenza.]

Esercizio 2. Su (Q,.%#,P), siano X e Y v.a. con legge congiunta Axy su
(R2, (R?)). Sia f : R? — R boreliana.

a) Dimostrare che f(X,Y) € LY(Q, #,P) sse f € LY(R?, B(R?),Axy),
e in tal caso

B((X.Y) = | fdhxy.

b) Supponiamo che esista la densitd congiunta pxy di (X,Y). In tal
caso, dimostrare che f(X,Y) € LY(Q,#,P) se e solo se fpxy €
LY(R?, #(R?), Leby), e in tal caso

E(f(X7Y)) - »/R? f(xay>pX,Y($7y) dxdy.

Esercizio 3. Sia X = (X, X3) una v.a. con densita uniforme nel disco
D,={z € R? : |z] < p} (qui | - | =norma euclidea), ovvero
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a) Calcolare P(|X| <t), al variare di ¢t € R.

b) Sia R la distanza (aleatoria) di X dall’origine. Calcolare, se esiste, la
densita di R.



c) Siano Ry,...,R, v.a. iid., con la stessa legge di R (ad esempio, le
distanze dall’origine di n punti presi a caso e in modo indipendente in
D,). Dimostrare che la successione

Y, = min(Ry, ..., R,)(= distanza minima dall’origine)

converge a 0 g.c. Cosa si puo dire per Z,, = max(Ry, ..., R,)? (Sinoti
che Z,,= distanza massima dall’origine)

Esercizio 4. Siano X e Y due v.a. con densita congiunta

p(z,y) =cvVat+y? L2020

a) Calcolare c e la densita congiunta di U = | X| e V =Y/X. U e V sono
indipendenti? E la terna (Y, U, V) ha densita di probabilita?

b) Per n > 1, sia R, la distanza di (X,,Y,) dall’origine, con (X,,Y,)
copie indipendenti di (X,Y’). Studiare la convergenza di {D,,},, dove
D,, = min(Ry,...,Ry).

Esercizio 5. Siano X e Y due v.a. indipendenti, di legge Ax e Ay rispet-
tivamente.

a) Provare che X+Y halegge Axy = Ax*Ay, dove x denota il prodotto

di convoluzione®.

b) Supponiamo che una delle due, ad esempio X, abbia densita. Di-
mostrare che la v.a. X +Y ha densita e

S @) = [ ixta - piny )

Esercizio 6. Sia X una v.a. con densita px(z) = ce Tl e sia YV =
X?1x|<q, con a, ¢ > 0 fissate.

a) Determinare c e dire se X € L2
b) Calcolare Cov(X,Y). X e Y sono indipendenti?

c) Dire se Y ha densita e scrivere la f.d. Fy di Y.

'Ricordiamo che il prodotto di convoluzione tra le misure p e v & dato da
povd) = [ua-2)ulds) = [ (a2 uidz),
R R

dove, per z e R, A—z={x : x =y — 2z, y € A} & l'insieme che si ottiene traslando A
con z.



SOLUZIONI

Eserciziol a) Calcoliamo la f.d. di Y: per y € R,

Fy(y) =P(Y <y)=PY <y,[X[<a)+PY <y,[X]>a)
=PX <y, |X[<a) +P(X > —y,|X] > a)

quindi
P(X > —y) y< —a
Fy(y)=¢ P(—a< X <y)+P(X >a) —a<y<a
P(—a<X <a)+P(-y< X <—a)+P(X >a) y>a

Allora,
F{/(y) = F)/((—y) 1y o+ F)/((y) 1 4<y<a + F)/((—y) 1y>a.

Ora, X ~ N(0,1), quindi F (z) = px(z) = e™**/2/\/27 , ed essendo px una
funzione pari, si ha, per q.o. y € R, F}.(y) = px(y). Cio prova che Y ha
densita py (y) = px(y), quindi Y ~ N(0, 1).

La densita congiunta non esiste. Infatti, sia A = {(z,y) : |z| <aey=z}.
A & un segmento di R?, quindi Lebg(A) = 0. Ma Axy(A4) > 0:

Axy(A) =P((X,Y) € A) =P(|X| < a,Y = X)

=P(|X| < a) :/ px(x)dz > 0.

—a

Quindi, Ax y non e assolutamente continua rispetto a Lebs, dunque la den-
sita congiunta non esiste.

b) Prendiamo I'y = (—a,a) e I'y = (a, +00):
P(X €T1,Y € Ty) =P(|X]| < a,Y >a) =0,

(perché se |X| < a allora Y = X, dunque {|X| < a,Y > a} = 0), ma
P(X| < a) = [ px(z)de > 0eP(Y >a) = [ py(y)dy > 0. Quindi,
P(X €I'l,Y € T'g) # P(X € I')P(Y € I'g), cioe le v.a. X e Y non sono
indipendenti.



Calcoliamo la covarianza tra X e Y. Essendo X e Y due gaussiane standard,
E(X)=E(Y) =0, e rimane
Cov(X,Y) =E(XY) = E(X(X 1xj<a — X 11x|>a))
= E(X2 1|X\§a) - E(X2 1\X|>a) = p(a).

Ora, ¢ facile verificare che p(a) & una funzione (di a € (0,+00)) continua e
t.c.

lim p(a) = -E(X*)=-1<0 e lim pla)=E(X?) =1>0.

a—0*t a——+00

Allora, deve esistere un punto a* > 0 tale che p(a*) = 0. Se indichiamo con
Y* la v.a. Y corrispondente alla scelta di a = a*, allora la coppia (X,Y™)
ha covarianza nulla ed e costituita da v.a. non indipendenti.

Esercizio 2 a) Seguiamo quella che il libro di testo chiama “the standard
machine”.

1) Sia f e (SE)*: f(z,y) = Ypo1 klwyea,, con Ay, ..., A, € B(R?)
ecy,...,cp > 0. Allora,

E(f(X,Y)) chE (X.v)ed,) chP (X,Y) € 4)
k=1 k=1

Axyy(Ag) = ch/ 1a,dA(xy)
k=1

=/ chlAde(X,Y) =/ JdA(xy)
RQ =1 RQ

2) f € (mBR?))*: sia {fn}n una successione di (SF)T tale che f, 1 f.

Allora,
E(f(X,Y)) = ImE(fu(X,Y)) = lim | fudAxy)
(MON) da 1) R
NP /}R2 im frdAxy) = /R2 fdA(xy)
(MON)

Ne segue che per ogni f, |f| € (m#B(R?))" e allora

E(|f(X,Y)]) /|frdA<Xy

(che sia finito o no). Quindi, f(X,Y) € LY(Q,.#,P) se e solo se f € L'(R?,
$(R?),Axy). In tal caso, posto come al solito f = fT — f=, allora f* €
LY(R?, B(R?),Axy) e

E(f(X,Y)) =E(f7(X,Y)) - E(f"(X,Y))
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:/ f+dA(X,Y)—/ I dNxy) Z/ JdA(xy)
R2 R2 R2

da cui la tesi.

b) La densita congiunta ¢ la derivata di Radon Nycodim della legge rispetto
a Lebs:

Ma allora la tesi € conseguenza di quanto visto a lezione.

Esercizio 3 a) Ovviamente, P(|X| <?¢) =0set < 0. Set >0,

1
P(|X|<t) = / fx(z)dridas = 2/ 1p,(z) dridzs
{z€R2: |z|<t} TP" JDy

1 Lebo(Dy N D
= — dridzy = LQP)_
TP JDinD, Tp

Ma DiND,=Dyset<peD:ND,=D,set> p, quindi

0 set <0
P(IX|<t)=< t?/p* se0<t<p
1 set > p.

b) In a), & stata calcolata la f.d. di R: R = |X]|, quindi Fr(r) = P(|X| < r).
Derivando, Fg(r) = 2r/p*1o<,<, che integra a 1, quindi la densita di R
esiste e vale fr(r) = 2r/p® Locr<,.

c) Per § > 0, si ha

P(|Y,| > 6) = P(min(Ry, ..., R,) > 8) = P(Ry > 4,..., R, > )
SILUERE (1 F)" = (1-5)’

dove l'ultima uguaglianza ¢ vera se 0 < p, e P(|Y,,| > 6) = 0se d > p. Allora,
per ogni d > 0,

SRy > <> (1- I‘;)” < o0,

quindi Y;, — 0 per n — oc.
Per quanto riguarda la distanza massima, viene da pensare che converga a
p, il che & vero. Ad esempio, si puo verificare come segue.
Indichiamo con R; = p— R;. Ovviamente le v.a. R; rimangono indipendenti.
Inoltre,

Fz(t)=P(Ri<t)=P(R;>p—t)=1—Fp,(p—1).

1
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Allora, procedendo analogamente a sopra, si verifica immediatamente che

lim min(Ry,...,R,) =0 q.c..

n—oo

Infine, da R; = p — Ry, si ottiene

Zn:max(Rl,...,Rn):max(p—Rl,...,p—Rn):p—min(Rl,...,Rn)

quindi

lim Z, =p— lim min(Rl, L R)=p qec.

n—oo n—oo

Esercizio 4 a) Si ha

2 1 )
01:/ \/a:Q—i-demdy:/ d@/ p2dp:§7r,
R2 0 0

quindi ¢ = 3/(27).
(U, V) =¢(X,Y), dove ¢(z,y) = (Jz|,y/z). Poniamo quindi

Ay ={(z,y) : >0},  di(z,y) = (2,y/2);
Ay = {(‘Tay> S 0}7 ¢2($,y) = (—m,y/x).

Le ¢; sono regolari e invertibili con inverse
Vi(z,y) = (w,u),  (u,v) € d1(A1) ={(w,v) : u> 0},
Uo(z,y) = (—u, —wv),  (u,v) € ¢2(A2) = {(u,v) : u>0}.

Poiché P((X,Y) € AjUAy) =1—P(X =0) =1, usando il TLC segue che

2
fov(u,v) = Z fxy oi(u,v)|det Jy, (u, v)| Ly v)ed;(a,)
=1

— ; u 1 + U2 1u>0,u2(1+1}2)§1'

Dunque fy,v non si fattorizza el prodotto di due funzioni dipendenti I'una
dalla sola u e I’altra dalla sola v, quindi U e V non sono indipendenti.

La terna (Y,U,V) non ha densita. Si prenda, ad esempio, A = {(y,u,v) :
y > 0,0 >0,y =uv}: Leb3(A) =0ma P(Y,U,V) € A) =P >0,X >
0) > 0.

b) Cerchiamo la f.d. di R,: per 0 < r < 1,

21 r
Falr) = BB, < 1) = PO v2 <08 = 2 [Tao [ dp =18
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e Fr(r)=0ser <0, F,(r) =1 per r > 1. Quindi, fissato § > 0, e usando
I'indipendenza delle R,

P(D, >6) =P(R; >9,...,R, >0) =P(Ry >6)---P(R, >6) = (1 —6)"

purché 6 € (0,1), altrimenti P(D,, > §) = 0. Ma allora, per ogni 6 > 0, la
serie > P(D,, > 0) =Y, P(|Dy| > §) converge, quindi D,, — 0 q.c.

Esercizio 5 a) Ricordiamo che se X e Y sono indipendenti allora la legge
congiunta € uguale alla misura prodotto delle leggi marginali:

AX,Y = AX X Ay.

Se Ax+y denota la legge di X + Y, si ha per ogni boreliano A,

Axay(A) =P(X +Y € A) = / dAxy (. y)
{(z,y) :a+y€A}

= / dAx (z)dAy (y).
{(z,y) :z+yeA}

Ora, usando Fubini,

/[(w,y)ix+yeA} dAx(z)dAy (y) = /dAX(x) /{y:HyeA} dAy (y)
= /AY(A — 2)dAx ()

ma anche

Ax(x)dA = A Ax(x
/{(x,y) cx+yeA} I X( )d Y(y) /d Y(y) /{x:z+y€A} a X( )
~ [ Ax(4- parv

(§ quindi Ax+y = AX * Ay.

b) Sia fx = gﬁgf}. Per A boreliano,

dAx @)
dLeb 4

Ax+y(A) :/Ay(A—l')dAx($) :/Ay(A—l‘)
:/Ay(A—x)fX(x)dx

Usando Fubini,

Axsy(A) = / fx (@) dx / Losgeadhy(y) = / dhy (y) / Losyenfx (@) de



Il cambio di variabile z +y = £ da [1qyeafx(x)de = [Lecafx (€ —y)dE
ed usando nuovamente Fubini otteniamo

M) = [anv) [ e =nde= [ ([ rxe-nasvw)de

da cui segue che

dgfely (z) = /fx(x —y)dAy (y).

Esercizio 6 a) px ¢ integrabile su R: posto f,(z) = p(x) 1|4|<p, evidente-
mente 0 < f, T px e quindi (MON) [ fu(z)dz 1 [ px(x)dz. Ora,

/an(az)da: =2c /0" e ¥dr=2c(l—e")T2c= /Rpx(:c)d:z:,

da cui segue che py ¢ integrabile e ¢ = 1/2. Perché X € L2, la funzione
2?px (x) dev’essere integrabile su R. Ora, 0 < 2%px () Ligjan T 2’px () e

/:132[))((1‘) 1pj<pdr = 20/ 2 %dx
R 0
) +de = 2.

—T _ 26—1
0

n
= 20( — 2% —2ze
0

n
0
Dunque, X € L? e E(X?) = 2. In particolare, E(X) = [, 2px(z)dz = 0
perché la funzione z — xpx(x) ¢ dispari.

b) Per X,Y € L?, Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = E(XY) perché
qui E(X) = 0. Quindi, occorre dimostrare che Y € L? e calcolare E(XY).
Poiché Y = X? 1|x|<q, in particolare V|2 < a*, quindi (per dominazione)
la sua media esiste. Inoltre,

a

B(XY) = (X Lixico) = [ 4 Lpjcapx(o)ds = [ a¥px(a)da =0

—a

perché x — 23px (x) & dispari. Quindi Cov(X,Y) =0. Ma X e Y non sono
indipendenti. Ad esempio, P(X > a,Y > 0) = P(X > a, X? lixj<q > 0) =
P(X > a,0>0) =P(?) =0 ma

P(X >a)P(Y >0)=P(X >a)P(|X|<a)#0=P(X >a,Y >0).
¢) Y non ha densita perché la sua legge Ay non & assolutamente continua
rispetto alla misura di Lebesgue. Infatti, Leb({0}) = 0 ma Ay ({0}) =

P(Y =0) =P(|X| >a) =2¢ [° e “dz > 0.
Scriviamo la f.d. di Y: per y € R,

Fy(y) =P(Y <y) =P(X*1xj<q <)
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quindi Fy (y) = 0 per y < 0 ma anche Fy(y) = 1 per y > a?. Per 0 < y < a?
si ha:

Fy(y) =P(X?1x)<q S y) =P(X* < y,|X]| < a) + P(|X] > a)

VY fe’e)
:20/ e_xdx—|—2/ e dr=1—e VY 4+ e
0 a

Quindi,
0 sey <0
Fy(y)={ 1—eV9+e® se0<y<a?
1 se y > a’.

Si noti che AFy(0) = e~ ® > 0, quindi Y non pud avere densita (nel qual
caso Fy sarebbe continua).
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