
Esercitazione VI
Complementi di Probabilità
a.a. 2011/2012

Argomenti: convergenza di v.a. e LGN.

Esercizio 1. Siano X1, . . . , Xn v.a. in L 1. Dimostrare che se X1, . . . , Xn ∈
L 1 allora X1 · · ·Xn ∈ L 1 e E(X1 · · ·Xn) = E(X1) · · ·E(Xn).

Esercizio 2. a) Dimostrare che Xn → X in probabilità se e solo se da
ogni sottosuccessione {Xnk

}k di {Xn}n si può estrarre una ulteriore
sottosuccessione {Xnkj

}j tale che Xnkj
→ X q.c. per j → ∞.

b) Da a) dedurre che:

b1) il limite in probabilità è unico q.c.;

b2) se Xn → X in probabilità e se f è una funzione continua allora
f(Xn) → f(X) in probabilità.

Esercizio 3. Una successione {Xn}n si dice fondamentale (o di Cauchy)
in probabilità se per ogni ε > 0 esiste un indice N > 0 tale che per ogni
n,m ≥ N si abbia P(|Xn −Xm| > ε) ≤ ε.
Dimostrare che se {Xn}n è fondamentale in probabilità allora

a) esiste una sottosuccessione {Xnk
}k di {Xn}n di Cauchy q.c.1 e dedurre

che esiste il limite q.c. X di {Xnk
}k;

b) {Xn}n converge in probabilità alla v.a. X di cui al punto a).

Esercizio 4. Supponiamo che Xn → X in Lp e sia f una funzione continua.

a) Provare (con un controesempio) che in generale non si ha che f(Xn) →
f(X) in Lp.

b) Provare che se f è lipschitziana allora f(Xn) → f(X) in Lp.

Esercizio 5. Sia p ≥ 1. Dimostrare che se Xn → X in Lp allora Xn → X
in Lr per ogni r ∈ [1, p].

Esercizio 6. a) Dimostrare che seXn → X in probabilità allora f(Xn) →
f(X) in Lp per ogni f limitata e lipschitziana.

b) Sia p ≥ 1. Dimostrare che Xn → X in probabilità se e solo se
arctanXn → arctanX in Lp. Dedurre che la convergenza in proba-
bilità è compatibile con una metrica, cioè: esiste una metrica dP sullo
spazio mF = {v.a. su (Ω,F ,P)} tale che Xn → X in probabilità se
e solo se dP (Xn, X) → 0 per n → ∞.

1Cioè, esiste N ∈ F tale che P(N ) = 0 e per ogni ω /∈ N , la successione numerica
{Xnk(ω)}k è di Cauchy.
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Esercizio 7. Sia {Yn}n≥1 una successione di v.a. indipendenti tali che
Yn ∼ Exp(n). Studiare la convergenza q.c., in probabilità e in Lp di {Xn}n
a 0, dove

a) Xn = Yn;

b) Xn = n
lognYn;

c) Xn = nYn.

Esercizio 8. Sia {Yn}n≥1 una successione di v.a. tali che Yn ∼ Un(0, 1/n).
Studiare la convergenza q.c., in probabilità e in Lp a 0 di {nγYn}n, al variare
di γ ∈ R.

Esercizio 9. Sia X0 una v.a. e per n ≥ 1, si ponga

Xn = αXn−1 + β

dove α, β ∈ R. Studiare la convergenza q.c. di {Xn}n al variare di α e β,
eventualmente imponendo condizioni opportune su X0.

Esercizio 10. Sia {Xn}n ⊂ L2 una successione di v.a. i.i.d., con E(X1) = 0
e Var(X1) = 1.

a) La v.a. X1X2 ha media? Ha varianza? Se s̀ı, quanto valgono?

b) Si può dire che 1
n

(
X1X2+X2X3+ · · ·+X2n−1X2n

)
converge q.c.? Se

s̀ı, a cosa converge?

c) Supponiamo che Xn ∈ L8. Discutere la convergenza q.c. delle succes-
sioni

1

n

(
X4

1 +X4
2 + · · ·+X4

n

) X2
1 +X2

2 + · · ·+X2
n

X4
1 +X4

2 + · · ·+X4
n

.

Esercizio 11. Per n ≥ 1, sia {Xn}n una successione di v.a. tali che Xn ∼
N(µ, σ2

n), con µ ∈ R e σ2
n → 0 per n → ∞.

a) Studiare la convergenza in probabilità e in Lp della successione {Xn}n.

b) Trovare due successioni possibili per {σ2
n}n tali che {Xn}n converge q.c.

e {Xn}n non converge q.c. (eventualmente imponendo una condizione
di indipendenza sulle Xn)

2.

2A tale scopo, potrebbe essere utile il seguente fatto (facilmente dimostrabile): se

Z ∼ N(0, 1), allora per z → +∞ si ha P(|Z| > z) = O
(
2 e−z2/2

√
2π z

)
, nel senso che

lim
z→+∞

P(|Z| > z)

2 e−z2/2
√

2π z

= 1.
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Esercizio 12. Sia {Xn} una successione di v.a. i.i.d., con varianza (finita)
σ2. Posto X̄n =

∑n
k=1Xk/n, dimostrare che la successione S2

n =
∑n

k=1(Xk−
X̄n)

2/(n− 1) converge q.c. e determinarne il limite. Calcolare anche E(S2
n).

Esercizio 13. (Sulla legge dei Grandi Numeri) Sia {Xn}n una successione
di v.a. di L2, a due a due non correlate e di media nulla, e sia, per ogni n,
σ2
n = Var(Xn). Dimostrare che

a) se limn→∞ σ2
n = 0 allora vale la LDGN:

1

n

n∑
k=1

(Xk − E(Xk)) → 0 in probabilità;

b) se
∑

n σ
2
n < ∞ allora vale la LFGN:

1

n

n∑
k=1

(Xk − E(Xk)) → 0 q.c.

Esercizio 14. Sia {Xn}n>1 una successione di v.a. tale che Xn ha legge

µn =
1

n2
δ{n} +

1

n2
ν +

(
1− 2

n2

)
δ{0},

dove δ{c} denota la massa di Dirac in c e ν(A) =
∫
A λe−λx1{x>0} dx, A ∈

B(R). Studiare la convergenza in probabilità, in Lp e q.c. della successione
{Xn}n.

Esercizio 15. Sia {Xn}n>1 una successione di v.a. Dimostrare che Xn → 0

in probabilità se e solo se |Xn|
1+|Xn| → 0 in L1.

Esercizio 16. Sia {Xn}n>1 una successione di v.a. indipendenti tali che
X1 = 0 q.c. e

P(Xn = ±n) =
1

2n log n
e P(Xn = 0) = 1− 1

n log n
, n ≥ 2.

Sia Sn =
∑n

k=1Xk.

a) Dimostrare che 1
n Sn → 0 in probabilità.

b) Dimostrare che P(Xn ≥ n i.o.) = 1 e dedurre che la convergenza in a)
non vale q.c.
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Soluzioni

Esercizio 1 Dimostriamolo per n = 2 (il caso generale segue immediata-
mente). Supponiamo dapprima che X1, X2 siano semplici positive:

Xi =
∑
j≤Ni

aij1Aij , i = 1, 2.

Allora è immediato verificare che X1X2 ∈ L 1 e E(X1X2) = E(X1)E(X2).
Siano ora X1, X2 ∈ L 1. Allora, esistono delle successioni Y ±

n e Z±
n di

funzioni semplici positive tali che Y ±
n ↑ X±

1 e Z±
n ↑ X±

2 . Prendendo ad
esempio Y ±

n = αn ◦X±
1 e Y ±

n = αn ◦X±
2 , si ha anche che le due coppie di

successioni sono indipendenti. Allora, per convergenza monotona ed usando
l’indipendenza,

E(|X1X2|) = lim
n

E((Y +
n + Y −

n )(Z+
n + Z−

n ))

= lim
n

(
E(Y +

n )E(Z+
n ) + E(Y +

n )E(Z−
n ) + E(Y −

n )E(Z+
n ) + E(Y −

n )E(Z−
n )

)
= E(Y +)E(Z+) + E(Y +)E(Z−) + E(Y −)E(Z+) + E(Y −)E(Z−)

= E(Y + + Y −)E(Z+ + Z−) = E(|X1|)E(|X2|) < ∞

il che prova che X1X2 ∈ L 1. Per dimostrare che E(X1X2) = E(X1)E(X2),
basta ripetere un ragionamento analogo a quello appena visto oppure usare
la convergenza dominata.

Esercizio 2. a) Ricordiamo che se Xn → X in probabilità allora esiste una
sottosuccessione che converge ad X q.c. Quindi, se Xn → X in probabilità
allora ogni sua sottosuccessione continua a convergere in probabilità e quindi
esiste sempre una ulteriore sottosuccssione che converge ad X q.c.

Viceversa, supponiamo per assurdo che Xn non converga ad X. Quindi,
NON è vero che per ogni ε > 0, limn→∞ P(|Xn − X| > ε) = 0. Dunque,
deve valere che: esistono ε, δ > 0 tali che per ogni N esiste n > N tale
che P(|Xn −X| > ε) > δ. Allora, è possibile costruire una sottosuccessione
{Xnk

}k tale che
P(|Xnk

−X| > ε) > δ per ogni k (1)

Mostriamo ora che (1) implica che da {Xnk
}k non è possibile estrarre alcuna

sottosuccessione convergente q.c. a X. Infatti, sia {Xnkj
}j una sottosucces-

sione di {Xnk
}k. Allora,

P(|Xnkj
−X| > ε i.o) = P

(
∩j ∪ℓ≥j |Xnkℓ

−X| > ε
)
=

= lim
j→∞

P
(
∪ℓ≥j |Xnkℓ

−X| > ε
)
≥ lim

j→∞
P
(
|Xnkj

−X| > ε
)
≥ δ > 0

il che prova la tesi.
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b1) Supponiamo che {Xn}n converga in probabilità a X e a Y . Allora, sia
X che Y sono il limite q.c. di una sottosuccessione di {Xn}n, da cui X = Y
q.c.

b2) Siano Yn = f(Xn) e Y = f(X). Presa {Ynk
}k sottosuccessione di {Yn}n,

allora Ynk
= f(Xnk

) e {Xnk
}k è una sottosuccessione di {Xn}n. Poiché

Xn → X in probabilià, da {Xnk
}k si può estrarre una sottosuccessione

{Xnkj
}j che converge a X q.c. Ora, posto Ynkj

= f(Xnkj
), poiché f è

continua si ha Ynkj
→ f(X) = Y q.c. La tesi segue ora da a) .

Esercizio 3. a) Intanto, è facile vedere che esiste una sottosuccessione
{Xnk

}k tale che

per ogni k e ℓ si ha P
(
|Xnk

−Xnk+ℓ| >
1

2k

)
≤ 1

2k
. (2)

Infatti, preso ε = 2−1 esiste un indice n1 tale che per ogni ℓ si abbia P(|Xn1−
Xn1+ℓ| > 2−1) ≤ 2−1. Preso ora ε = 2−2 esiste un indice n2 > n1 tale che
per ogni ℓ si abbia P(|Xn2 −Xn2+ℓ| > 2−2) ≤ 2−2. Iterando il procedimento,
si ottiene (2). Mostriamo che tale sottosuccessione è di Cauchy q.c.
Intanto, osserviamo che per ogni ε > 0 e ℓ si ha∑

k

P
(
|Xnk

−Xnk+ℓ| > ε
)

=
∑

k : 1

2k
>ε

P
(
|Xnk

−Xnk+ℓ| > ε
)
+

∑
k : 1

2k
≤ε

P
(
|Xnk

−Xnk+ℓ| > ε
)

≤
∑

k<− log2 ε

P
(
|Xnk

−Xnk+ℓ| > ε
)
+

∑
k>− log2 ε

P
(
|Xnk

−Xnk+ℓ| > 2−k
)

= const+
∑
k

1

2k
< ∞

Quindi, per ogni ℓ la successione Y ℓ
nk

= |Xnk
− Xnk+ℓ| converge a 0 q.c.

Allora, per ogni ℓ > 0 esiste Nℓ ∈ F tale che P(Nℓ = 0) e per ω /∈ Nℓ si ha:
per ogni ε > 0 esiste k0 tale che per ogni k > k0 si ha |Xnk

(ω)−Xnk+ℓ(ω)| ≤
ε. Sia N = ∪ℓNℓ. Allora, P(N = 0) e per ω /∈ N si ha: per ogni ε > 0
esiste k0 tale che per ogni k,m > k0 si ha |Xnk

(ω)−Xnm(ω)| ≤ ε. Dunque,
{Xnk

}k è di Cauchy q.c. e quindi esiste il limite q.c. X.

b) La tesi segue immediatamente usando a) dell’Esercizio 2.

Esercizio 4. a) Un controesempio banale è dato da una v.a. X ∈ Lp e da
una funzione f continua tale che f(X) /∈ Lp. Ad esempio, X ∼ N(0, 1) e
f(x) = ex

2/2: E(|f(X)|p) = +∞ per ogni p ≥ 1.

b) Se L denota la costante di Lipschitz, si ha

E(|f(Xn)− f(X)|p) ≤ LpE(|Xn −X|p) → 0.
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Esercizio 5 Usando la disuguaglianza di Hölder, si ha

E(|Xn −X|r) ≤
(
E(|Xn −X|r·

p
r )
)r/p

= ∥Xn −X∥rp → 0.

Esercizio 6 a) Sia L la costante di Lipschitz. Per ε > 0, si ha

E(|f(Xn)− f(X)|p)
= E(|f(Xn)− f(X)|p1|Xn−X|≤ε) + E(|f(Xn)− f(X)|p1|Xn−X|>ε)

≤ E(Lp|Xn −X|p1|Xn−X|≤ε) + E((2∥f∥∞)p1|Xn−X|>ε)

≤ Lpεp + (2∥f∥∞)pP(|Xn −X| > ε)

da cui segue che

lim sup
n→∞

E(|f(Xn)− f(X)|p) ≤ Lpεp

e per l’arbitrarietà di ε, limn→∞ E(|f(Xn)− f(X)|p) = 0.

b) La funzione f(x) = arctanx è limitata e Lipschitziana. Quindi, se Xn →
X in probabilità allora arctanXn → arctanX in Lp, per ogni p ≥ 1. Vicev-
ersa, se arctanXn → arctanX in Lp, per p ≥ 1 allora arctanXn → arctanX
in probabilità e quindi Xn = tan arctanXn → X = tan arctanX in proba-
bilità perché la funzione tan è continua.
Definiamo quindi, per X,Y ∈ mF ,

dP (X,Y ) = ∥ arctanX − arctanY ∥p.

Osserviamo che la definizione è ben posta: se X è una v.a. allora arctanX
è limitata, dunque arctanX ∈ Lp. E ovviamente, dP è una metric su mF .
Infine, per quanto appena visto,

Xn → X in probabilità se e solo se dP (Xn, X) → 0.

Esercizio 7 a) Xn = Yn ≥ 0 q.c. e P(Yn ≤ y) = 1−e−ny, se y ≥ 0. Quindi,
per δ > 0,

P(|Xn| > δ) = P(Yn > δ) = e−nδ → 0 se n → ∞,

quindi Xn → 0 in probabilità. Poiché
∑

n P(|Xn| > δ) =
∑

n e
−nδ < ∞ per

ogni δ > 0, Xn → 0 anche q.c. Fissato p ≥ 1, studiamo la convergenza in
Lp: usando la sostituzione y = nx, si ha

||Xn||pp = E(Xp
n) = E(Y p

n ) =

∫ ∞

0
xp n e−nx dx =

1

np

∫ ∞

0
yp e−y dy =

Cp

np

avendo posto Cp =
∫∞
0 yp e−y dy(< ∞). Allora, Xn → 0 anche in Lp.
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b) Xn = nYn/ log n. Studiamo la convergenza in probabilità:

P(|Xn| > δ) = P(Yn > δ log n/n) = e−nδ logn/n =
1

nδ
→ 0 se n → ∞

per ogni δ > 0, quindi Xn → 0 in probabilità. Ma
∑

n P(|Xn| > δ) converge
se e solo se δ > 1, quindi non possiamo ancora concludere che c’è convergenza
q.c. Poiché inoltre le v.a. sono indipendenti, se δ ≤ 1 la serie diverge e allora,
da BC2, si ha che P(|Xn| > δ i.o.) = 1, quindi Xn /→ 0 q.c. Infine, se p ≥ 1,

||Xn||pp = E(Xp
n) =

( n

log n

)p
E(Y p

n ) =
( n

log n

)p Cp

np
=

Cp

(log n)p

quindi Xn → 0 in Lp.

c) Xn = nYn. Studiamo la convergenza in probabilità:

P(|Xn| > δ) = P(Yn > δ/n) = e−δ /→ 0 se n → ∞

quindi Xn /→ 0 in probabilità e, di conseguenza, Xn non converge a 0 né q.c.
né in Lp.

Esercizio 8 Osserviamo che se Yn ∼ Un(0, 1/n) allora 0 < Yn < 1/n q.c. e
0 < nγ Yn < nγ−1 q.c. Allora, se γ − 1 < 0, cioè γ < 1, allora nγ Yn → 0
q.c., quindi in probabilità, e, per convergenza dominata, anche in Lp per
ogni p ≥ 1. Studiamo ora il caso γ ≥ 1. Per δ > 0 si ha

P(nγ Yn > δ) = P(Yn > δ/nγ) =

{
0 se δ/nγ ≥ 1/n

1− n · δ/nγ se δ/nγ < 1/n

e quindi

P(nγ Yn > δ) = P(Yn > δ/nγ) =

{
0 se δ ≥ nγ−1

1− δ/nγ−1 se δ < nγ−1

Allora, per γ = 1,

lim
n→∞

P(nγ Yn > δ) =

{
0 se δ ≥ 1

1 se δ < 1

dunque Xn /→ 0 in probabilità e quindi q.c. e in Lp. Se γ < 1,

lim
n→∞

P(nγ Yn > δ) = 1

per ogni δ > 0, e ancora Xn /→ 0 in probabilità, q.c. e in Lp.
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Esercizio 9 Osserviamo anzitutto che Xn = αnX0 + β
∑n−1

k=0 α
k, che si

verifica facilmente per induzione. Quindi3

Xn =

 αnX0 + β
1− αn

1− α
= αn

(
X0 −

β

1− α

)
+

β

1− α
se α ̸= 1

X0 + nβ se α = 1.

Se |α| < 1 allora per ogni ω,

lim
n→∞

Xn(ω) = 0 ·X0(ω) +
β

1− α
=

β

1− α
.

Se α = 1 allora Xn = X0 + nβ, quindi converge se e solo se β = 0 e in tal
caso la v.a. limite è (ovviamente) X0.
Se α = −1 allora X2n = X0 e X2n+1 = −X0 + β/2, che convergono allo
stesso limite se e solo se X0 = −X0 + β, cioè X0 = β/2 q.c. In tal caso,
Xn = β/2 q.c. per ogni n, quindi la successione converge q.c. a β/2.
Infine, se |α| > 1 allora Xn converge q.c. se e solo se X0 = β/1 − α q.c., e
in tal caso il limite è β/1− α.

Esercizio 10 a) Poiché X1 e X2 sono v.a. indipendenti di L1, abbiamo
visto che X1X2 ∈ L1 e E(X1X2) = E(X1)E(X2). Poiché E(X1) = E(X2) =
0, E(X1X2) = 0. Analogamente, X2

1 e X2
2 sono v.a. indipendenti di L1

(perché hanno varianza) quindi X2
1X

2
2 ∈ L1, cioè X1X2 ∈ L2, e E(X2

1X
2
2 ) =

E(X2
1 )E(X2

2 ) = Var(X1)Var(X2) = 1. Allora esiste la varianza di X1X2 e
(ricordando che E(X1X2) = 0) Var(X1X2) = E(X2

1X
2
2 ) = 1.

b) Per n ≥ 1, sia Yn = X2n−1X2n. Procedendo come sopra, Yn ∈ L2,
con E(Yn) = 0 e Var(Yn) = 1. Inoltre, per k ̸= n, esiste Cov(Yk, Yn) =
E(Yk Yn) = E(X2k−1X2kX2k−1X2k) = 0 perché è il prodotto delle medie.
Allora, la LFGN assicura che

1

n

(
X1X2 +X3X4 + . . .+X2k−1X2k

)
=

1

n

n∑
k=1

Yk → 0 q.c. per n → ∞.

c) {X2
n}n e {X4

n}n sono successioni di v.a. indipendenti con varianza (perché
Xn ∈ L8 per ogni n). Usando la LFGN, si ha

1

n

n∑
k=1

X2
k → E(X2

1 ) = 1
1

n

n∑
k=1

X4
k → E(X4

1 ) q.c. per n → ∞

quindi, se Xn ̸= 0 q.c.,

X2
1 +X2

2 + · · ·+X2
n

X4
1 +X4

2 + · · ·+X4
n

=
1
n

∑n
k=1X

2
k

1
n

∑n
k=1X

4
k

→ 1

E(X4
1 )

q.c. per n → ∞.

3Ricordiamo che, per ρ ̸= 1,
∑N

j=0 ρ
j = 1−ρN+1

1−ρ
.
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Esercizio 11 a) La f.c. di Xn è φn(θ) = eiθµ−σ2
nθ

2/2, che converge a g(θ) =
eiθµ per n → ∞. Poiché g è la f.c. di X = µ q.c., si ottiene Xn → µ in legge,
quindi Xn → µ in probabilità. Studiamo la convergenza a µ in Lp: posto
Zn = (Xn − µ)/σn, si ha che che Zn ∼ N(0, 1) e

E(|Xn − µ|p) = σp
n E(|Zn|p) = σp

n ·Mp

dove Mp denota il momento p-esimo di una gaussiana standard. Allora, per
ogni p > 0, E(|Xn − µ|p) → 0 per n → ∞, quindi Xn converge a µ in Lp.

b) Studiamo il comportamento delle code: fissato δ > 0,

P(|Xn − µ| > δ) = P(σn|Zn| > δ) = P(|Z1| > δ/σn).

Ora, σn → 0 quindi δ/σn → ∞. Allora, per n grande,

P(|Xn − µ| > δ) = P(|Z1| > δ/σn) ≃
2√
2π δ

σn e
−δ2/(2σ2

n)

Ad esempio, se si sceglie σn = 1/
√
n allora, per n grande,

P(|Xn − µ| > δ) ≃ 2√
2π δ

1√
n
e−n δ2/2,

quindi
∑

n P(|Xn − µ| > δ) è una serie convergente per ogni δ > 0, da cui
segue che Xn → µ q.c.
Scegliamo ora σn = 1/

√
log n: si ha

P(|Xn − µ| > δ) ≃ 2√
2π δ

1√
log n

e−δ2/2 logn =
2√
2π δ

1

nδ2/2 log n
.

Quindi la serie
∑

n P(|Xn − µ| > δ) non converge se δ2/2 ≤ 1: se si richiede
l’indipendenza delle Xn, da BC2 segue che Xn non converge q.c.

Esercizio 12. Posto X̄n = 1
n

∑n
k=1Xk, si ha

n∑
k=1

(Xk − X̄n)
2 =

n∑
k=1

(X2
k + X̄2

n − 2Xk X̄n) =

n∑
k=1

X2
k + n X̄2

n − 2X̄n

n∑
k=1

Xk

=
n∑

k=1

X2
k + n X̄2

n − 2n X̄2
n =

n∑
k=1

X2
k − n X̄2

n,

da cui segue che

S2
n =

1

n− 1

n∑
k=1

X2
k − n

n− 1
X̄2

n =
n

n− 1

( 1

n

n∑
k=1

X2
k − X̄2

n

)
.

Ora, per la LGN 1
n

∑n
k=1X

2
n → E(X2

1 ) q.c. e X̄n → E(X1) q.c., quindi

S2
n → 1 ·

(
E(X2

1 )− E(X1)
2
)
= Var(X1) = σ2, q.c.
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Infine,

E(S2
n) =

1

n− 1
E
( n∑

k=1

X2
k − n X̄2

n

)
=

1

n− 1

( n∑
k=1

E(X2
k)− nE

(( 1

n

n∑
k=1

Xk

)2))
=

1

n− 1

(
nE(X2

1 )−
1

n
E
( n∑

k,j=1

Xk Xj

))
=

1

n− 1

(
nE(X2

1 )−
1

n

n∑
k,j=1

E(Xk Xj)
)

Ma se k = j, E(Xk Xj) = E(X2
k) = E(X2

1 ) e se k ̸= j , E(Xk Xj) =
E(Xk)E(Xj) = E2(X1) (per via dell’indipendenza), quindi

E(S2
n) =

1

n− 1

(
nE(X2

1 )−
1

n

(
nE(X2

1 ) + n(n− 1)E2(X1)
))

= E(X2
1 )− E2(X1) = Var(X1) = σ2.

Allora, S2
n converge q.c. a σ2 e si mantiene in media sempre uguale a σ2.

Esercizio 13. Poniamo Zn = 1
n

∑n
k=1(Xk − E(Xk)). Usando la disug-

uaglianza di Chebycev, per ogni δ > 0 si ha (ricordiamo che le Xk sono a
due a due non correlate)

P(|Zn| > δ) = P
(∣∣∣ n∑

k=1

(Xk − E(Xk))
∣∣∣ > nδ

)
≤

Var(
∑n

k=1Xk)

n2δ2
=

1

n2δ2

n∑
k=1

Var(Xk) =
1

n2δ2

n∑
k=1

σ2
k

cioè

P(|Zn| > δ) ≤ αn

δ2
, con αn =

1

n2

n∑
k=1

σ2
k (3)

a) Supponiamo che limn→∞ σ2
n = 0. In tal caso, σ2

n è limitata: esiste C > 0
tale che σ2

n ≤ C per ogni n. Quindi, αn ≤ C/n → 0 per n → ∞ e da
(3) segue che P(|Zn| > δ) → 0 per n → ∞, cioè Zn → 0 in probabilità, o
equivalentemente vale la LDGN.

b) Supponiamo ora che C :=
∑

n σ
2
n < ∞. Allora αn ≤ C/n2 → 0 per

n → ∞ e da (3) segue che
∑

n P(|Zn| > δ) < ∞, quindi Zn → 0 q.c., o
equivalentemente vale la LFGN.
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Esercizio 15. Osserviamo che la funzione f(x) = x
1+x , x ≥ 0, è crescente e

f(x) ≤ 1.
Supponiamo che Xn → 0 in probabilià. Allora, per ε > 0,

E
( |Xn|
1 + |Xn|

)
= E

( |Xn|
1 + |Xn|

1|Xn|≤ε

)
+ E

( |Xn|
1 + |Xn|

1|Xn|>ε

)
≤ ε

1 + ε
+ P(|Xn| > ε)

e quindi

lim sup
ε→0

E
( |Xn|
1 + |Xn|

)
≤ ε

1 + ε
.

Per l’arbitrarietà di ε, otteniamo limε→0 E( |Xn|
1+|Xn|) = 0 da cui la tesi.

Supponiamo viceversa che |Xn|
1+|Xn| → 0 in L1. Poiché {|Xn| > ε} ⊂ { |Xn|

1+|Xn| >
ε

1+ε}, usando la disuguaglianza di Markov si ha

P(|Xn| > ε) ≤ P
( |Xn|
1 + |Xn|

>
ε

1 + ε

)
≤ 1 + ε

ε
E
( |Xn|
1 + |Xn|

)
→ 0.

Esercizio 16. a) Poiché Xn è una v.a. simmetrica, E(Xn) = 0 per ogni n,
dunque 1

nSn ha media nulla. Calcoliamo Var(Sn):

Var(Sn) = E
( n∑

k,i=2

XkXi

)
=

n∑
k=2

E(X2
k) +

n∑
k ̸=i=1

E(Xk)E(Xi)

=
n∑

k=2

k2

k log k
=

n∑
k=2

k

log k

da cui si ottiene

Var
( 1

n
Sn

)
=

1

n2

n∑
k=2

k

log k
.

Ma x 7→ x/ log x è crescente per x ≥ e, quindi

Var
( 1

n
Sn

)
≤ 2

n2 log 2
+

1

n2

n∑
k=3

n

log n
=

2

n2 log 2
+

n− 2

n log n
→ 0.

Ma allora 1
nSn ≡ 1

nSn − E( 1nSn) → 0 in L2, quindi in probabilità.

b) Per n > 1, si ha

P(Xn ≥ n) = P(Xn = n) =
1

2n log n
,
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quindi
∑

n P(Xn ≥ n) = +∞. Poiché le Xn sono indipendenti, BC2 dà
P(Xn ≥ n i.o.) = 1, cioè q.c. si ha Xn ≥ n per infiniti indici n. Ora, essendo
Xn = Sn −Sn−1, q.c. si ha

1
nSn − 1

nSn−1 ≥ 1 per infiniti indici e quindi q.c.

1

n
Sn >

n− 1

n

1

n− 1
Sn−1 ≥ 1

per infiniti indici. Se quindi 1
nSn → 0 q.c. allora si otterrebbe 0 > 0 + 1, da

cui l’assurdo.
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