ESERCITAZIONE VI
COMPLEMENTI DI PROBABILITA
A.A. 2011/2012

Argomenti: convergenza di v.a. e LGN.

Esercizio 1. Siano X1, ..., X, v.a. in .Z'. Dimostrare che se X1,..., X, €
ZLtallora Xy - X, € L e E(Xy -+ Xy) = E(Xy) -+ E(Xy).

Esercizio 2. a) Dimostrare che X,, — X in probabilita se e solo se da
ogni sottosuccessione {X,, } di {X,}, si puo estrarre una ulteriore
sottosuccessione {X,, }; tale che X,,, — X g.c. per j — oo.

J J

b) Da a) dedurre che:

b1) il limite in probabilita & unico q.c.;
b2) se X,, — X in probabilita e se f € una funzione continua allora
f(Xy) — f(X) in probabilita.

Esercizio 3. Una successione {X,}, si dice fondamentale (o di Cauchy)
in probabilita se per ogni € > 0 esiste un indice N > 0 tale che per ogni
n,m > N si abbia P(|X,, — X,,| > ¢) <e.

Dimostrare che se { X}, ¢ fondamentale in probabilita allora

a) esiste una sottosuccessione {X,,, } di {X,}, di Cauchy q.c.! e dedurre
che esiste il limite q.c. X di {Xp,, }x;

b) {X,}, converge in probabilita alla v.a. X di cui al punto a).
Esercizio 4. Supponiamo che X,, — X in L? e sia f una funzione continua.

a) Provare (con un controesempio) che in generale non si ha che f(X,) —
f(X) in LP.

b) Provare che se f ¢ lipschitziana allora f(X,) — f(X) in LP.

Esercizio 5. Sia p > 1. Dimostrare che se X,, — X in L? allora X,, - X
in L™ per ogni r € [1,p].

Esercizio 6. a) Dimostrare che se X;,, — X in probabilita allora f(X,) —
f(X) in LP per ogni f limitata e lipschitziana.

b) Sia p > 1. Dimostrare che X,, — X in probabilita se e solo se
arctan X,, — arctan X in LP. Dedurre che la convergenza in proba-
bilita & compatibile con una metrica, cioe: esiste una metrica dp sullo
spazio m# = {v.a. su (,.%7,P)} tale che X,, — X in probabilita se
e solo se dp(X,, X) — 0 per n — oo.

!Cioe, esiste N € F tale che P(N) = 0 e per ogni w ¢ N, la successione numerica
{Xn, ()} & di Cauchy.



Esercizio 7. Sia {Y),},>1 una successione di v.a. indipendenti tali che
Y, ~ Exp(n). Studiare la convergenza q.c., in probabilita e in LP di {X,},
a 0, dove

a) X, =Yy

b) Xn = %Yn;

c) X, =nY,.

Esercizio 8. Sia {Y,,},>1 una successione di v.a. tali che Y;, ~ Un(0,1/n).
Studiare la convergenza q.c., in probabilita e in LP a 0 di {n"Y,, },, al variare
di v € R.

Esercizio 9. Sia X una v.a. e per n > 1, si ponga
Xpn=aX,_1+p

dove «, 8 € R. Studiare la convergenza q.c. di {X,}, al variare di « e f3,
eventualmente imponendo condizioni opportune su Xj.

Esercizio 10. Sia {X,}, C L? una successione di v.a. i.i.d., con E(X7) = 0
e Var(X;) = 1.

a) Lav.a. X;X5 ha media? Ha varianza? Se si, quanto valgono?

b) Si puo dire che %(Xng + X9 X3+ - '+X2n_1X2n) converge q.c.? Se
si, a cosa converge?

c) Supponiamo che X,, € L®. Discutere la convergenza q.c. delle succes-
sioni

X{+ X5+ + X7

Xt+ X3+ + X1

1
E(Xf+X§+---+X§)
Esercizio 11. Per n > 1, sia {X,,},, una successione di v.a. tali che X,, ~
N(u,02), con p € Re 62 — 0 per n — co.
a) Studiare la convergenza in probabilita e in L della successione { Xy, },.

b) Trovare due successioni possibili per {02}, tali che { X}, },, converge q.c.
e { X, }» non converge q.c. (eventualmente imponendo una condizione
di indipendenza sulle X,,)2.

2A tale scopo, potrebbe essere utile il seguente fatto (facilmente dimostrabile): se

.2
Z ~N(0,1), allora per z — +oo si ha P(|Z| > z) = O(2 em/j), nel senso che
im PUZ>2)
z=too ge”” /2
V2r z



Esercizio 12. Sia {X,,} una successione di v.a. i.i.d., con varianza (finita)
o?. Posto X, = > p_; Xg/n, dimostrare che la successione S2 = >"1_, (X —
X,)?/(n—1) converge q.c. e determinarne il limite. Calcolare anche E(S2).

Esercizio 13. (Sulla legge dei Grandi Numeri) Sia {X,}, una successione
di v.a. di L2, a due a due non correlate e di media nulla, e sia, per ogni n,
02 = Var(X,,). Dimostrare che

a) se lim, ,o, 02 = 0 allora vale la LDGN:

1 n
— g (X — E(Xg)) — 0 in probabilita;
n

k=1

b) se >, 02 < oo allora vale la LFGN:

% S (Xk — E(Xk)) = 0 qcc.
k=1

Esercizio 14. Sia {X,,},~1 una successione di v.a. tale che X,, ha legge

1 1 2
fn =30} + gV (1 - ﬁ>5{0}’

dove &,y denota la massa di Dirac in ¢ e v(4) = [, )\e_/\xl{mw} dr, A €
Z(R). Studiare la convergenza in probabilita, in LP e q.c. della successione
{Xn}n

Esercizio 15. Sia {X,, },,~1 una successione di v.a. Dimostrare che X,, — 0

in probabilita se e solo se 1£‘()’}|n‘ — 0in L%
Esercizio 16. Sia {X,},>1 una successione di v.a. indipendenti tali che
X1=0gq.c. e

1 1
P(Xn:in):%zlogn e ]P’(Xn:O)zl—nlogn, n > 2.

Sia Sn = ZZ:I Xk.
a) Dimostrare che % Sp — 0 in probabilita.

b) Dimostrare che P(X,, > n i.0.) = 1 e dedurre che la convergenza in a)
non vale q.c.



SOLUZIONI

Esercizio 1 Dimostriamolo per n = 2 (il caso generale segue immediata-
mente). Supponiamo dapprima che X7, Xy siano semplici positive:

Xi= Y ayla,, i=12.
J<N;

Allora & immediato verificare che X1X, € 2! e E(X1X5) = E(X7)E(X>).
Siano ora X1,X2 € #£'. Allora, esistono delle successioni V¥ e ZF di
funzioni semplici positive tali che Y, F 1 Xf[ e ZF ¢ XQi. Prendendo ad
esempio Yni =ap,0X f[ e Yni = qy O X;E, si ha anche che le due coppie di
successioni sono indipendenti. Allora, per convergenza monotona ed usando
I'indipendenza,

E(|X1X]) = imE((Y, + Y, )(Z] + Z;))
= 1im (E(Y;")E(Z]) + B(E(Z,) + B, E(ZT) +E(Y,)E(Z;))

=EYNHEZ)+EYEZ ) +EY EZT) +EY )E(Z7)
=E(YT+Y)EZ'+2Z7) =E(X1))E(|X2|) < >

il che prova che X; X5 € 1. Per dimostrare che E(X;X2) = E(X;)E(X>),
basta ripetere un ragionamento analogo a quello appena visto oppure usare
la convergenza dominata.

Esercizio 2. a) Ricordiamo che se X;,, — X in probabilita allora esiste una
sottosuccessione che converge ad X q.c. Quindi, se X,, — X in probabilita
allora ogni sua sottosuccessione continua a convergere in probabilita e quindi
esiste sempre una ulteriore sottosuccssione che converge ad X q.c.
Viceversa, supponiamo per assurdo che X, non converga ad X. Quindi,
NON ¢ vero che per ogni £ > 0, lim,,_,o P(|X;, — X| > €) = 0. Dunque,
deve valere che: esistono €,5 > 0 tali che per ogni N esiste n > N tale
che P(|X,, — X| > €) > 4. Allora, ¢ possibile costruire una sottosuccessione
{Xn, }r tale che

P(| X, — X| >¢€) > 0 per ogni k (1)

Mostriamo ora che (1) implica che da { X, } non ¢ possibile estrarre alcuna
sottosuccessione convergente q.c. a X. Infatti, sia {X,,, }; una sottosucces-
J

sione di {Xp,, }r. Allora,

P(|Xnk] —X‘ > € i.O) = ]P)(ﬁj U£2j|Xnk£ —X| > E) =
:jlijgo[?’(ugzj | Xy, — X[ >¢) szLTOP(\Xnkj —X|>¢e)>6>0

il che prova la tesi.



b1l) Supponiamo che {X,},, converga in probabilita a X e a Y. Allora, sia
X che Y sono il limite q.c. di una sottosuccessione di {X,,},, da cui X =Y
q.c.

b2) Siano Y,, = f(X,) e Y = f(X). Presa {Y,, }« sottosuccessione di {Y}, },,
allora Y, = f(X,,) e {Xy,}r € una sottosuccessione di {X,},. Poiché
X, — X in probabilia, da {X,, }; si pud estrarre una sottosuccessione
{Xnkj }; che converge a X q.c. Ora, posto Ynkj = f(Xnkj), poiché f &
continua si ha Ynkj — f(X) =Y q.c. La tesi segue ora da a) .

Esercizio 3. a) Intanto, ¢ facile vedere che esiste una sottosuccessione
{Xy, }r tale che

. . 1 1
per ogni k e £ si ha ]P’<|Xnk — Xnpte| > 27) < ok (2)

Infatti, preso ¢ = 27! esiste un indice n; tale che per ogni ¢ si abbia P(|X,,, —
Xpyrel > 271) <271 Preso ora ¢ = 272 esiste un indice ny > ny tale che
per ogni £ si abbia P(| X, — Xy, 1¢| > 272) < 272, Tterando il procedimento,
si ottiene (2). Mostriamo che tale sottosuccessione ¢ di Cauchy q.c.
Intanto, osserviamo che per ogni ¢ > 0 e £ si ha

Z}P(‘X”k - Xnk+ﬁ| > 5)
k
- ]P’(]Xnk — Xpoiel > e) + P(]Xnk — Xyl > e>

k: 2%>a k: Q%SE
< ¥ P(]Xnk — Xyl > e) + Y ]P’(]Xnk — Xyl > 2"‘?)
k<—logye k>—loggy €

1
:const+z27<m
k

Quindi, per ogni £ la successione Y,fk = | Xy, — Xy, +¢| converge a 0 q.c.
Allora, per ogni £ > 0 esiste Ay € .F tale che P(N; = 0) e per w ¢ Ny si ha:
per ogni € > 0 esiste kg tale che per ogni k > kg si ha | X, (w) — Xy, 1o(w)| <
e. Sia N = UpNy. Allora, P(N = 0) e per w ¢ N si ha: per ogni ¢ > 0
esiste kg tale che per ogni k, m > ko si ha | X, (w) — X,,, (w)| < e. Dunque,
{Xn, }r € di Cauchy q.c. e quindi esiste il limite g.c. X.

b) La tesi segue immediatamente usando a) dell’Esercizio 2.

Esercizio 4. a) Un controesempio banale ¢ dato da una v.a. X € LP e da
una funzione f continua tale che f(X) ¢ LP. Ad esempio, X ~ N(0,1) e
flx) = e’ /2: E(|f(X)|P) = +o00 per ogni p > 1.

b) Se L denota la costante di Lipschitz, si ha

E(lf(Xn) = f(X)PP) < LPE(|Xn — X|P) — 0.
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Esercizio 5 Usando la disuguaglianza di Holder, si ha

r/p
E(1Xn = XI") < (E(Xa = XI™F)) 7 = |1 X0 = X]Jy — 0.

Esercizio 6 a) Sia L la costante di Lipschitz. Per € > 0, si ha

E(|f(Xn) = F(X)]P)
= E([f(Xn) = F(X)"Lx, - x1<e) + E(1f(Xn) = F(X)P1x, - x)5)
< E(LP1Xn — XP1x, - x)<e) + B(C[[ flloo)"L x,~ x]>¢)
< LPeP 4 (2] flloo)PP([ Xn — X[ > €)

da cui segue che

lim sup E([f(Xn) — f(X)|P) < LPe?

n—oo

e per l'arbitrarieta di e, lim, o E(|f(X,,) — f(X)|P) = 0.

b) La funzione f(z) = arctanz ¢ limitata e Lipschitziana. Quindi, se X,, —
X in probabilita allora arctan X,, — arctan X in LP, per ogni p > 1. Vicev-
ersa, se arctan X,, — arctan X in LP, per p > 1 allora arctan X,, — arctan X
in probabilita e quindi X,, = tanarctan X,, - X = tanarctan X in proba-
bilita perché la funzione tan & continua.

Definiamo quindi, per X,Y € m.%,

dp(X,Y) = ||arctan X — arctan Y||,.

Osserviamo che la definizione € ben posta: se X € una v.a. allora arctan X
¢ limitata, dunque arctan X € LP. E ovviamente, dp & una metric su m.%.
Infine, per quanto appena visto,

X, — X in probabilita se e solo se dp(X,,X) — 0.
Esercizio 7 a) X,, =Y, >0q.c. e P(Y,, <y)=1—e"" sey > 0. Quindi,
per 0 > 0,

P(| X, >0) =P(Y, >0) =e ™ =0 sen— oo,

quindi X,, — 0 in probabilita. Poiché 3" P(|X,| >d) =3, e ™ < oo per
ogni 4 > 0, X,, — 0 anche q.c. Fissato p > 1, studiamo la convergenza in
LP: usando la sostituzione y = nx, si ha

o —nx 1 > . CP
1%l = B =B = [ arnerdr= o [Typevay = 2
avendo posto Cp = [;¥ yP e ¥ dy(< o0). Allora, X,, — 0 anche in LP.
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b) X, = nY,/logn. Studiamo la convergenza in probabilita:

1
P(|X,| > 6) = P(Y,, > dlogn/n) = e "01o8n/n — — =0 sen—o0
n
per ogni § > 0, quindi X;, — 0 in probabilita. Ma > P(]X,| > ) converge
se e solo se § > 1, quindi non possiamo ancora concludere che c¢’é convergenza
q.c. Poiché inoltre le v.a. sono indipendenti, se § < 1 la serie diverge e allora,
da BC2, si ha che P(|X,,| > i.0.) =1, quindi X,, -0 q.c. Infine, se p > 1,

P o (™ Vg - (L)%
1 Xnlly = E(X7) = (logn> E(Y7) = (logn> n? — (logn)P

quindi X,, — 0 in LP.
¢) X,, =nY,. Studiamo la convergenza in probabilita:
P(|X,| > 6) =P(Y, >d/n)=e® A0 sen— oo
quindi X,, # 0 in probabilita e, di conseguenza, X,, non converge a 0 né q.c.
né in LP.

Esercizio 8 Osserviamo che se Y,, ~ Un(0,1/n) allora 0 <Y, < 1/n q.c. e
0<n’Y, <n’ ! qc Allora, se y —1 < 0, cioe v < 1, allora n”Y,, — 0
g.c., quindi in probabilita, e, per convergenza dominata, anche in LP per
ogni p > 1. Studiamo ora il caso v > 1. Per § > 0 si ha

0 sed/n? >1/n

Pn"Y, >6) =P, >d/n") =
(n ) ( /n) { 1—n.5/n7 se 5/n7<1/n
e quindi

0 se § >nr L

P(n"Y, >6) =P(Y, > d/n") = { 1—§/nt sed<nt

Allora, per v =1,

. 0 sed>1
lim P(n"Y, >6) =
n—0o0 1 sed<1

dunque X,, 4 0 in probabilita e quindi q.c. e in LP. Se v < 1,
lim P(n"Y, >¢) =1
n—oo

per ogni ¢ > 0, e ancora X,, 4 0 in probabilita, q.c. e in LP.
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Esercizio 9 Osserviamo anzitutto che X, = a" Xg + 8 ZZ;& o, che si

verifica facilmente per induzione. Quindi?

1—-a" 15} 15}
"X, = a"(Xo— ) 1
X, = @ 0+ﬂ1—a @ 071 a +1—oz se a7
Xo+np se o = 1.
Se |a] < 1 allora per ogni w,
. _ g B
A =it

Se a« = 1 allora X,, = Xy + n 3, quindi converge se e solo se § =0 e in tal
caso la v.a. limite e (ovviamente) Xp.

Se a = —1 allora Xy, = Xo e Xo,11 = —Xo + /2, che convergono allo
stesso limite se e solo se Xg = —Xo + 3, cioé Xo = /2 q.c. In tal caso,
Xy, = /2 q.c. per ogni n, quindi la successione converge q.c. a (/2.
Infine, se |a| > 1 allora X,, converge q.c. se e solo se Xg = /1 —a q.c., e
in tal caso il limite ¢ /1 — «.

Esercizio 10 a) Poiché X; e X5 sono v.a. indipendenti di L', abbiamo
visto che X1X2 S Ll (§ E(XlXQ) = ]E(Xl)]E(XQ) Poiché E(Xl) = E(XQ) =
0, E(X1X3) = 0. Analogamente, X? e X2 sono v.a. indipendenti di L!
(perché hanno varianza) quindi X7 X3 € L!, ciot X1Xs € L? e E(X{X3) =
E(X?)E(X2) = Var(X;)Var(Xs) = 1. Allora esiste la varianza di X;X3 e
(ricordando che E(X;X2) = 0) Var(X;X2) = E(X?X3) = 1.

b) Per n > 1, sia Y,, = X9,-1X2,. Procedendo come sopra, Y, € L?,
con E(Y,,) = 0 e Var(Y,,) = 1. Inoltre, per k # n, esiste Cov(Yy,Y,) =
E(Y:Y,) = E(Xok—1XoxXok—1Xor) = 0 perché ¢ il prodotto delle medie.
Allora, la LFGN assicura che

1 1 —
- <X1X2 F X Xa 4+ ng_1X2k> =Y %50 qe pern - oc.
n n el

c) {X2}, e {X 2}, sono successioni di v.a. indipendenti con varianza (perché
X, € L8 per ogni n). Usando la LFGN, si ha

1 1
EZX/%—HE(X%):l EZX/%—HE(Xf) q.C. per n — 0o
k=1 k=1

quindi, se X,, # 0 q.c.,

XP+ X34+ X2 A30 XP 1

Z—i_ i+ + Z:?Zﬁ_l Z—) 1 q.c. per n — oo.
X +X5+--+ X, ﬁZklek E(X7)
3Ricordiamo che, per p # 1, Z;V:O p= %



Esercizio 11 a) La f.c. di X, ¢ ,(0) = €®=920"/2_che converge a g(f) =
e per n — oo. Poiché g &laf.c. di X = p q.c., si ottiene X,, — p in legge,
quindi X,, — p in probabilita. Studiamo la convergenza a p in LP: posto
Zn = (X — p)/on, si ha che che Z,, ~ N(0,1) e

E(1Xn — ul?) = on B(|Zn]") = o3, - My

dove M), denota il momento p-esimo di una gaussiana standard. Allora, per
ogni p > 0, E(|X,, — u|P) — 0 per n — oo, quindi X,, converge a p in LP.

b) Studiamo il comportamento delle code: fissato § > 0,
P(|X,, — pu| > 0) =P(op|Zy| > 6) =P(|Z1] > /o).

Ora, 0y, — 0 quindi §/0,, — 0o. Allora, per n grande,

2 - ag
BX — 1l > 8) = PUZ1| > 8/00) = ——— g, /270

Ad esempio, se si sceglie 0, = 1/4/n allora, per n grande,
2 1 2
P(| Xy — pt| > 0) ~ —— — e "0°/2,
(X0~ > 8) > =

quindi ) P(|X;,, — p| > 6) € una serie convergente per ogni 6 > 0, da cui
segue che X,, — u q.c.
Scegliamo ora o, = 1/+/logn: si ha

2 1 6_52/2 logn _ 2 1 .
V2r 8 logn V21§ n9%/2 logn

Quindi la serie Y, P(]X,, — u| > &) non converge se 62/2 < 1: se si richiede
I'indipendenza delle X,,, da BC2 segue che X,, non converge q.c.

P(|Xn — pf > 6) ~

Esercizio 12. Posto X,, = % > 5y Xy, si ha
n n n n
(X=X =) (XR+X2-2Xp X)) =) XP+nX2—-2X,) X,
k=1 k=1 k=1 k=1
n n
=Y XP+nXp-2X! =) X} -nX?,
k=1 k=1

da cui segue che
1 - n n 1 «
2 _ 2 T2 _ < 2 w2
Sn_n—lkz_le_n—lX"_n—1<n;Xk X")'

Ora, per la LGN 237" | X2 — E(X?) q.c. e X, — E(X1) qg.c., quindi

S2 51 (E(X%) - E(Xl)Q) = Var(X1) = 0%, qc.
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Infine,

k=1
- (e - ne((2 3 x))
k=1 =
- (e - m( 3 xx,))
kj=1
- nil (nE(X%) —% f: E(XkX])>
kyj=1

Ma se k = j, E(Xy X;) = E(X?) = E(X}) ese k # j , E(Xx X;) =
E(Xx)E(X;) = E*(X;) (per via dell’indipendenza), quindi

1<nE l(7’LIE(X12)+n(n—1)]E2(X1)))
= E(X?) — E*(X;) = Var(X;) = o

2 2

Allora, S2 converge q.c. a 02 e si mantiene in media sempre uguale a o2,

Esercizio 13. Poniamo Z, = 137 (X} — E(X})). Usando la disug-
uaglianza di Chebycev, per ogni § > 0 si ha (ricordiamo che le X} sono a
due a due non correlate)

P(|Zy| > 6) = (‘Z Xk—IE(Xk))‘ > nd)
k=1

Var(ZZ:1 Xk)
< n252 = n252 ZVar Xi) = 252 Zak
k=1
cioe
an 1
P(|Zn] > 0) < =5, con an:ﬁZUI% (3)

a) Supponiamo che lim,, , 02 = 0. In tal caso, o2 & limitata: esiste C > 0
tale che 02 < C per ogni n. Quindi, o, < C/n — 0 per n — oo e da
(3) segue che P(|Z,| > 6) — 0 per n — oo, cioe Z,, — 0 in probabilita, o
equivalentemente vale la LDGN.

b) Supponiamo ora che C := Y 02 < co. Allora a;, < C/n? — 0 per
n — oo e da (3) segue che ) P(|Z,] > 0) < oo, quindi Z, — 0 q.c., o
equivalentemente vale la LFGN.
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Esercizio 15. Osserviamo che la funzione f(z) = {7, * > 0, ¢ crescente e
f(z) <1.
Supponiamo che X;,, — 0 in probabilia. Allora, per € > 0,

| X | X | Xl
E( ) = B(— 0 Lixice) + B Lixalse)
1+ | X,| 1+1X\ [Xnl<e 14| X,| >
< +P(X
< 7z TR(1Xal > ¢)

e quindi

) | X0 | €
lim su E( ) < .
54)0p 1+ ’Xn‘ - 1+€

| X )

) = 0 da cui la tesi.

Per Darbitrarieta di e, otteniamo lim._,o E(

Supponiamo viceversa che —22L 5 0in L!. Poiché {|Xn| >¢e} C{ Xnl

T+ X 0] T+[Xn]
l%re}, usando la disuguaglianza di Markov si ha
| X0 € l+e | X0
P(1Xal > ¢) < P( >—)< E( ) =0,
(1Xu] > ¢) 1+ |X,| ~ 1+e¢ £ 1+ X,

Esercizio 16. a) Poiché X,, & una v.a. simmetrica, E(X,,) = 0 per ogni n,
dunque 15, ha media nulla. Calcoliamo Var(S),):

Var(S,) = ]E( Z XkX) ZE XP)+ Z E(Xk)E(X:)
kyi=2 k#i=1
n k’2 n ]i'
N ; kloghk logk

Ma x +— x/log z & crescente per x > e, qumdl

1 2 1 n 2 n—2
\ (fs ) < 4= _ o
A\pen _n210g2+n2kz_310gn n210g2+nlogn

Ma allora 15, = 15, —E(15,) — 0 in L?, quindi in probabilita.
b) Per n > 1, si ha
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quindi ), P(X,, > n) = 4oo. Poiché le X,, sono indipendenti, BC2 da

P(X, > ni.o.) =1, cioé q.c. si ha X,, > n per infiniti indici n. Ora, essendo

X,=5,—85,-1, q.c. si ha %Sn — %Sn,l > 1 per infiniti indici e quindi q.c.
1 n—1 1

—Sp > ——S12>1
n n—1

per infiniti indici. Se quindi %Sn — 0 qg.c. allora si otterrebbe 0 > 0+ 1, da
cui 'assurdo.

ib'e



