ESERCITAZIONE 1
COMPLEMENTI DI PROBABILITA
A.A. 2011/2012

Argomenti: algebre, o-algebre.

Esercizio 1. a) Sia {¥,}, una famiglia di o-algebre su S. Dimostrare
che ¥ =Ny, € una o-algebra su S.

b) Siano €, 1, %2 collezioni di sottoinsiemi di S e siano (%), o(%1),
o (%) le rispettive o-algebre generate!. Dimostrare che

bl) o(%) = m Y, dove &% e l'insieme di tutte le o-algebre che
Yeby
contengono %;

b2) se in particolare € & una o-algebra allora (%) = ¢
b3) se € C > allora o(%1) C 0(62).

Esercizio 2. a) Sia ¢ = J;c;{Ci} una partizione al pilt numerabile? di
S. Dimostrare che

Y= {ACS A= U C; alvariarediIACI}
1€l y
(con la convenzione di porre A = () quando I4 = )) & una o-algebra e

che ¥ = o(%).

b) Siano @4 = {A} e 9 = {A,B}, con A,B C S. Scrivere o(4) e
o(ah).

c) Provare con un (contro)esempio che l'unione di due o-algebre non &
in generale una o-algebra.

Esercizio 3. a) Fissato S, sia ¥y la seguente classe di sottoinsiemi di S:
A € X se e solo se A & finito oppure A€ ¢é finito. Mostrare che:

al) Xj e un’algebra;
a2) se S ¢ finito allora ¥y ¢ una o-algebra;
a3) se S non e finito allora ¥y non ¢ in generale una o-algebra.
b) Sia S un insieme non finito e ¥ la seguente classe di sottoinsiemi di

S: A € X se e solo se A ¢ finito o numerabile oppure A€ ¢ finito o
numerabile.

!Si ricorda che o (%) ¢, per definizione, la pill piccola o-algebra contenente %, cioe: se
3 ¢ una o-algebra e X D % allora ¥ D o(%).
2Qvvero, I ¢ un insieme di indici al pitt numerabile, C; C S per ogni i, C;(C; = 0

per ogni i # j ed inoltre |J,.; Ci = S.



bl) Mostrare che ¥ & una o-algebra.

b2) Preso S = (0,1], provare che ¥ & strettamente contenuta in
2#(0,1]. Usare questo esempio per mostrare che l'unione piu che
numerabile di insiemi di una o-algebra non e in generale un ele-
mento della o-algebra.

Esercizio 4. Sia (5,¥) uno spazio misurabile e sia Sy C S. Sia ¥y =

{AN Sy, A€ X}
a) Mostrare che ¥y & una o-algebra su Sp.

b) Supponiamo ¥ = o(%). Mostrare che ¥y = (%)), essendo 6y =
{AN Sy, AcF}.

[Sugg.: posto ¥ = {A e ¥ : AN Sy € (%)}, mostrare che: 1) € C ¥ C ¥
e2) 3 ¢ una o-algebra su S. Dedurre quindi che X C o(%p)...]



SOLUZIONI

Esercizio 1. a) Si ha: S € ¥, per ogni «, quindi S € ¥; se A € ¥ allora
A € ¥, per ogni «, quindi A° € ¥, per ogni a e A° € ¥; se {Ap}, C X
allora {A,}, C X, per ogni «, quindi U, A,, € 3, per ogni a e U, 4,, € X.
b1) Intanto, da a), 3 := Nyeg, 2 € una o-algebra. 3. contiene €: se C' € €
allora C € ¥ per ogni & € &, quindi C € ¥. Infine 3 C ¥ per ogni ¥ € &,
quindi ¥ = o(%).

b2) Basta osservare che ¢ € &% e usare bl).

b3) Basta osservare che &, C &%, e usare bl).

Esercizio 2. a) Ovviamente (), S € X (si prenda Iy = () e Ig = I). Preso
AeX

= (Ue) =5y (Ua)=(Ua) (Ue)- Yo,

i€la i€la i€l i€la ielf

dunque A° € %. Infine, se Aj, Ay, ... € ¥ allora, posto A, = J

Us-U(Ua)- U e

n i€la,, 1€Unla,,

Ci7

1€l 4,,

e ancora U, A, € Z. Sinoti che gran parte dei passaggi sopra scritti sono
giustificati dal fatto che gli insiemi C; sono a due a due disgiunti.

b) Siano
61 ={A, At e 6o ={ANB° ,A°NB,AN B A°N B}.

¢1 e 62 sono entrambe partizioni (finite) di S tali che o(24) = 0(61) e
o(e#s) = 0(%2). Usando il punto precedente, si ottiene facilmente:

o(61) ={0,5, A, A°}
o(6¢) =1{0,S,A\B,B\ A,AnB,A°N B¢
(A\B)U(B\ A),A, B, B, A°,(A\ B)N(B\ A)°,
AUB,(ANB)‘ (A\ B) (B\ A)°}

c¢) Prendiamo o({A}) = {0, S, A, A°} e c({B}) = {0, S, B, B}, con A, B C
S: se A, B possono essere scelti tali che AUB # (), A, B, S, allora o({A}) U
oc({B}) = {0,S, A, A°, B, B} contiene, ad esempio, sia A che B ma non
AU B, quindi non & una o-algebra, né un’algebra.

Esercizio 3. al) S € ¥j: se S ¢ finito, niente da dire; se invece S non
¢ finito, S¢ = ) ¢ finito. Xy ¢ chiusa sotto operazione di complementare:
banale. Infine, siano A, B € Y. Occorre suddividere in casi:



e se A e B sono entrambi finiti allora A U B & finito, dunque AU B € X;

e se A° e B sono entrambi finiti allora (AU B)¢ = A°N B¢ ¢ finito, dunque
AU B € Xy;

e se A e B¢ sono entrambi finiti allora: se B & finito anche A U B ¢ finito,
dunque AU B € X; se invece B non ¢ finito allora (AU B)¢ = A°N B¢ C B¢
¢ finito e ancora AU B € X;

e se A° e B sono entrambi finiti allora, procedendo in modo analogo a quanto
visto sopra, segue facilmente che AU B € Y.

a2) Se S ¢ finito, #2(S) < 0o (Z(S) = insieme delle parti di S) quindi
presa una qualsiasi successione {A,}, di sottoinsiemi di S allora esiste un
indice ng tale che per ogni n > ng, A, coincide con () oppure S oppure
con un qualche Ay, con k < ng. Cio significa che se {A,}, C Yo allora
Un A, = Uévlek con By, € ¥ opportuni e da al) segue che U, A4, € Xo.
a3) Se S non é finito, sia {si}; un insieme numerabile di S. Posto A =
{s1,83,...,82k+1, ...} allora A° D {s9,59,...,8%,...}, quindi A ¢ ¥y. Ma
A = Up>o{sok+1} € {s2k+1} € Lo per ogni &k > 0, quindi ¥y non ¢ una
o-algebra.

b1) Occorre solo dimostrare che ¥ & chiusa sotto unioni numerabili. Sia
{A,}n C X. Se A, finito o numerabile per ogni n allora U,A4,, & finito o
numerabile, quindi U,A4,, € ¥. Altrimenti, cioe se esiste un £ tale che Ay
non ¢ finito né numerabile, allora A7 lo ¢ e (U, A,)¢ = N, A5 C Af ¢ finito o
numerabile, e ancora U, A,, € X.

b2) Sia A € ¥. Allora o A o A€ sono numerabili, cioe¢ A = {ax}r = Ur{ar}
oppure A = {ax}r = Ug{ax}, con ar € (0,1] per ogni k. Ora, {ar} €
2(0,1]: .

1
LG
{an} = Onfar = —ar+

da cui segue che o A oppure A¢ appartiene a %(0,1], quindi A € %(0, 1].
L’inclusione ¢ stretta: basta considerare I'intervallo (0,1/2], che ¢ in %(0, 1]
ma non in . Si noti che (0,1/2] = Uy 4¢(0,1/217} ¢ ¥ pur essendo {x} € X
per ogni = € (0, 1]: 'unione piu che numerabile di elementi di una o-algebra
non appartiene in generale alla o-algebra.

Esercizio 4. a) (), Sy € 3¢ perché ) = () So, So = S[)So. Siaora B € Xy:
B:AﬂSO [§]
So\ B = S [)A°

con A € ¥, quindi il complementare (fatto ovviamente in Sp) sta in Xo.
Infine, se By, B, ... € ¥y, con B; = A;[)So e A; € &, allora

LZJBi:U<AiﬂSO) = (LiJAi>mSO
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con | J; A; € ¥, quindi |J; B; € Xo.
b) Ovviamente, o(%)) C Xy. Per mostrare l'inclusione opposta, dev’essere
che per ogni A € ¥ allora A() Sy € 0(%p). Quindi, posto (come suggerito)

S={AeX: A()S € ()},

occorre dimostrare che 3 = X. Si ha infatti:

1) ¢ C ¥ C %: verifica immediata;

2) ¥ ¢ una o-algebra su S. Infatti, 0, S € 3 perché 0N So = 0,5MNSo =
So € o(%p). Poi, (ricordiamo che o(%p) & una o-algebra su Sp) se A € X
allora A°(So = So \ (AU So) € o(%p). Infine, se A, As,... € X allora
(U; 4i) S0 = Ui(4:i (1 S0) € o(%0)-

Da 1) e 2) segue allora che ¥ = ¢(%) C ¥ C %, da cui ¥ = ¥ e quindi la
tesi.
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