EsSErcCITAZIONE XIII
COMPLEMENTI DI PROBABILITA
A.A. 2011/2012

Argomenti: comportamento asintotico di martingale.

Esercizio 1. Sia {X,}, una successione di v.a. i.i.d. e gq.c. non negative,
con E(X;) = 1. Definiamo

n
My=1lepern>1, Mn:HXk-
k=1
Poniamo %y = {0,Q} e per n > 1, %, = o(X1,..., Xp).

a) Verificare che {M,}, & una .%,-martingala limitata in L'. Dimostrare
quindi che la v.a.
[e o] n
[[ =t T] %
k=1 k=1

¢ ben posta ed ¢ integrabile.

b) Verificare che {M,}, € una .%,-martingala di quadrato integrabile se
e solo se X1 € L? e tuttavia, {M,}, non & mai limitata in L.

Esercizio 2. Sia {X,,},, una successione di v.a. i.i.d. gaussiane standard.
Definiamo Sy = 0 epern > 1, S, = X1 +--- 4+ X,,. Per A # 0 fissato,
definiamo

M, = eASn+n6” n > 0.

al variare di # € R. Poniamo .%,, = o(X1,...,X,).
a) Verificare che {M,}, & un processo .#,-adattato, integrabile! e che
al) se = —\2?/2 allora {M,} & una .%,-martingala;
a2) se < —\2/2 allora {M,} & una .%,-supermartingala;
a3) se > —\?/2 allora {M,} ¢ una .%,-submartingala.

b) Mostrare che per § < —\2/2 esiste My, tale che M, — My q.c.
quando n — oco. Provare che My, = 0 q.c. e che M,, — M, anche in
L' se e solo se § < —\%/2.

c) Dimostrare che M,, — M, anche in L? quando 6 < —\2.

d) Mostrare che se 6 # 0 esiste una v.a. estesa (cio¢ a valori in R) M,
tale che M,, - My, q.c. quando n — oc.

'Potrebbe essere utile ricordare che se Z ~ N(0,1) allora e*? € L' per ogni A e

IE(eAZ) — N2,



[Sugg.: si ricorda la legge (forte) dei grandi numeri...]

Esercizio 3. Sia M = {M,}, una martingala limitata in L? e sia

—_

n
X = —(My — My_1).

n= 5 (Mi— Myy)

k=1

Dimostrare che X = {X,},, ¢ una martingala che converge q.c. e in L.
Dedurre che la serie Y~ (M) — My_1) & q.c. convergente.

Esercizio 4. Su (2, .#,P) sia {Y}}, una successione di v.a. i.i.d. tali che
P(Yy=+1)=P(Y,=—-1)=1/4, P(Y, =0) = 1/2. Per n =0,1,..., siano
Fn=0Yp,....Ys) e X;, = [[;_o(Yx +1). Definiamo infine 7 = inf{k > 0 :
Y, = —1}.

a) Dimostrare che {X,},, & una .%,-martingala.
b) Provare che 7 & un .%,-tempo d’arresto q.c. finito e che X, = 0 q.c.
c) Calcolare E(X;p) per ogni n.

d) Dire se, per n — 00, {Xran}n converge q.c. e/o in L' e/o in L2

Esercizio 5. Su (2, .#,P), sia data una filtrazione {.%, },. Sia Q una misura
di probabilita su (€2,.%#) tale che Q < P. Per ogni n fissato, siano P,, e Q,
la restrizione rispettivamente di P e di Q a #, (P,,Q, : %, — [0,1],
Po(A) = P(4) e Qu(4) = Q(A) per ogni A € 7).

a) Dimostrare che, per ogni n, Q, < P,

b) Posto X,, = % e X = %, dimostrare che X,, = E(X |.%,) e che

{X,}n & una ﬁ;—martingala che converge q.c. per n — oo.

[Sugg.: Osservare che (Q,.%,,P,) = (2, %,,P) e (2, %,,Q,) = (Q,%,,Q) ed
inoltre, su %, si ha P, =P,,11 e Q, = Qpy1. |

Esercizio 6. Su (2, .#,P), sia data una filtrazione {.%, },, e sia { M, }, una
Fn-martingala limitata in L* (cioe, esiste una costante positiva L tale che
sup,, E(|M,|*) < L). Definiamo Xy = 0 e per n > 1,
n
M1 (M), — My_1)
X =
n Z k

k=1

a) Dimostrare che {X,}, & una Z,-martingala. E anche di quadrato
integrabile?

b) Dire se, per n — o0, { X, }, converge q.c. e/o in L.



Esercizio 7. Sia {X,,}, una successione di v.a. a valori in [0, 1], con Xy =
a € 10,1], e sia %, = 0(Xo,...,X,). Supponiamo che

1+ X,
2

X,
(=) c1-x o B =)

a) Sia f : R? = R boreliana t.c. f(X,y1,X,) € L. Verificare che si ha

1+ X,
2 )

Xn

E(f(Xn-HaXn) ‘ yn) = f(f

: Xn) X,,.

7Xn> (1_Xn>+f<

ﬁn) =1 e dal fatto che

X} — @ siottiene Lix,=Xaytlyx, , —tixay =

[Sugg.: da IP’(X,LH = % ‘ an) +P(Xn+1 _ 1+2Xn

{Xn+1 = XQH}Q{XnJrl
1 e quindi...]

b) Mostrare che {X,}, & una .%,-martingala che converge q.c. e in L?
ad una v.a. Z.

c) Mostrare che E((Xn+1 — Xn)z) = %E(Xn(l — Xn))

d) Calcolare E(Z(1 — Z)). Qual ¢ la legge di Z?
Esercizio 8. Sia {Z,,}, una successione di v.a. i.i.d. tali che P(Z, =1) =
1/2 =1-P(Z, = —1). Fissato un intero a > 0, sia7 = inf{n >0 : S, = a},
dove Sy =0pern>1,S5, =21+ -+ Z,. Definiamo .7y = {0, 2} e per
n>1, %, =0(Z1,...,Z,). Per 0 € R, sia?

0 €9Sn
X = —— > 0.
" (cosh@)"’ "=

a) Dimostrare che 7 & un .%,-t.a. e che {X?},, & una .%,-martingala.

b) Supponiamo # > 0. Dimostrare che {X?, 1, & una .%,-martingala
limitata. Dedurre che

bl) se 6 >0, {X?,, }, converge q.c. e in L? per n — oo a

0 e@a

S — ‘
(cosh 0)7 {r<tooh

b2) P(7 < +00) =1 e per ogni § > 0 si ha E((cosh§)™") = e~%.
[Sugg.: studiare la convergenza di W per 6 | 0...]

Esercizio 9. Sia {Y},}, una successione di v.a. i.i.d. integrabili. Poniamo:
EY1) =p, So =0, Zo=1{0,Qepern>1,85,=Y1+---4Y,, % =
o(Y1,...,Y,). Sia 7 un .%,-t.a. integrabile (quindi, 7 < 400 g.c.).

2Ricordiamo che cosh @ = (e +e7%)/2, § € R. In particolare, cosh & una funzione > 1,
convessa e simmetrica rispetto all’origine.



a) Sia X,, = S, — npu.

b)

al)
a2)
a3)

a4)

Verificare che {X,,}, & una .%,-martingala.

Dimostrare che, per ogni n, E(Syar) = uE(n A 7).

Dimostrare che S; ¢ integrabile e E(S;) = puE(7).

[Sugg.: supporre dapprima che p = 0 e poi rimuovere tale ipotesi.]
Supponiamo che P(Y,, = +1) = P(Y,, = —1) = 1/2 e che 7 =
inf{n : S, > a}, dove a ¢ un intero positivo. Nell’esercizio 8 si ¢
visto che 7 < +00 q.c. Dimostrare ora che 7 non e integrabile.

Supponiamo d’ora in poi che E(Yf) < oo e poniamo o2 = Var(Y7).

Supponiamo anche y = 0 e poniamo Z, = S2 — no?.

b1)
b2)

b3)

b4)
b5)

2

) = o?E(nAT).
Dimostrare che per ogni .%#,,-tempo d’arresto v finito q.c. si ha

14 oo
b21) >V = Y21y
k=1 k=1

Verificare che {Z,, },, & una martingala e che E(S2, .

oo
b22) > VPlgc,y € L' e quindi Y E(YP1<,y) < +0o;

k=1 k
b23) se j < k, E(Y}'l{jgy}ykl{kgy}) =0.
[Sugg.: (7) siusiil punto a); (i3) siha {{ <7} ={r <{l—-1}°€ Fp_1.]
Dimostrare che {S,ar}n € di Cauchy in L?. Dedurre che S, —
S, in L? per n — oo.
[Sugg.: pOiChé 1{k§n/\‘r} = 1{k§n}1{k§7}7 si ha Sn/\r = Ekgn Ykl{kgr}m]
Dimostrare che E(S2) = o2E(7).
Rimuoviamo ora l'ipotesi 4 = 0 e supponiamo quindi u € R.
Dimostrare che E((S; — pu7)?) = oE(7).



SOLUZIONI

Esercizio 1. a) M, ¢ .#,-misurabile ed integrabile. Inoltre, si vede subito
che & una martingala. Infine,

n
5upE(|M |)—5upIE H (Xp) =1

dunque & limitata in L'. 1l teorema di convergenza di Doob garantisce
Iesistenza di una v.a. M. € L' tle che M,, — M, q.c. Basta allora
definire

n
HXk_ m_qC_JI_EgOHXk'
k>1 k=1

b) Se M,, € L? per ogni n allora X1 € L2 Viceversa,
n n n
=E([[x3?) = [T E&R) = [] (Var(Xy) + E* (X)) = (0 +1)"
k=1 k=1 k=1

Peraltro, da qui segue che sup,, E(M?2) = +o0o, quindi non pud mai essere
limitata in L?.

Esercizio 2. a) S, ¢ .%,-misurabile, quindi M & un processo adattato.

Inoltre
n n
E(M,) = IE( H eAX’f)e”H H E(e)‘Xk)e"Q 0 g
k=1 k=1
Poi,
n 0 n _ 0
E(Mpi1 | Fn) = E(M, X140 | Z,) = ME(?Xm+1)e? = Mye™ =
indip. da %,
Quindi:
2
al) se § = 5 M ¢ una martingala;

)\2
a2) se 0 < —5 M & una supermartingala;

2

3 0> ——
a3) se 5

b) Abbiamo visto che ||M,||;1 = e"**/2+9) quindi M & limitata in L' se e
solo se < —\2/2. In tal caso, per il teorema di convergenza di Doob, esiste
una v.a. M € L' tale che M,, - M4, q.c. Ora,

M & una submartingala.



e per la LFGN, S,,/n — E(X;) = 0 q.c. per n — oco. Ma allora, essendo
0 <0,
M, — 0= My q.c.

Infine,

)\2
[Mp — Moo 1 = [ Mnllpr = "N /2H0) 5 0 sse < CR

c) Si ha

2
M), — Mxl|z2 = ||MnH%2 = E(M?) = E(62A5n+2n9) — 20224200

da cui segue che M,, — M., in L? se e solo se § < —\2.
d) Dalla LFGN, se 6 # 0 si ha

lim M, = lim en(’\%s’"‘_e) = 0 e <0 q.c.
n—00 n—00 +o0 sef >0

Esercizio 3. Si vede facilmente che, per ogni n, X, ¢ .%,-misurabile e
integrabile (somma di v.a. tutte .%#,-misurabili ed integrabili). Inoltre,

1

Fp-mis.
1

=0 [M & Fpn-mg|

Studiamo || Xy ||z2:

n
1
HXHH%Q = H Z %(Mk - Mk*l)Hi2
k=
n 9 ! n .
<SSl + M) K-
k=1 1

perché M ¢ limitata in L2, Essendo Y, 1/k® < oo, si ha che X & limitata in
L?, e quindi ammette limite q.c. e in L?. Allora, la serie D k1 %(Mk—Mk_l)
non ¢ altro che il limite q.c. e in L? della martingala X,.

Esercizio 4. a) Per ogni n, X,, ¢ integrabile (perché prodotto di v.a.
indipendenti ed integrabili) e .%,-misurabile (perché prodotto di v.a. %,-
misurabili). Poi,

E(Xn+1|cgfn):E( Xn ( Yn+1+1)|yn):XnE(Yn+1+1):Xn
~ —— —_——

Fp-mis.  indip. da %, =1

ii



quindi {X,}, € una .%#,-martingala.

b) Fissato n,
{r=n}={Yo#-1,...,Y, 1 #-1,Y, = -1}

={Yo# -1} (Vo1 # -1} Yo =—1} € 70
Gyng’\n Eyn—lcyn Eﬂ-’n

e quindi 7 ¢ un %, -tempo d’arresto. Inoltre,
P(T> N) :P(Yb 7& _17"'7YN—1 7é _17YN 7é _1)

N+1 3NN+ oo
(7) — 0

= (Pro#-1) = (5

dunque & qg.c. finito. Ora, q.c. (perché quanto stiamo per scrivere vale
sull’evento {7 < c0)) si ha

9] 00
X‘r = ZXTszn = ZXn]-‘rzn
n=0 n=0

Ma, su {r = n}, si ha ¥, = —1 e quindi X,, = X,,_1(Y, + 1) = 0, da cui
segue che X; =0 q.c.

¢) 7 An éun tempo d’arresto limitato e X € una martingala: per il teorema
d’arresto di Doob,

]E(XT/\TL) = E(XO) = E(}/O) =1

d) Poiché T & qg.c. finito, quando n — oo si ha 7 An — 7 q.c. e quindi
Xran — X7 =0 g.c. Ma la convergenza non avviene in L': se cosi fosse, si
avrebbe E(X x,) — E(X;) = 0, il che & falso perché E(X r,) = 1 per ogni
n. Dunque, non converge neanche in L2

Esercizio 5. a) Sia A € .%, tale che P,,(A) = 0. Allora A € . e P(4) =
P,(A) =0, quindi Q(A4) = 0. Essendo Q(A4) = Q,,(A4), segue la tesi.
b) Indicheremo con E, EP~, EQ, EQ» I’aspettazione rispettivamente sotto P,

Prn, Q, Qn.

Fissato n e A € %#,, si ha

E(X,14) =E(X,14) [(Q,.Z.,P)=(Q,%,,P,) e X,14 & .%,-mis. e int.]

[
:QH(A) [Xn:%eAEan]
:Q(A) [(Qayan)E(glythn)eAeyn]
=E(X14) [X=3]

da cui segue che X,, = E(X |.%,). Inoltre, un processo di questo tipo &
sempre una martingala: poiché .7, C %, 1, per la proprieta “della torre”,
si ha

E(Xp+1| Fn) = E(]E(X | Fnt1) ‘ ﬁn) =E(X|%,) =X,

iii



Infine, X,, > 0 perché e una densita. Quindi
HXnHLl(IP) = E(Xn) =E™ (Xn) = Qn(Q) =1

cioe { X, }n ¢ limitata il L!. Tl teorema di convergenza di Doob garantisce
lesistenza di una v.a. Z integrabile (sotto P) e .Fo-misurabile tale che
X, =E(X|%,) = Z q.c.

Esercizio 6. a) X,, ¢ .%,-misurabile (perché somma di v.a. .%,-misurabili)
ed integrabile, perché My,_1, My, — My_, € L? e quindi My_ (M}, — My_1) €
L' (disuguaglianza di Cauchy-Schwarz), per ogni k. Inoltre,

Mn(M’VH—l — Mn) ‘y )
n n

E(Xni1 | Fn) = E(Xn +
Ma X,, e M,, sono %,-misurabili, quindi

M,
E(Xn—i-l | yn) =X, + 7 E(Mn-‘rl - M, | yn) = Xn.

=0: M & Fp-mg

Infine, si ha
E(|Mg—1(Mg — My—1)*) = E(|Mg_1*| My, — My_1]?)
1/2 1/2
< (B(Meal)) " (B(My = M) < const - L

da cui segue che X,, € L.
b) Si noti che

1
< const - —
n

Mnfl(Mn - Mnfl) ‘2>

E((X, — Xn1)?) :E(‘ .

quindi ZHE((XH — Xn_1)2) < 00, cioe X & limitata in L2. Ma allora, X,
converge q.c. e in L?, dunque anche in L', alla v.a. che si puo identificare

My 1 (M—My_1)
con Zk21 e

Esercizio 7. a) Si ha

Xn 1+ X,
0=1-P(Xp1 = 5" | F0) = P(Xni1 = —

=E(1 = (Lix,, o3y + Lx, oy | 7).

)

Passando alle medie, si ottiene

E(l — (1{Xn+1:%} + 1{Xn+1:1+2xn})) =0.

iv



X 1+ X
st = 5710 (Ko = =57

X 1+X

Quindi 1 — (1{Xn+1:%} + 1{Xn+1:1+2X"}) > 0 e tale v.a. ha media nulla.

Ma allora dev’essere
1{Xn+1:%} + 1{Xn+1:‘1+gxn} - 1 q.C.
Allora, presa f(X,.1,Xn) € L', si ha

E(f(Xn+17Xn) | yn) = E(f(XTH*l)Xn)(]-{XnJFl:%} + l{XnJrl:lJr;(n}) ‘ yn)
= ]E(f(XTH*th)]-{XnJrl:%} | yn)+
+E(f(Xn+1aXn)1{Xn+1:%} ‘ ﬁn)

_ E(Ml{xnﬂz’?} ’ '%‘>+

2
Fp-mis.
FE( (75 X0) L, oty | 22)
=1 (% X0)E(x, 1m0 | F2)
(155 X0 B (L, _rexay | )
- f(%,xn) IP’(Xn+1 = Xa| %)Jr
£ (1, X0 ) P( X = 155 | 7))
b) Presa f(z,y) = x, da a) si ottiene
E(Xn41|Fn) = %(1 — X))+ L+ X”Xn =X,

quindi X,, & mg. Poi, essendo X,, € [0,1] q.c., {X,,} € limitata in LP per
ogni p. In particolare, converge in L? e q.c. ad un’opportuna v.a. Z, che
senz’altro assumera valori in [0, 1] g.c.

c) Presa f(z,y) = (x —y)?, da a) si ha

Xn 2 1+ X, 2
E((Xpi1 — X0)?| F) = (7 — X)) (1= X+ ( - X,) X,
Ly Lo x2
1



e passando alle medie si ottiene subito 4E ((Xp41 — X,)?) = E(Xn(1 - X5)).
d) Poiché X,, — Z in L?, si ha anche X,, — Z in L' e quindi

E(Z(1 - Z)) = E(Z) —E(Z2) = lim (E(Xn) - E(Xg))

n—o0

= lim E(X,(1 - X,)) = lim 4E((X,11 — X,)?).

n—0o0 n—0o0

Poiché { X}, converge in L?, & di Cauchy in L? e quindi E((Xp+1—Xn)?) —
0, da cui
E(Z(1-Z)) =0.

Essendo pero Z(1—2) > 0 q.c. siha Z(1—-Z) =0 q.c. e quindi Z assume &
a valori in {0, 1}, cioe Z ~ Be(p). Calcoliamo p =P(Z = 1) = E(Z). Poiché
X, = Zin L',

p=E(Z) = lim E(X,) =E(Xo) =a

n=300
perché X,, € mg. Dunque, p = a.
Esercizio 8. a) Da

{r=n} ={S1<a,...,5%-1<a,S =a}

:(m,m{sk<a})m{sn:a}eyneyn
—— ——

€FLCFn

segue che 7 ¢ t.a. Inoltre, S,, assume un numero finito di valori, dunque e?%»
¢ Z,-misurabile ed integrabile. Poi,

06X
evantl ‘f>_ g 1
=

E(Xns1| F2) = E( X " cosh 6

n

N " coshf

Fp-mis.

E(eeX"“)

indip. da %,

Ma

1 1
E(GHXn-H) — 605 + 6795 = cosh 6

da cui segue che {X?},, & martingala.

b) Supponiamo 6 > 0. Poiché S,rr < a, coshf > 1 e 7 > 1, otteniamo

0 69571/\7' 0
o a
0= Xoar = (cosh §)n/A7 e

Ricordando poi le proprieta delle martingale arrestate, si ottiene la tesi.

b1) Poiché {X?, }, & una martingala limitata in L?, essa converge q.c. ed
in L?. Ora,
0 0 0
Xonr = Xn/\T]-{T<+oo} + X’n/\T]‘{T=+OO}‘

vi



Ma, su {7 < +o0}, si ha n A 71 7 per n — oo, quindi

e@a

Xg/\'rl{7'<+oo} - X£1{7<+oo} = m 1{T<+oo}'

Invece, su {7 = +oo} sihan AT =mne S, < a, quindi per n — oo,
eesn e@a

<X iy =l <
0= Xnarlir=rtoo) (cosh @) ~{7=+°° = (cosh )n

1{T:+oo} — 0.

Ma allora, per n — oo,
Xonr = XpnrLiretoo) T Xpnrlir—joo) = WY
b2) Osserviamo che, se 6 | 0, W% — 1400y g-c. Inoltre,
0< WP < efo < gt
per ogni # < 1. Usando DOM, otteniamo cosi
EW?) = E(1{;<to0)) = P(r < +00).

Ma, W? & il limite in L? di X?, , quindi E(W?) = lim, E(X?, ). Dal

teorema d’arresto, E(X?,.) = E(X§) = 1, da cui segue immediatamente
che E(W?) = 1 e quindi P(7 < 4+00) = 1.

Esercizio 9. al) X,, ¢ ovviamente .%,-misurabile ed integrabile. Inoltre
E(Xpt1 | Fn) = E(Xn + Yoq1 — p| Fn) = X + E(Yns1) —p =X,

perché Y, 11 ¢ indipendente da .%,.

a2) {X,}, ¢ una martingala: dal teorema d’arresto, E(X,A-) = E(Xo) =0,
da cui segue immediatamente che E(Sypr) = E(un A7) = pE(n A T).

a3) Osserviamo che si ha sempre n A 71 7 per n — oo e quindi, da MON,
E(n A7) 1T E(7).
Assumiamo dapprima Y,, > 0 q.c. In tal caso, Syar T Sr. Usando a2) e
MON

E(S;) = lim E(Spar) = lim pE(n A7) = pE(7).

n—oo n—oo

Assumiamo ora Y, qualsiasi. Poniamo SF = SR YE dove YV,b e Y,
denotano rispettivamente la parte positiva e negativa di Yy, e i = E(Y;}).
Usando quanto appena dimostrato, otteniamo E(SF) = i*E(r). La tesi ora
segue osservando che S; = ST — S~ e che =t — .

a4) Se 7 fosse integrabile, quanto appena visto sarebbe valido e quindi

E(S,) = uE(r) = 0.
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Ma S; = a > 0, dunque si avrebbe a = 0, il che & assurdo.

bl) S, & Z,-misurabile e S, € L? perché somma di v.a. di L%, dunque
{Zn}n & Fp-adattato ed integrabile. Inoltre,

E(Zpt1 | Fn) =E((Sp + Yns1)? | Fn) — (n+1)0”
Ricordando che Y,, 11 ¢ indipendente da .%,, si ha

B((S0 + Vo1 52) = E(Ge+ Yoo,
=E(z? + Y2 | —22Y41)]

—4o?| =S tod

=S,

Sostituendo sopra, troviamo la proprieta di martingala richiesta. Ora, us-
ando il teorema d’arresto, E(Z,rr) = E(Zp) = 0, il che da I'uguaglianza
richiesta.

b21) Osserviamo che

Zkgu Yk;2 = Zn < Zkgu Ykz) 1{1/=n} = Zn Zkgn Yk;21{1/:n}
= 3k Donzk Vil umny = 20 Y3 2ok Ly=n)
=k Yk21{k§v}

b22) Essendo S, = 3., Y2 un processo del tipo studiato in a), con le

2

sostituzioni Y;, ~ Y;2, u ~» 0% e 7 ~» v, abbiamo visto che >, ., V2 =15, €

L'. Dunque, in particolare si ha che

E(> Y1lp<y) = o’E).
k

Inoltre, 0 < Zkgn Y,fl{kgy} Tk Ykzl{kg,,} quando n — oo e quindi da
MON

ZE(Yk21{kSV}) = 0'2E(I/) = E(Z Yk21{k§u}) = 0'2E(V) < +0o0
k k

b23) Poiché j < k, j <k —1equindi .%; C Fj_1. Inoltre, {k <v} = {r <
k —1}¢ € Fg_1 e quindi

EVlyanYiluey) =E(EVLpay Y lucy | Fio)

fk_l—mis. Lg.,k_l—II‘liS.
= E(Yilg<n Lpan B Ve | Fi))
ind. da .Z_,

= ]E(le{jgu}l{k@} E(Yk)> =0
=0
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b3) Si ha

Spne= Y V= ZYk Lik<nnry = ZYkl{k<n}1{k<T} =) Yilg<r)-

k<nAT Vv k<n
=l{p<n}n{k<r}

Per ogni n < m si ha allora Spar — Smar = Y111 Yeljk<ry € quindi

(Spnr — Smpr)? =< i Ykl{ksT})2

k=n+1

m m—1 m

Do Yilpen+2 Y Y YiluenYilycn.
k=n+1 i=n+1j=i+1

Usando b23), I'ultimo termine ha media nulla, cosicché

E((snAT—smMV) = 3 EWLlpeny).
k=n-+1

Poiché da b22) la serie >, E(Y?1;<,}) & convergente, la proprietd di
Cauchy richiesta segue immediatamente. Ma allora, esiste il limite in L?
di {Snartn. Ricordando che S,nr — S; q.c. e quindi in probabiita e che la
convergenza in L? implica la convergenza in probabilita, otteniamo imme-
diatamente che Spor — S, in L2

b4) Poiché S,a; — S, in L%, in particolare si ha E(S2,.) — E(S2). Usando
bl), abbiamo E(Syar) = oQE(n A T) 1 0?E(7) quando n — oo per via di
MON. Ma allora, E(S?) = o2E(7).

b5) Se 1 # 0, consideriamo le v.a. Yy = Y, — p. Applicando quanto visto
a Yy, otteniamo E(S2) = ¢?E(7), dove S, = Y7 Vi = S0, Vi — np.
Quindi S; = S; — 7 e la tesi ¢ immediata.

ib'e



