ESERCITAZIONE XII
COMPLEMENTI DI PROBABILITA
A.A. 2011/2012

Argomenti: tempi d’arresto; (super, sub)martingale; teorema d’arresto.

In questa esercitazione faremo uso della seguente

Definizione. (Processi predicibili) Su (2, .%#,P), sia {%,}, una filtrazione
e C = {Cy}, un processo. C & detto .%,-predicibile se

per ogni n > 1, C, ¢ #,,_1-misurabile.

Osserviamo che:
1. Cp non ¢ definito (e comunque, & totalmente ininfluente);

2. un processo Z,-predicibile & anche .%,-adattato (perché %#,_1 C .%,).
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Esercizio 1. Su (Q,.%,P), sia {#,}, una filtrazione e 7 : Q — N (quindi
puo anche prendere il valore +00) una v.a.

a) Dimostrare che le seguenti affermazioni sono equivalenti.

al) 7 ¢&un .%,-tempo d’arrestol.
a2) Perognin >0, {r >n} e Z,.
a3) Perognin >0, {r =n} e Z#,.

b) Sia 7 un Z,-tempo d’arresto. Dimostrare che la o-algebra degli eventi
antecedenti a 7, cioe

Fr={A € F; perognin >0, An{r <n} e %},
essendo F o, = Vp Sy, € effettivamente una o-algebra.
Esercizio 2. Su (2, .#,P), sia {%,}, una filtrazione.
a) Dimostrare che 7 = N € N & sempre un .%,, tempo d’arresto.

b) Siano 71 e 75 due %, -tempi d’arresto. Dimostrare che:

1Cioe, per ogni n > 0, {r < n} € F,.



bl) 7 + 19, 71 V T2, 71 A T2 sono tempi d’arresto, rispetto alla stessa
filtrazione;

b2) se 1 < 7o, allora .7, C F.,;

b3) tO}\T1/\7'2 = y’rl myTg;

b4) {1 < 7} e {r1 = 72} appartengono entrambi a %, N .%,,
Esercizio 3. Sia M = {M,}, una .%,-supermartingala (o submartingala)

a media costante: E(M,,) = E(Mj) per ogni n. Dimostrare che M = {M,},
¢ una %,-martingala.

Esercizio 4. Sia {.%,}, una filtrazione.

a) Fissaton >0e A € .%,, sia

() = n sewe A
W=V n+1 sewe A

Dimostrare che 7 ¢ un tempo d’arresto limitato rispetto alla filtrazione
data.

[Sugg.: fare attenzione alle notazioni.]

b) Sia M = {M,}, un processo .#,-adattato e integrabile. Dimostrare
che M = {M,}, & una .%,-martingala se e solo se per ogni coppia 71
e 7o di Z,-tempi d’arresto limitati tali che 71 < 7 si ha E(M,,) =
E(M.,).

[Sugg.: per ogni n fissato, si prenda 71 come in a) e 7, =n + 1]
Esercizio 5. Su (Q2,.%7,P), sia {.%,}, una filtrazione ¢ X una v.a. integra-
bile. Al variare di n, definiamo X,, = E(X | .%#,).

a) Dimostrare che {X,}, ¢ una .%,-martingala.

b) Dimostrare che se 7 ¢ un .%,-tempo d’arresto limitato si ha

E(X|.Z) = X,

Esercizio 6. (La rovina del giocatore) Un giocatore dispone di un capitale
iniziale di @ Euro e gioca una serie di partite in cui scommette sempre 1
Euro, che vince con probabilita p € (0,1) oppure perde, con probabilita
1 —p. Egli decide di adottare la seguente strategia: si ferma quando non gli
rimane nulla da scommettere (rovina) oppure quando riesce a raggiungere
la quota di ¢(> a) Euro. L’obiettivo & di dimostrare che, posto p = =2

P
1-— 4 sep= %
P(rovina) = f _ e (1)
1-— altrimenti
1—pc



Sia { X, }n la successione delle possibili vincite: le X, sono i.i.d. e

Indichiamo con S, il totale vinto (o perso) dal giocatore al tempo n: Sy =0
epern>1,5,=X1+ -+ X,. Dunque, a + 5, da il capitale di cui puo
disporre il giocatore all’istante n. Definiamo ora, per x intero,

T, =mnf{n>0:a+S, =z}

Ovviamente, 19 € il tempo di rovina, 7. & I'istante in cui il giocatore raggiunge
la vincita che ha deciso sia la massima e 7 = 79 A 7 € l'istante in cui il gioco
termina. Allora,

P(rovina) = P(1 = 19) = P(70 < 7¢).

Per calcolare questa probabilita, useremo il teorema d’arresto. Per questo
motivo, definiamo

a+S, sep=3 1 —
Mn:{ " P=2 dovep:J

P altrimenti p

e poniamo %, = o(X1,...,Xp).
a) Dimostrare che {M,}, € una .%,-martingala.

b) Dimostrare che 7 & un .%,-tempo d’arresto finito q.c.

[Sugg.: osservare che, per ogni N, {r > N} C {—-a < Sy < a} con o =
max{a,c— a}, e che dal TLC, per N grande la legge di Sy ¢ circa la legge di
una gaussiana di media uy = Ny e varianza 0% = No?, essendo p = E(X1)
e 0% = Var(X)]

c) Dedurre che
cl) E(M:pn) = My;
c2) esiste K > 0 tale che sup,, |[M:an| < K
c3) E(M.)= M.

d) Scrivere esplicitamente E(M;) in termini di P(7 = 79) e P(7 = 7) =
1 —P(7 = 79). Verificare quindi che P(7 = 79) soddisfa (1).

Esercizio 7. Sia C = {C),},, un processo .%,-predicibile e M = {M,},, un

processo #,-adattato e integrabile. Definiamo

n
Xo=0epern>1, X, = ch(Mk — My_1).
k=1



a) Provare che se C = {C,}, & q.c. limitato (cioe, esiste L > 0 tale che
sup,, |Cy| < L q.c.) allora X,, € L! per ogni n.

b) Supponiamo che X,, € L! per ogni n.
bl) Dimostrare che se M = {M,}, ¢ una martingala allora X =

{X, }, rimane una martingala.

b2) Supponiamo che per ogni n, C;, > 0 q.c. Dimostrare che se
M = {M,}, & una supermartingala (risp. submartingala) allora
X = {X,}, rimane una supermartingala (risp. submartingala).

Esercizio 8. Sia M = {M,}, una .%,-martingala di quadrato integrabile.
Dimostrare che, per ogni n > 0 e m > 1, l'incremento M,4+m — M, €
ortogonale (in L?) al sottospazio L?(Q, .%,,P).

Esercizio 9. Sia M = {M,}, una .%,-martingala di quadrato integrabile.
a) Dimostrare che

al) E((M, — M,_1)?) =E(M2 — M2_,) per ogni n > 1;

a2) {M?2}, ¢ una .Z,-submartingala.

n
b) Sia Ap=0epern>1, A, = ZE(M,? — M? || Frr)-
k=1
bl) Provare che A = {4,}, &un processo integrabile, ¢.c. non decres-
cente, .%,-predicibile e tale che {M?2— A, }, & una .%,-martingala.

b2) Sia {X,} una successione di v.a. i.i.d. di quadrato integrabile.
Sia %y =1{0,Q) eper n>1, %, = o(Xy,...,X,,). Poniamo

n
b21) M, = ZXk (con My = 0), quando 0 = E(X;) e 0% =
k=1
Var(X1);
n
b22) M, = HXk (con My = 1), quando 1 = E(X;) e 02 =

k=1
Var(Xl).

Verificare che {M,,},, & una .%,-martingala di quadrato integra-
bile e scrivere esplicitamente il processo {4, }y.

Esercizio 10. (Teorema di decomposizione di Doob) Sia M = {M,}, una
Fn-submartingala. Sia {A,}, cosi definito: Ag =0 e per n > 1,

An = Anfl + E(Mn — M, ’ynfl) = ZE(Mk - Mk—l ’yk—l)-
k=1

a) Dimostrare che



al) A= {A,}, ¢ un processo integrabile, q.c. non decrescente, .%,-
predicibile, con Ag = 0 e tale che X,, = M, —A,, € una martingala;

a2) {A,} & 1'“unico” processo che verifica le proprieta sopra scritte:
se A = {A] },, & un processo integrabile, q.c. decrescente, .%,-
predicibile, con A} = 0 e tale che X, = M, — A}, & una martingala
allora A’ = A q.c.

b) Sia
T=inf{n >1: A, #0} — L
Provare che 7 ¢ un #,-tempo d’arresto e che M, = M,,, ¢ sempre

una martingala.

Dedurre quindi che se M = {M,}, una %,-supermartingala allora A =
{A,}n € 1'“unico” processo integrabile, q.c. non crescente, .%,-predicibile,
con Ag = 0 e tale che X,, = M, + A,, € una martingala. Inoltre, M| = M s,
€ sempre una martingala.

Esercizio 11. Su (92, .#,P), sia {Y,, },, una successione di v.a. i.i.d. di media
w. Definiamo Xog = Ypepern > 1, X, = X;, 1+ Y, fn(Xo, ..., Xn_1), dove,
per ognin > 1, f, : R — R ¢ boreliana, non negativa e limitata. Poniamo
Fn=0,...,Yn).

a) Provare che il processo X = {X,,},, € integrabile e .%,,-adattato. Dire
se & una %,-martingala o supermartingala o submartingala.

Supponiamo d’ora in poi che, per p € (0,1/2),
PYo=4+1)=p=PYo=-1), PYp=0)=1—-2p
e che sup,cpn fo(r) < 1/n?. Definiamo 7 = inf{n >0 : Y, # 0},
b) Provare che T & un .%,-tempo d’arresto q.c. finito.

c) Dimostrare che esiste M > 0 tale che sup,, | X-rn| < M q.c. e calcolare
quindi E(X).



SOLUZIONI

Esercizio 1. a)
al) & a2) perché {r > n} = {r <n}°e %, ¢ una o-algebra.
al) = a3) perché

{r=n}={r<n}n{r<n-1}°ec .Z,.
———— —— ———

€EFn €Fn-1CFn

a3) = al) perché

{
7o

n
{r<n}= U T =k} € Zp.
k=0 €FLCFn

b) 1. Q € Z:: Q € F (Z € una o-algebra) e, per ogni n, QN{r <n} =
{r <n} € .%, perché T & Z,-misurabile.
2. Se A € &, allora A° € F,.: se A € F, allora A € F, e quindi A® € ..
Inoltre,
An{r <n}={r <n}n(An{r <n})° e F,.
—_—

EFn €EFn

3. Se {Ax} C Z; allora UyAp € Z;: in tal caso, ovviamente Up Ay € F
ed inoltre
(UkAk) ﬂ{T < TL} = UkAkﬂ{T < n} € S,
—_——

EFn

Esercizio 2. a) Per n € N,

Ve, seN<n

{T<n}:{N<n}:{ 0e Z, seN>n

quindi 7 = N ¢ un t.a. (rispetto a qualsiasi filtrazione).

b1) Si ha,

{rn+tm=n}= U{levaQS’n_k}: U {rn=k}n{m <n-k}eF
| S N —

Ll k=0 cz, 7, EFp_1CFn

EFn,
Poi,
{7'1\/7'2 < n} = {Tl Sn}ﬁ{TQ < n} c F,.
—_—

EFn €EFn



Infine,
{7'1/\7'2 > n} = {7'1 > n}ﬁ{TQ > TL} c F,.
—_— ——

EFn EFn

b2) Intuitivamente questa relazione ¢ evidente: se il tempo 71 precede 7o,
allora gli eventi antecedenti a 71 sono anche antecedenti 75. Verifichiamo
formalmente la proprieta. Sia A € #,,. Vogliamo verificare che A € %,
quindi che

AN{m <n} e Z,, per ogni n.

Ma, poiché 71 < 1, {m < n} C {1 < n} e quindi {m < n} = {n
n} N{m < n}. Dunque possiamo scrivere

IN

Aﬂ{TQSR}:Aﬂ{Tl Sn}ﬂ{TQSR} € F.
—_—— ——

€EFn €EFn

b3) 7 A 72 & un tempo d’arresto tale che 71 Ao < 7;, ¢ = 1,2, dunque
Frinm C Fryyi=1,2, e quindi Frpr, C Fr NFp,. Viceversa, dimostriamo
che Frinm O Fry N Fr,. Preso A € Z NF,,, allora AN{r; < n} € .Z,,
per ogni n e ¢ = 1,2. Quindi,

Aﬂ{ﬁ/\TgSﬂ}ZAﬂ({Tl§n}U{TQSn})
- <Aﬂ{ﬁ§n})U(Aﬂ{TQSn}> € Iy,

cioe A € Friar,-

b4) Osserviamo dapprima che

{7'1<T2}:Uk{7'1<k‘}ﬂ{7'2:k‘}€goo e

€9, CF o
{7'1 = 7'2} = Uk{Tl = k}ﬂ{TQ = k} € Foo.

~
€7, CF o

Inoltre, per ogni n,

{n<nin{n=nt={n=nin{n<n}cec %, e
{n<nin{n=n}={n<n}n{n=n}c.Z,.

Dunque, {1 < 7o} € Fr, e {11 < 12} € F,,, cioe {11 < 1o} € Fr, NFp,.

Esercizio 3. Supponiamo che M = {M,},, sia una .%,-supermartingala.
Fissato n > 0, la v.a. Z, = M,, — E(M,41 | %#,) € dunque non negativa q.c.
Se la media ¢ costante allora

E(Zn) = E(My) — E(E(Mpt1 | Fn)) = E(My) — E(Mp41) =0

ii



e dunque dev’essere Z, = 0 g.c., da cui la tesi.
Esercizio 4. a) Per k > 0, si ha

Ve F, sek<n-1
{r<k}=<{ Ae %, sek=n
VeF, sek>n+1

Quindi, 7 ¢ un %,-t.a. Inoltre, 7(w) < n + 1 per ogni w, dunque ¢ anche
limitato.

b) Se M,, ¢ una martingala, basta usare il teorema d’arresto: essendo 71 e
7o limitati, si ha E(M;,) = E(My) e E(M,,) = E(My), da cui segue la tesi.
Viceversa, supponiamo che E(M;,) = E(M,,) per ogni coppia di t.a. limitati
71 e 79 tali che 71 < 79. Prendiamo alloran > 1, A € %#,, 71 come in a) e
7o =n—+ 1. Si tratta di t.a. che soddisfano alle ipotesi scritte sopra, dunque
E(M;,) = E(M,,). Ora,

E(Mﬁ) = E(Mﬁ 17’1=n + MT1 ]-Tl:n—H) = IE(an]-A + Mn—i—l]-AC)
e E(M;,) = E(M,+1). Allora,
E(Mn14) + E(Mps11ac) = E(Mpis)
e quindi E(M,14) = E(M,+114). Dall’arbitrarieta di n e A € %#,, e dalla
definizione di media condizionale, si ottiene E(M;41|.%n) = M, q.c. per
ogni n, da cui la tesi.

Esercizio 5. a) Si ha

E(Xpt1 | Fn) = E(E(X | Fns1) | Fn) = E(X | Fn) = X,
——

DFn
b) Sia N tale che 7 < N. Per il teorema d’arresto, si ha

E(Xy | %) = X,

E(Xy|7r) =E(EX]| Zn)| Fr) = E(X|F7)

da culi la tesi.

Esercizio 6. a) M, = ¢(S,), con p(z) =a+xse p=1e px) =p***
se p # 1. Essendo ¢ boreliana e S,, ovviamente .%,-misurabile per ogni n,
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segue immediatamente che M, ¢ .%,-adattata. Poi, M, € L' per ogni n
(basta ricordare che S,, assume un numero finito di valori). Infine, se p = 1,
E(M,—H_l ‘ fn) = ]E( M, + Xn+1 | ,92.”) =M, + E(Xn+1) =M,

~—~ N

Fp-mis.  ind. da F,
e se invece p # 1,

E(Mpt1| Fn) =E( M, - p*nt | .Z,)
Fn-mis. ind. da Fp
=M, E(p*+) =M, (p"'p+p (1-p)) =M,

=1

b) 7 & un #,-t.a. perché min tra due tempi di raggiungimento (degli insiemi
boreliani {0} e {c}) di un processo .%#,-adattato. Inoltre, si ha
{r>N}={0<a+S,<cperognin< N} C{0<a+ Sy <c}
C{-a<Sy<c—a} C{-a< Sy <a}

per a > max(a,c — a). Quindi

P(r =o0) = li]{[n]P’(T > N) <limsupP(—a < Sy < )
N

Ora, per N grande, per il TLC in legge si ha Sy ~ Nu + VNo? Z, con
Z ~N(0,1), quindi

P(r = 00) =limsupP(—a < Nu+ VNo? Z < «)
N

= lim]\?up (q)(—(;\;%\f,u) — @(aa_\/%u)>

dove ® denota la f.d. di una gaussiana standard. Ora, per ogni p si vede
facilmente che la quantita a destra e 0, da cui la tesi.

cl) Segue dal teorema d’arresto: 7 An & un t.a. finito.
c2) Si ha

‘MT/\TZ‘ - ’MT]-TSTI + Mn17'>n‘ S ‘MT’]-TSTL + ‘Mn’17>n

Ma M, assume solo due valori: M, = ¢(S;) e S; = S;, = —a oppure
S; =8, =c—a. Seinvece 7 > n, a+ S, € (0,¢), quindi (essendo ¢
continua) M, = ¢(S,) & limitata, diciamo che sta in (—L, L), per qualche
L > 0. Allora,

|MT/\TL| = ‘MT|17‘§TL + ’Mn|1‘r>n
< max (Jp(—a)|, [¢(c — a)|) +L1lrsp < L+ L =K.

-~

=/
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c3) Abbiamo: M, n, — M; q.c. per n — oo ed inoltre | M x| < K . Allora,
usando (BDD) esiste

n—oo
d) Si ha

E(MO) = E(MT) = E(MT]-T:TO + M’T]-’T:Tc) = E(MTO 17’:7’0) + ]E(MTC 17:76)
= E(p( Sr )Lr=r) +E(¢( E:il )1r=r.) = p(=a)E(lr=7) +p(c—a)E(1,=-,)

= —a =Cc—a

= p(—a)P(r = 70) + ¢(c — a) (1 — P(1 = 7))
Ora, se p =1, E(Mp) = a e quindi si ha
0-P(r=10)+c(l -P(r=7)) =a
da cui P(7 = 79) = 1 — a/c; se invece p # 1, E(Mp) = p® e quindi
P°P(T = 10) + p°(1 = P(T = 1)) = p",
da cui P(r =71) =1—(1—p*)/(1 = p).

Esercizio 7. a) Sia L > 0 tale che sup, |Cp| < L q.c.Poich’e M, € L* per
ogni n, si ha

n n
| X < D71kl My, = My 1| < LY (| M| + [My_a]).
k=1 k=1

bl) X,, € L' per ogni n per ipotesi. Poiché Cy,(M}, — My_; & .F-misurabile
e F C .y, per ogni k < n, segue immediatamente che X, & .%,-misurabile,
quindi X ¢ adattato. Infine, per ogni n, essendo X, 11 = X, +Cpi1(Myq1 —
M,,), si ha

E(XnJrl | yn) = E( (Mn+1 - Mn) | yn)

Xn + CnJrl

¢ Fp-mis & Fp,-mis
- Xn + Cn-‘,—l E(Mn—‘rl - Mn | gn) - Xn

=0 [My & Fn-mg]

b2) X ¢ adattato ed integrabile, per quanto visto sopra. Poi, per ogni n si
ha

E(Xn—f—l | yn) = E( Xn + Cn+1 (Mn+1 - Mn) ‘ ﬁn)
& Fp-mis & Fp-mis

:Xn+ Cn+1 'E(Mn—i—l _Mn’cg\n) S Xn
——

>0q.c. <0[My, ¢ Fp-supermg)



Esercizio 8. Presa Z € L?(),.%,,P),

(Z, Mg — My) 2 = B(Z(Myq — My))
Myt — My) | F)) = E(ZE(Mpgm — My | %)) =0

=0 [M, & %y,-supermg)

— B (E(

2

Fp-mis
Esercizio 9. al) Si ha
E((M, — Mp—1)?) = E(M2 + M7_y — 2M,M,,_+)
Ora,

E(M,M,_1) = E(E(Mn]\/[n_l | ﬁn_l)) = E(Mn_lE(Mn | 3",1_1))
= E(Mr%fl)

Sostituendo, si ha E((M, — Mp—1)?) = E(M2 — M?2_,).
a2) M? € L' ed ¢ .%, misurabile. Inoltre, dalla disuguaglianza d Jensen
per la media condizionata, si ha

2
E(Mz, | F0) > (B(Myy1 | Fn))” = M.
b1) A, € L' perché E(Mp — M_, | F_1) € L' per ogni k. Inoltre, q.c. si
ha
An1 = A + E(M7 — M2 | F,) > Ay

>0 [My & Zp-submg]

dunque € non decrescente. Inoltre,

n
Ap = E(M} - M} || Fx_1) & F,_1-mis
k=1 F_1-mis, quindi %, —1-mis
dunque A,, ¢ predicibile. Infine,
E(Mg-s-l — Ap |3?n) = E(M,%_,_l | 3?”) — Ant1
——

& Zp-mis

=E(Mp 1| Fn) = (An + E(M7yy — M7 | F0)) = M) — Ay

da cui la tesi.

b21) Sappiamo che M, ¢ una martingala (cfr. Esercizio 6) e M, € L>
per ogni n perché somma di v.a. di quadrato integrabile. Essendo M =
M1 + X,

n
An =) E(M = M| Fiy)
k=1
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n n
=Y E((My—1+ Xp)* = Mi_y | Fpa) = > B(XE +2M7 X | Fp1)
k=1 k=1

Ma X, ¢ indipendente da %_1 e Mjy_1 ¢ %;_1-misurabile, quindi

Ap = E(X}) +2M \E(Xy) = o”n.
k=1

b22) M, ¢ ovviamente .%,-misurabile e di quadrato integrabile (perché
prodotto di n v.a. indipendenti di LQ). Inoltre, essendo My 11 = My X141 €
X1 indipendente da %, si ha

E(Mp+1|%0) = E(MpXpt1 | Fn) = Mp E(X 1) = M,.
=1
Poi,
n
Aw =Y B(ME - M| Fi)

k=1
n

n
= E(le—lX/? - M/?—l | F—1) = ZE(Mlg—l(Xlz -1 gk—l)
k=1 k=1

Ma X, ¢ indipendente da #j_1 e Mj_1 ¢ %;_1-misurabile, quindi

Ay => M} E(X;-1)=0"> M} .
k=1 k=1

Esercizio 10. a) A, € L! per ogni n perché somma di v.a. di L'. Inoltre,
per ogni n, q.c. si ha
An+1 = An + E(Mn—i-l - Mn | <g.n) > An

perché M,, & submartingala. Infine, A, & somma di v.a. %,_1-misurabili,
quindi da luogo ad un processo predicibile. Infine,

E(XnJrl | gin) = E(MnJrl — Ant1 | jn) = E(MnJrl | 54‘”) — Ant1
=EMp+1| %) — Ap —E(Myy1 — M, | %) =M, — A, = X,

a2) Sia A, un processo predicibile, integrabile, q.c. non decrescente, con
Af, =0, tale che X| = M, — Al & una martingala. Allora, M,, = X,,+ A, =
X, +A, e
A;z —Ap =X — X;L = E(Xnt1 — X7/1+1 | Fn)
= E( ;z+1 — Ant1 | 971) = ;1+1 — Ant1

vii



dunque A}, — A4,, = Aj — Ap = 0 g.c. per ogni n.
b) Osserviamo che, partendo A da 0 ed essendo crescente (non decrescente),
7 da 'ultimo istante in cui A € nullo. Usando la predicibilita di A, si ha

{T:n}:{A1 :0,...,An:0,An+1 >O}

={A =0} {4n =0} {Ans1 >0} € 7,
—— —_— Y

IS € Fn_1 € In

dunque 7 & un %,-tempo d’arresto. Osserviamo poi che
A:l = A‘r/\n = AT]-TSn + An17'>n
Ma, A; = 0 e se 7 > n allora evidentemente A,, = 0, quindi A7 = 0. Allora,
M =X]

ed essendo X7 la martingala arrestata, segue immediatamente che M, & una
martingala.

La deduzione richiesta ¢ immediata conseguenza del fatto che —M,, & una
submartingala se M,, ¢ una supermartingala (e che —X,, ¢ una martingala
se X,, ¢ una martingala).

Esercizio 11. a) Poiché X,, — X,,_1 = Y, fn(Xo,...,Xy), si ha

n
|Xu| < 1 Xol + X0 — Xol = Yol + | 3 Yafu(Xo, .., X5)|
k=1

n n
< Yol + 3 Vil fe(Xo, - Xi) < [Yol + > [Vl La
k=1 k=1

dove Ly & t.c. (0 <)fip(z) < Ly per ogni € R*. Essendo Yp,...,Y,
integrabili, ne segue che X, e integrabile, per ogni n. Poi, Xg = Yy &
ovviamente .%p-misurabile. Supponiamo quindi che X,, sia .%,-misurabile
e proviamo che X, y; ¢ ZF,1-misurabile: X,,y; ¢ funzione (misurabile) di
Xo,..., X, edi Y,11. Essendo tali v.a. tutte .#,,,1-misurabili, la tesi segue
immediatamente. Infine,

E(Xn—&-l’ﬁn) :E(Xn + Yop fn+1(XOa~--7Xn> ‘ﬁn)
=
Fn-mis indip. da Fp, Fn-mis

= Xn + E(Yn—l—l)fn(XO; v )Xn) = Xn + an(XOa o 7Xn)

dove 1 = E(Y},). Ricordando che f,, > 0, otteniamo:

e u>0: {X,}, ¢ #,-submartingala;
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e 1 =0: {X,}, ¢ Z,-martingala;
o 1< 0: {X,}, ¢ F,-supermartingala.
b) Si ha, per n > 1,

{r=n}l={Yy=0,...,Y,_1 =0,Y, #0}
= {Yo=0}() [ {¥Yoe1 = 0} {¥n # 0} € F0

Eyocyn Eyn—lcyn eyn
dunque 7 ¢ un t.a. E g.c. finito perché
P(tr=00) = lim P(t > N)= lim P(Yp=0,...,Yy =0)
N—o0 N—00

= lim P(Yp=0)"" = lim (1 -2p)" ™ =o0.
N—o0

N—oo

c) Si ha

n
XT/\n = XTAan§n+XTAn1T>n = X71T§n+Xn1T>n = ZXk17:k+Xn17'>n

k=1
Ma,su{r =k}siha0=Yy=-- =Y, 1e Y, #0,quindi0=Xg=---=
Xp—1 e Xi = Yifr(0,...,0). Invece, su {r >n}sihaYy=---=Y, =0,
quindi 0 = Xy =--- = X,,. Dunque

XT/\n = Z kak(o)]-T:k
k=1

Passando ai moduli, ricordando che |Y;| < 1 q.c. e fx(0) < 1/k?, q.c. si ha

n

- 1 1
| X an| < Z Vi fr(0)1,—f < Z 72 < Zﬁ =M
k=1 k=1 k=1

Osserviamo che qui ¢ = 0, quindi X,, € una martingala. Per il teorema
d’arresto, si ha
E(X;an) = E(Xo) = 0.

Ma, X;an — X7 q.c. per n — oo perché 7 ¢ g.c. finito e abbiamo visto che
X an € uniformemente q.c. limitata. Allora, per BDD si ha

E(X,) = lim E(X;pn) = 0.

n—oo
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