ESERCITAZIONE X1
COMPLEMENTI DI PROBABILITA
A.A. 2011/2012

Argomenti: media condizionale.

Esercizio 1. Sullo spazio di probabilitd (2,.#,P), sia X una v.a. di L' e
Y =0(%), con € = {C;}icr partizione al pitt numerabile di Q. Dimostrare

che

1€l\Ip

1¢, q.c.

dove Iy ={i eI : P(C;) = 0}.

Esercizio 2. Siano X e Y due v.a. discrete, di densita (discreta) congiunta
pxy(x,y). Si ponga Ey = {y : py(y) > 0}, con py la densita discreta
marginale di Y, e

Ux(s) = Yopxirleln) = Sy e by

e (ad esempio) ¥x(y) =0 se y ¢ Ey. Dimostrare che
E(X|Y)=Ux(Y) q.c.

Esercizio 3. Sia (X,Y) una v.a. assolutamente continua di densita (con-

tinua) congiunta pxy (x,y). Si ponga Fy = {y : py(y) > 0}, con py la
densita discreta marginale di Y, e

vxw) = [epxyalyy= [ ch@ ye By

e (ad esempio) ¥x(y) =0 se y ¢ Ey. Dimostrare che
E(X|Y)=¥x(Y) q.c.

Esercizio 4. Sia ¢4 una sotto o-algebra di .% generata da un m-system .#:
¥ = o(#). Siano X una v.a. integrabile e Y una v.a. %-misurabile e
integrabile tali che

E(X14) =E(Y14) per ogni A € .¥.

Dimostrare che Y = E(X |¥) q.c.

[Sugg: e due misure finite che coincidono su un 7-system coincidono sulla o-algebra
generata dal 7m-system; e per ogni v.a. Z si ha Z = Z+ — Z~, con Z* > 0; e per
ogni v.a. W >0 q.c. A pu(A) =E(W1,) definisce una misura (eventualmente
non finita) al variare di A in una o-algebra.]



Esercizio 5. Sia ¢ una sotto o-algebra di .% e sia X una v.a. integrabile.
Dimostrare che Y & una versione di E(X |¥) se e solo

(1) Y & 9-misurabile e integrabile;

(77) per ogni v.a. Z che sia ¢-misurabile e q.c. limitata, si ha E(XZ) =
E(Y Z).

[Sugg: le v.a. limitate sono limite di v.a. che possono assumere un numero finito
di valori.]

Esercizio 6. Sia ({2,.%#,P) uno spazio di probabilita.
a) Siano B € .Z tale che P(B) > 0, ¢4 una sotto o-algebra di % e P

la probabilita su (€2,.#) condizionata a B: per A € .F, Py(A) =

A
P(A|B) = "5 08,

al) Dimostrare che P(B|¥) > 0 Py-q.c.
a2) Dimostrare chel, per A € .Z,
P(ANB|Y)

b) Sia J = o(Bi,Bs.,...), con {B1, Bs.,...} partizione di , e sia ¥
una sotto o-algebra di &. Dimostrare che?, per A € .Z,
P(ANB;|9)

1n.
P(B;|9) "

PA|GVH)=>

(si ponga, ad esempio, % = 0 quando P(B; |¥) = 0).

Esercizio 7. Siano ¢4 e % sotto og-algebre di % tali che 4 C %. Di-
mostrare che per ogni X € L? si ha

E([X - E(X | %)) <E(IX - E(X| %))

(cioe, la dispersione di X intorno alla sua media condizionale diminuisce
all'ingrandirsi della o-algebra condizionante).

Esercizio 8. Per X € L? e ¢ sotto o-algebra di .%, definiamo
Var(X |9) =E([X - E(X |9)*|9)
Dimostrare che

Var(X) = E(Var(X |9)) + Var (E(X|9)).

'Ricordiamo che Py < P e che % = 1p. Quindi, X € Ll(Q,S;’?,]P)o) se e solo se
X1p € LY(Q, Z,P) e Eo(X) = E(X1p).

2Al solito, & V ¢ denota la o-algebra generata da ¢ (). Ricordiamo che .# =
{GNH : Ge¥Y,H e s} & un w-system che genera ¢4 V 7.



Esercizio 9. Su (2, #,P), sia X una v.a. q.c. non negativa, di media 1 e
sia Q la misura (di probabilita) definita da

dQ
S X
P

Indicheremo con EF e EQ la media rispettivamente sotto P e sotto® Q. Sia
Y una v.a. di legge up e pg rispettivamente sotto P e sotto Q. Dimostrare
che

a) pg < pp;

d
b) %(y) = EF(X|Y = y) (il che da un’interessante rappresentazione
Hp

della media condizionale).

Esercizio 10. Su (Q2,.#,P), siano Z una v.a. reale non negativa e ¢ una
sotto o-algebra di 7.

a) Dimostrare che:

al) Zlgz|4)=0) =0 q.c;
a2) per ogni v.a. Y tale che YZ € L! si ha

EYZ|9)=EYZ|9) 1z |9)>0}-

b) Supponiamo per di piu che E(Z) = 1. Sia Q la misura (di proba-
bilita) su (£2,.%) che ha densita Z rispetto a P e sia EQ I’aspettazione
sotto Q (continueremo ad usare E per denotare I’aspettazione sotto
P). Dimostrare che:

bl) E(Z|¥) >0 Q-q.c.;
b2) per ogni v.a. Y integrabile sotto Q si ha

E(YZ|¥)

SN =519y

Q-q.c.

Esercizio 11. a) Siano X,Y,Z v.a. tali che (X,Y) e (Z,Y) abbiano la
stessa legge e sia h una funzione boreliana tale che h(X) sia integrabile.
Dimostrare che:

E(h(X)|Y) =E(h(Z)|Y) qec.
b) Siano T1,...,T, v.a. iid. Posto T' =T} + - - - + T,,, dimostrare che
T .
E(T;|T) = — q.c. perognii=1,...,n.
n

[Sugg.: le v.a. (T1,T),...,(T,,T) hanno la stessa legge...]

3Ricordiamo, qualora fosse necessario, che essendo Q < P con derivata di RN X, si ha
E%(Z) = E¥ (X Z).



Esercizio 12. (Leggi condizionali di vettori gaussiani)

a)

b)

d)

Siano Y e Z v.a. indipendenti e sia ¢ una funzione boreliana. Di-
mostrare che per ogni boreliano A,

E(1z19vyealY =v) = E(1z44(y)ea)-

Equivalentemente, si ha che la legge condizionale di X = Z 4 ¢(Y")
dato Y =y ¢ la legge di Z + ¢(y).

Siano X e Y dei vettori gaussiani, a valori in R* e RP rispettivamente?.
Supponiamo che anche congiuntamente il vettore (X,Y’) abbia legge
gaussiana, su R¥*?_ di media e matrice di covarianza date rispettiva-

mente da®
m:<mx> eCz( Cx CXY>
my Cyx Oy
Si supponga che Cy sia definita positiva (e quindi invertibile). Deter-

minare una matrice k X p, chiamiamola A, tale che X — AY e Y siano
indipendenti.

Usando a) e b), provare che la legge condizionale di X dato Y =y ¢
ancora gaussiana di media

myx + C’XyC;I(y —my)
e matrice di covarianza
Cx — CxyCytOyx
(si noti che quest’ultima non dipende da y).

Sia X un segnale di legge N(0,1). Un osservatore non ha accesso al
valore di X, di cui conosce solo un’osservazione ¥ = X + W, dove W
¢ un rumore di legge N(0, 0?) indipendente da X. Come si comporta
in media X quando si osserva Y = y? Come varia la sua varianza
quando si osserva Y = y?

Lo stesso osservatore, per migliorare la stima del segnale X, decide
di effettuare due osservazioni Y7 = X + Wi e Yo = X + W, con
X, Wi e Wy indipendenti e quest’ultime di legge N(0,0?). Volendo
stimare X con la sua aspettazione condizionale date le osservazioni
(Y1,Y2) = (y1, y2), la varianza di questo stimatore ¢ diminuita rispetto
a quella di cui al punto precedente? In altre parole, pili osservazioni
consentono una stima migliore?

4Eventualmente, in un primo momento si supponga k = p = 1.

®Per ulteriore chiarezza, si ha: (mx); = E(X;)i=1,...,k (my):i =EY;)i=1,...,p;
(Cx)ij = COV(XZ',X]') ’i,j = 1,...,](2; (CXY)ij = COV(XZ',YJ') 1= 1,...,]{,‘ e ] = 1,...,p;
(Cyx)ij = Cov(Yi,X;)i=1,...,pej=1,...,k (Cy)i; = Cov(Ys,Y;) i =1,...,p. Si
noti che Cxy e Cyx sono 'una la trasposta dell’altra.



Esercizio 13. Su (Q,.#,P), siano X e Y due v.a. ii.d. bernoulliane di
parametro p € (0,1). Sia Z = 1{x;y—o}-

a) Scrivere la partizione (finita) € = {Cj}ier C % di Q tale che 0(Z) =
o(%). Verificare che per W € L'(Q,.#,P), la v.aa. E(W|Z) & q.c.
costante su ciascun elemento C; della partizione % (e scrivere tali
costanti).

b) Usando a), calcolare E(X | Z) e E(Y | Z) e dire se si tratta di v.a.
indipendenti.

c) Siano {X,}n e {Yy}» due successioni indipendenti di v.a. i.i.d. bernoul-
liane di parametro p € (0,1). Discutere la convergenza debole, per

n — oo, di
1

n

> E(Xk|Zk) - Vnp,
=1

k

Bl

dOVG Zk = 1{Xk+Yk:0}'

Esercizio 14. Su (Q2,.7,P), sia { X}, }», una successione di v.a. indipendenti.
Definiamo Sy =0, S, = X1 +--- + X, e %, = (S0, ...,S,). Dimostrare
che per ogni funzione f boreliana e limitata si ha

E(f(sn) |9n71) = E(f(sn) | Snfl)y per Ogni n > 1.



SOLUZIONI

Ricordiamo le notazioni usate a lezione: per X v.a. integrabile e ¢ sotto
o-algebra di ., Z ¢ una versione di E(X |¥) se:
(MC1) Z & ¢-misurabile e integrabile,

(MC2) per ogni I' € 4, E(Z1r) = E(X1r).

Esercizio 1 Poiché E(X |¥) ¢ ¥-misurabile e ¢4 ¢ generata da una partizione
al pitt numerabile, E(X |¥) ¢ costante sugli elementi della partizione, quindi

E(X | g)lci = aiICi e R.

Ora, C; € 4 quindi dalla seconda proprieta caratteristica delle medie con-
dizionali si ha
E(X1c,) = E(E(X |9)1c,) = B(aile,) = aiP(C))
Allora, se i ¢ I,
E(X 101.)
P(C)

Poiché N = J;c Io C; € ¢ ed ha probabilita nulla, possiamo concludere che

E(X1c,
E(X|¥9) = Z aile, = Z I(P(C(;Z) 1¢c, q.c.
i€\l iel\Io !

oy =

Esercizio 2 Poniamo Z = Ux(Y). Mostriamo che Z soddisfa (MC1) e
(MC2), il che peraltro conferma quanto visto nei corsi precedenti, cio¢ che

E(X|Y =y)= Zfﬂpxw zly)

per y € By e E(X |Y = y) si puo definire come si vuole purché misurabile
per y ¢ Ey (infatti, {Y ¢ Ey} e 9 =0(Y) e P(Y ¢ Ey) =0).
(MC1) ¥x(y) € boreliana, quindi Z ¢ o(Y)-misurabile. Inoltre,

E(|Z]) Z!‘I’X oy (y) < lzlpxy (z,y) = E(|X]) < oo

z,y

(MC2) SiaT' € 4 = o(Y). Allora, esiste A boreliano tale che I' = Y 71(A) =
{Y € A} e si ha:

E(Z1r) = E(Tx(Y)lyea) = > Ux(y)py(y
yeA



= > D pxv(my)

yeAﬂEy T
=E(X1lyeaneg,) = E(X1lyea) = E(X1r)

perché P(Y € Ey) = 1.

Esercizio 3 Poniamo Z = Ux(Y). Mostriamo che Z soddisfa (MC1) e
(MC2), il che peraltro conferma quanto visto nei corsi precedenti, cio¢ che

E(X|Y =y) = / oy (ely) de

per y € By e E(X |Y = y) si puo definire come si vuole purché misurabile
per y ¢ Ey (infatti, {Y ¢ Ey}¥9 =0(Y) e P(Y ¢ Ey) =0).
(MC1) ¥x(y) & boreliana, quindi Z & o(Y)-misurabile. Inoltre,

E(Z]) = / U ()lpy () dy < / / l2lpxy (2, y) dedy = E(|X|) < co.

(MC2) SiaT' € 4 = (Y. Allora, esiste A boreliano tale che I' = Y 1(A) =
{Y € A} e si ha:

B(Z1r) = B(Ux(V)1yen) = [ oy () dy
:/Ar]EY dy/$pxy(1:,y)dx
=E(X1lycang,) = E(X1yeca) = E(X1r)
perché P(Y € Ey) = 1.

Esercizio 4. Siha X = Xt - X~ eY =Y+t —Y~, con X*, Y+ > 0.
Quindi, per A € ¢4, le mappe

PE(A) = E(X*14) o pd(A) = E(Y¥1y)
definiscono delle misure finite. La condizione da
pf =3 su s

cosi che
pf=ps suo(S)=9.

Allora, per ogni A € ¥ si ottiene

E(X14) =E(XT14) —E(X " 14) = uj (A) — u (A)
= 13 (A) — iz (A) = E(YT14) — E(Y "1a) = E(V12)

ii



e quindi la v.a. ¥-misurabile Y & una versione di E(X |9).

Esercizio 5. La condizione (i) equivale a (MC1). Dunque occorre mostrare
che (ii) e (MC2) sono equivalenti, cioe

E(X1r) =E(Y1r) perogni I' € ¢4

)

E(XZ)=E(YZ) per ogni v.a. Z ¢4-misurabile e limitata

(<) Elementare, basta prendere Z = 1p.
(=) Supponiamo dapprima che Z € (SF)*: Z = Zjvzl ajly;, con N op-
portuno, ay,...,ay > 0e Ay,..., A, € 4 (Z & Y-misurabile!) e

N N
E(XZ) = E(X 3 aj1Aj> =3 GE(X14,) = E(Y14))
j=1 j=1

- E(Yiajuj) —E(YZ)
j=1

Prendiamo ora Z %-misurabile e q.c. limitata. Osserviamo che poiché Z
¢ q.c. limitata, senz’altro XZ e Y Z sono integrabili (ad esempio, | XZ| <
|X|-C q.c., con C costante positiva). Inoltre, Z = Z* — Z~ con Z* >0
@-misurabili (e g.c. limitate, quindi XZ * e YZ* sono integrabili). Quindi,
esistono due successioni {ZF},, C (SF)* tali che ZF 1 Z*. Ora, usando
(MON), si ha

E(XZ)=E(XZ*) —E(XZ") = lim (E(Xz,j) . E(XZ;))

n

— lim (IE(YZ,J{) - E(YZ;)) —E(YZ')—E(YZ ) =E(YZ)

n

da culi la tesi.

Esercizio 6. al) Posto G = {P(B|¥) < 0}, Po(G) = 0 se e solo se
P(GN B) = 0. Poiché G € ¢, si ha

0 <P(BNG) =E(lpng) = E(lple) = E(P(B|¥)1g) <0

e quindi P(BNG) = 0.
a2) La v.a. ¥-misurabile e q.c. non negativa Y =
di Pp(A|9) =Ep(14|¥9) se e solo se

P(ANB|%) . .
7]?’(B | g) € una versione

Eo(Y1p) = Eg(141r)

per ogni I' € 4. Infatti, si ha:

P(ANB|9)

Eo(Y1r) = E(Y1rlp) = E( P(B|¥)

1FlB>
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- E(E(Wlp 13) ‘g) - E(WlpE(lB |%))

& @-misurabile
—E(E(tanzl¥) 1r ) =E(E(Linslr|9))
& ¥-mis.

=E(141r1p) = Eo(141r)

b) Se # ={GNH : Ge€¥Y,H e s}, allora .# ¢ un m-system che genera
¢ v . Dunque, fissato A € #, basta far vedere che per ogni G € ¥ ¢
H € 7 si ha

_ P(ANB:|9)
E(1algnm) = E(; Wl& 1GnH)

E ricordando che H € J se e solo se H = |J;¢,, Bi, occorre mostrare che

E(lalenn) = E( 3 Wl& 1G>
icly v

La dimostrazione si puo fare direttamente o anche usando il punto a). Ve-
diamo entrambi i modi.

Direttamente, si ha:

P(ANB;|¥) _ P(AN B; |¥)
E(Z;;{ Wl& 1(;) (J;/N)i%E< ng 131.)

¢ ¥-misurabile e g.c. limitata

-y E ( AﬂB!g)lGE(lBJg))

iely B |g)
_ Z (Ag?g’)%mp(& 9))

= E(Z]P’(AﬂBi !%)131.1@11{) - E(P(A|g)1GﬂH)
(MON) i

—E(E(L4|9)1enn) = E(Lalans)

Secondo modo: come conseguenza di a). Sia I = {i : P(B;) > 0}: peri € I,
P(B;|¥) > 0 q.c. Ovviamente, q.c. si ha

PANBY), _ < PANBIY)
D A D i A

Ora, per ¢ € I, indichiamo con P; la probabilita condizionata a B; e con E;
Iaspettazione sotto P; (E;(Y) = E(Y'1p,)). Allora, per ogni H = {J,¢;, Bi €
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He(GeY9,

E(ZW1B¢1G0H> - Z E<W1Bi10>

P(B,19) i, CRB9)
P(ANB;i|9),
— E(—————2 E; (Al9)1c
iEIZﬂ:IH ( P(B:|9) ) a2) zGIZﬂ:IH ( )
= ¥ Ei(Ei(1A|g)1G): Y Elale)= Y. E(lalelp)
i€l N In ielNIn ielNIn
= E<1A1G 3 1B,-) — E(lalely) = E(lalgnn)

(MON) i€l N1y

da cui la tesi.
Esercizio 7. Se Z = E(X |%), allora Z € L? e Z & % misurabile. Quindi

E((X - Z)2) > weiiéf(%)E((X - W)Q) - IE([X ~E(X| %)}2),

da cui la tesi.
Esercizio 8. Si ha
Var(X) = E((X ~E(X))?) = IE((X ~E(X|9) +E(X |9) - ]E(X))z)
~E((X ~E(X|9)?) +E((E(X |9) — E(X))?)

+2E((X - E(X |9))(E(X|9) - E(X)))
=a+b+c

a= E(E((X CE(X |§¢))2) (g) — E(Var(X |9))
b= E((E(X 19) — E(X))2> ~E (E(X |9) — E(E(X yg)))g)
= Var(E(X|9))

e dunque basta mostrare che ¢ = 0. Infatti,

S =E((X —E(X|9)(E(X |¥) - E(X)))
:E(E((X CE(X|9)) (B(X |9) — E(X)) )g))

& ¢-misurabile

- E((E(X |9 — E(X))IE(X _E(X|9) ‘ g))

& ¢-mis.




- E((E(X |9) — E(X)) (E(X |9) — B(X y%))) —0

Esercizio 9 a) Sia A un boreliano tale che up(A) = 0. Allora
no(A) = QY € 4) = EQ(lYeA) = EP(XlYeA) =0

perché P(Y € A) = pup(4A) = 0 e quindi X1ycyq = 0 P-q.c. Dunque,
HQ < pp-

b) Osserviamo che per ogni boreliano A,

o(A) = /A fl’jﬁ(y) up(dy) = / fl‘;ﬁ(y) 1yea puz(dy) = EF(h(Y)1ye )

dove si & posto h(y) = %2 (y). D’altra parte, si ha anche
p y) =2 W

pp(A) = QY € A) = E®(1yca) = EF (X 1yea).
Allora, per ogni boreliano A, dev’essere
EF(h(Y)1lyea) = E¥(X1yca).

Essendo {Y € A} un generico elemento di o(Y), (MC2) suggerisce che
h(Y) = EF(X | Y). Perché questo sia vero, occorre che h(Y) verifichi anche
(MC1): h(Y) ¢ senz’altro o(Y') misurabile ed ¢ anche P-integrabile perché
h > 0 e per quanto visto sopra

EF(n(Y)) = EF(X) = 1.
Dunque, h(y) = E(X |Y =y).

Esercizio 10 al) Sia ' = {E(Z|¥) = 0}. Alloral' € 4 e da (MC2) si
ottiene

E(Z1(gz|9)=0)) = E(E(Z |9)1(g(z|9)=0y) =0
Poiché Z1(g(z|4)=01 = 0 q.c., se la media ¢ nulla allora Z1gz|4)—0y =0
q.c.
a2) Osserviamo che poiché E(X |¥) ¢ ¥-misurabile, si ha

EYZ|9)lgz19)>00 = E(YZ1gz|9)>01 | 9)
quindi basta dimostrare che per ogni I' € ¢4 si ha
E(YZ1r) =E(YZ1(gz|9)>0y1r)
Infatti, ricordando che se Z > 0 q.c. allora E(Z|¥) > 0 g.c., si ha
E(Y Z1r) = E(Y 2152|9150y 1r) + E(Y Z1(5(2|9)=0} 1r)

=0 g.c. da al)
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=E(YZl(gz|9)>0)1r)
b1) Dimostriamo che Q(E(Z |¥) > 0) = 1:

QE(Z|9) > 0) =E%1Lgz|9)501) = E(Z1gz9)>0})
=E(Z2) —E(Z1gz|9)=0}) = 1.
— ——
=0 q.c. da al)

b2) Osserviamo che, da bl) e a2), si ha

E(YZ|9)
W Lgiz|9)>0y Q-q.c.

quindi occorre dimostrare che

EYZ |9
EX(Y|¥9) = W Lgz|9)>05 Q-q.c.

La ¢-misurabilita & garantita. Basta quindi provare che per ogni I' € ¢ si
ha
EYZ|¥9)
Q — ®Q
E*(Y1r) =E <W 1{]E(Z|‘Jf)>0}1l“)
e quindi che

E(YZ|¥4
E(ZY1r) = IE(Z Ié(Z’%)) 1{E(Z|%)>O}1F)

Infatti:

E(Z Eléz/ZZ’ LZ;) 1{1E(Z|f¢)>0}1r> = E(E (Z EIéE/ZZ‘ g;) Lz |9)>0} ‘g) 1r>

& ¢Y-misurabile
E(YZ|%)
= E(w Lrz|9)>0E(Z |9) 1r)

- E(E(YZ 19) Lz 9150} 1r) = E(YZ1r)

=E(YZ|¥) da a2)

da cui la tesi.
Esercizio 11. a) Posto Axy e Azy la legge congiunta rispettivamente di

(X,Y)e(Z,Y),siha Axy = Azy. Inoltre, per ogni A € o(Y), A=Y 1(B)
con B boreliano, si ha

E(E(h(X) |Y)1A) =E(h(X)14) =E(h(X)lyen) = /h(l’)lyeBdAxy(l',y)
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- / h(2)L,endAzy (2.y) = E((Z)1yes) = E(h(Z)14) = E(E(h(Z)| Y)14)
Quindi,
E((E(h(X) 1Y) — E(h(X)| Y))lA) =0 per ogni A € o(Y).

Poiché E(h(X) |Y)—E(h(X)|Y) & o(Y)-misurabile, si ottiene E(h(X)|Y)—
E(h(X)]Y) =0 q.c.
b) E facile vedere che (T1,T), ..., (T,,T) hanno la stessa legge. Usando a)
si ha

E(TW|T)=---=E(T,|T)

e quindi, per ogni ¢ =1,...,n,

E(T, | T) = nE(T; | T).

B
Il
—

ZETkyT <ZTk]T) E(T|T) =

da cui segue la tesi.

Esercizio 12 a) Fissato A boreliano, sia f(2,y) = 1.44¢y)ca- f ¢ ovvi-
amente boreliana e poiché Z ¢ indipendente da Y si ha E(f(Z,Y)|Y) =

E(f(Z, y))‘y:Y e quindi
E(f(Z,Y)|Y =y) =E(f(Z,y)) qo.y
da cui la tesi.

b) Osserviamo che

(X—AY > :B< X) dove B = < L —Am>

Y Y Opxk Ipxp
Dunque, (X — AY,Y) ¢ una trasformazione lineare di (X,Y) e quindi ¢
ancora un vettore (congiuntamente) gaussiano. Cio significa che X — AY (a

valori in R¥) e Y (a valori in RP) sono indipendenti se e solo se le tutte le
covarianze sono nulle, cioe se e solo se

Cov(X; — (AY);,Y;) =0perognii=1,...,kej=1,...,p. (1)

Questo consente di impostare un sistema lineare che consente la determi-
nazione univoca di A. Infatti, da (1) si ha

p p
0= COV(XZ' - ZA,-m,Yj) = Cov(X,,Y)) — > AuCov (Y, Y;)
(=1
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p
= (Cxv)ij = > Au(Cy )iy = (Cxy)ij — (ACy);;
/=1

perognii=1,...,kej=1,...,p. In forma compatta, otteniamo Cxy —
ACy =0, il che da
A= COxyCyl.

c) Presa A come nel punto precedente, possiamo scrivere
X=X-AY +AY =Z+¢(Y)

con Z = X — AY e ¢(Y) = Ay. Poiché Z e Y sono indipendenti, da a)
segue che la legge di X dato Y =y e la legge di Z+ Ay. Ora, Z ¢ gaussiana
e Ay e una traslazione deterministica, quindi la legge di Z + Ay ha media e
matrice di covarianza date rispettivamente da

Bx[y=y =Mz + Ay e Cxjy—y =Cz

dove mz e Cyz denotano rispettivamente la media e la matrice di covarianza
di Z. Andiamo quindi a calcolarle. Si ha

my =E(Z) =E(X — AY) = E(X) — AE(Y) = mx — OxyCy'my
Sostituendo, si ottiene
HX|y=y = Mx + CxyCy'(y — my).
Passiamo a ¥y . Si ha, peri,5 =1,...,k,
p p
(CX|Y:y)ij = Cov(Z;, Zj) = Cov (Xl - Z Aie, Yo, Xj — Z A152Y€2>
l1=1 lo=1

= Cov(X;, X;) ZAJKQCOV Xi,Ye,) — ZAMICOV( Ye,)
lo=1 l1=1

p
+ Z AiflAjfchV(Y@UYfz)
l1,00=1

= (Cx)ij — (Cxy A")ij — (ACyx)ij + (ACy AY);;

dove A! denota la trasposta di A. Ricordando che Cy & simmetrica e Cxy =
Cyx, si ha Al = (CxyCyh) = (Cy!)71CY%,y = Cy'Cy x. Quindi

Cxjy—y = Cx — CxyCytOyx — Cxy Oyl Cyx + Cxy Cy Oy Cy Oy x
=Ox — CxyCy'Oyx

Ribadiamo che Cx|y—, non dipende da y: la conoscenza di Y =y influenza
solo la media della legge condizionale e non la matrice di covarianza.

ib'e



d) Usiamo quanto visto nel punto c¢) perché (X,Y) = (X, X + W) ¢ una
trasformazione lineare della v.a. gaussiana (X,W) e dunque & gaussiana.
Qui, k =p=1 e lalegge di X dato che Y = y ¢ gaussiana di media

lixy—y = mx + CxyCy'(y — my) = mx + Cov(X,Y)Var(Y) "' (y — my)
e varianza

O'g(lyzy = Var(X) — Cov(X,Y)Var(Y) 1Cov(X,Y).
Calcoliamo queste quantita:

my =E(X +W) =0, Var(Y)=Var(X +W)=1+0?%
Cov(X,Y) =Cov(X,X + W) = Var(X) = 1.

Quindi,

1 o2

__ Y 2 _ —
HXY=y = T8 @ Oxy=y ST T e T i

e) Usiamo ancora quanto visto nel punto c¢) perché (X,Y7,Ys) = (X, X +
W1, X + W) & una trasformazione lineare della v.a. gaussiana (X, Wy, Ws)
e dunque e gaussiana. Qui, k =1ep=2elalegge di X datoche Y =y &
gaussiana di media

HX|y=y = MX + CXYC;?l(y —my)

e varianza
2 _ -1
OX |y =y = Var(X) — CxyCy Cyx.

Calcoliamo queste quantita. Si ha:

(my)1 = E(X -+ Wl) =0= E(X -+ WQ) = (mY)Q

CXY = (COV(X, Yl),COV(X,}/é))
= (Cov(X, X + W), Cov(X, X + W) = (1,1) = CL

Inoltre,
oo _ [ Va¥)  Cov(¥i¥y)
Y\ Cov(Ya,Y:)  Var(Ya)

o Var(X + Wl) COV(X + Wl, X + WQ)
o COV(X + Wy, X + Wl) Var(X + WQ)

(1402 1
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da cul si trova facilmente che

o=l 1 1+o0% -1
Y 02(2 4 02) I

Sostituendo, si ottiene

—(11).# 1+0%  —1 v\ _ it
Hxpy=y =15 o2(2+ 02?) -1 1+0? y2 ) 24 02

1 1+0%2 -1 1 o2
2 _ o o . = —
OXy=y = | (1,1) o2(2 + 02) < -1 1402 > < 1 > 2402

Si noti che in questo secondo caso la varianza di X dato che Y = y &
senz’altro piu piccola che nell’esempio precedente, in cui veniva uguale a
02/(1 + ¢?). In questo senso allora sembra vero che pill osservazioni diano
una stima migliore.

Esercizio 13. a) Z assume due valori, 0 o 1, quindi ¢ = {Cy, C1} dove
Co=2Z"'({0}) e Ci=2zZ'({1}).

Ora, se la o-algebra condizionante & generata da una partizione finita o al
pitt numerabile di 2 allora la media condizionale ¢ costante sugli elementi
della partizione:

E(W1z-;)

E(W|Z) = aol{z=oy + a1l{z=1) con o; = P(Z=1)

i=0,1.

dove si ponga, ad esempio, a; := 0 se P(C;) = 0. Per la verifica, si rimanda
all’Esercizio 1.

b) Scelta W = X si ha

CE(X1z-yy)
M=pz_q

perché X171y = X1(x_gy—0} =0 q.c. Poj,

on — EX1z—0) _ E(X1ix1y>0p)
T P(Zz=0)  PX+Y>0)

Ma, Xl{X+y>0} =X — Xl{X+Y:O} =X g.c. e qulndl E(Xl{X+Y>0}) =
E(X)=p. Poi, (X+Y >0)=1-P(X4+Y =0)=1-P(X =0,Y =
0)=1-PX=0PY =0)=1~-(1—p)? =p(2 - p). Quindi,

P 1

ag = = .
p(2—p) 2-p

X1



Infine, per simmetria dev’essere E(Y | Z) = E(X | Z), da cui segue che

1

Essendo uguali, E(X | Z) e E(Y | Z) non possono certo essere indipendenti.
¢) Poniamo Wy, = E(Xy | Zx) = ﬁ 1¢z,—0}- Essendo le Z), = Xy +Y} iid.,
le W}, sono anch’esse i.i.d. Ora, la presenza di y/n suggerisce (o quantomeno
dovrebbe suggerire) il TLC. Calcoliamo media e varianza di Wy:

E(Wy) = E(E(X)|4,)) = E(Xy) =p =: p

1 1 P
2
E(Wy) = E(m 1z,-0) = WP(Q —-p) = 7-p

quindi Var(Wy) = ;%p —p? =: 02

Ora,

n

ZZ:I(W]C_/"L)
E(X,|%,) — vnp ===k~ 1/
2 (X5 | %) p 7n

Sl

e il TLC da
L zn:E(Xk (%) — vnp — N(0,0?)
= ’

Esercizio 14. Osserviamo che 1) S, = Sp—1 + X5 2) Sp—1 € Fp1-
misurabile ed ovviamente o (S, _1)-misurabile; 3) X,, ¢ indipendente da .%,,_;
e da S,_1. Allora,

E(f(Sn) |§n—1) = E(f(sn—l + Xn) ’ﬁ\n—l) = E(f(£ + Xn))lgzsn_l

E(f(sn) ‘ Snfl) = E(f(snfl + Xn) | Snfl) = ]E(f(f + X”))’§=Sn71

da cui la tesi.

xii



