ESAME SCRITTO - II SESSIONE, APPELLO UNICO
COMPLEMENTI DI PROBABILITA
A.A. 2011/2012, L. CARAMELLINO

Esercizio 1. Su (R?, #(R?)), siano u e v le due misure di probabilita definite da

du 1 dv 1 =2

dLeb, ™) () =g e 7

= 1 [
rlz]* *T © dLeb,

dove I' = {z € R? : |z| > 1}, essendo |x| la norma euclidea su R2.
a) Direse p < ve/orv < pu,ed in caso affermativo scrivere % e/o g—/’:.

b) Sia (©2,.#,P) uno spazio di probabilitd e sia X una v.a. a valori in R? di legge v.
Sia Q la misura definita da

@ _ > e
— = — € .
d]P) |X|4 Xel

bl) Verificare che Q ¢ una misura di probabilita su (€2,.%).

b2) Detta A% la legge di X sotto Q, verificare che A% = p e dire per quali p > 1 si
ha |X| € LP(Q, Z#,Q).

Esercizio 2. Sia {Z,}, una successione di v.a. i.i.d. su R q.c. non negative, integrabili
e tali che P(Z; < z) < 1 per ogni z > 0. Posto

Xy, =min(Zy,...,2,), n>1,
studiare la convergenza di {X,}, in probabilita, in legge, q.c. e in L.

Esercizio 3. Sia {X,,}, una successione di v.a. indipendenti tali che, per n > 0,

7  con probabilith 1=¢—"",
X, =4 0 con probabilita 1+

IETVRN —e Y
—7m  con probabilita =",

dove {7V }n>0 € una successione a valori in (0, +o0) tale che v* 1= > v, < oo. Per
n > 0, definiamo S, = Xo + -+ X,,, Fp = 0(So,...,5,) e

n
My =5, dove ¢ =exp (D)
k=0

Dimostrare che {M,},>0 € una .%,-martingala (complessa) che converge q.c. ad una v.a.
Z € LP per ogni p > 1. Calcolare inoltre E(ZP) per p € N.



SOLUZIONI

Esercizio 1. a) Non ¢ vero che v < p: preso ad esempio A = B(0,1/2) = {x € R? :
|x| < 1/2} si ha u(A) = 0 ma v(A) > 0. Invece, si ha p < v. Infatti, se v(A) = 0 allora
Leba(A) = 0 (perché delTbe > 0 e quindi v ~ Lebg) ed essendo u < Lebg, si ha anche
wu(A) = 0. Quindi

d

du  aten; 2 =2

v~ d gt el
dLebs

b1) Perché Q sia una misura di probabilita basta mostrare che Q(Q2) = 1. Infatti,

Q) = EP(@) = & Lyer) = EP(%(X))

dP X+ € dv
= d—'uxy:v: T) = 2 =
= [ S@vtdn) = [ utde) = (B2 = 1.

b2) Per A € Z(R?), si ha

dQ 2 x2
A%(A) =Q(X € A) =E%1xea) =EF (1XeA @) =2 (b(eAW e 2 1X6F>

2 =2 1
= / loca—g€ 2 lger v(dr) = / 1yer dx
R2 |z| A

x|
da cui segue che Ag < Lebs e che

dAY 1 dp
= — 15!3 = — s
dLeby ) = ot 767 = dhen, @)

e quindi AD = . Infine,

BOXP) = [ le o) = [ <o~ do

Passando in coordinate polari, otteniamo

2T o) 1 0
EQ(|X|P) :/ d@/ fr’p47’d7’:2/ rP=3 dr
0 1 7T 1

che ¢ finito se e solo se p < 2. Dunque, |X| € LP(Q,.%,Q) per p € [1,2).
Esercizio 2. Osserviamo che, per x € R,

P(X, >2)=P(Z1 >x,....,Z, >2x) =P(Z >x)".
Dunque, preso € > 0,

P(| Xy >¢e)=P(X, >¢e) =P(Z; >¢)" =p? — 0 per n — o0



perché p. :=P(Z; > ¢) € [0,1). Cio prova che X,, — 0 in probabilita, quindi X,, — 0 in
legge. Inoltre, si ha anche

SOP(|Xa| > 6) = 3ol < 0,
n n

e dunque X,, — 0 q.c. Infine, essendo X,, — 0 q.c. e | X,| = X,, < Z; € L', usando DOM
si ottiene X,, — 0 in L1.

Esercizio 3. Osserviamo innanzitutto che %, = %,, dove ¥,, = o(Xy,...,X,,) (perché
Sp=Xo+ -+ X,eX,=5,—S,_1, dove si ponga S_; = 0).

Cominciamo dalla proprieta di martingala: M, & ovviamente .%,-misurabile, M, € L'
perché limitata (|M,| < ¢,) ed infine

E(Mpy1| Fn) = E(cny1 €50 Xnt1 | 2,) = ¢y e5nE (M),

Fp-mis. A da Fp
Ma,
. . 1 — 677n+1 1 _|_ 677n+1 . 1 — eifyn-Fl -~
E(e"Xnt1) = €™ + +e T ————— = Tt

4 2 4

da cul si ottiene
E(Myt1|Fn) = cnpre” e = Cn e = M;,.
—_———
=cn

Studiamo ora la costante ¢,. Si ha

Cn = €Xp <i7k> < exp (i'm) = exp(y”) < o0

k=0 k=0

e quindi

| M| < ¢y, <e’ perogni n=0,1,....
Dunque la successione {M,}, ¢ limitata, quindi limitata in LP per ogni p. Usando il
teorema di convergenza (per la parte reale e per la parte immaginaria di M,,), esiste Z (a

valori complessi) tale che M,, — Z q.c. e in LP, per ogni p, dunque Z € LP. In particolare,
si ha MY — ZP q.c. e |[ME| = |M,|P < P, da cui (usando DOM) segue che

E(ZP) = lim E(MP).

n—0o0

Calcoliamo E(MY) per p € N. Indicando con ¢px, e con pg, la funzione caratteristica
rispettivamente di X e di S,,. Ricordando che le X}, sono indipendenti, possiamo scrivere

n
E(M?) = dE(e™5") = chog, (p) = b [ | #x.(p)-
k=0
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Ma

1 — ef'Yk 1 + 67’}% B . 1 — 677k 1 + ef’yk:

— ipXk\ — (T —ipm
P, (p) = E(ePF) = (e + e7™7)
=2R(e?PT)

1 + > = R(e®T) > + 5
= e ™ 1, dispari T 1p pari-
Quindi,
E(ME) = che™ Zk=0" 1, gispari + )L pari = P71 2k=07% 1) qigpar; + P k=0T 1y, o,
Passando al limite, si ottiene

]E(Zp) = e(p—l)’y* 1p dispari + ep’y* ]-p pari-
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