ESAME SCRITTO - I SESSIONE, I APPELLO
COMPLEMENTI DI PROBABILITA
A.A. 2011/2012, L. CARAMELLINO

per il recupero del I esonero: esercizi 1. e 2.;
per il recupero del IT esonero: esercizi 3. e 4.;
per il primo appello d’esame: esercizi 1., 2. e 4.

Esercizio 1. Su (2,.#,P), sia X una v.a. di legge N(0,1).

a) Scrivere la legge di X; = max(X,0). X; & assolutamente continua? X, e X_ =
max(—X, 0) sono indipendenti?

Sia Q la misura su (2, %) definita da Q(A) = c]E(e*Xi 14), A€ .Z, conc>0.
b) Calcolare c affinché Q sia una misura di probabilita.

c) Posto g(x) = e, siano Y = 9(X;) e Z = g(X_). Dire per quali p > 1 si ha
Y e LP(Q,.%#,Q) e/o Z € LP(Q,.7,Q).

Esercizio 2. Sia p una misura su (R, Z(R)) e supponiamo che 0 < u(Jy,), u(l,) < oo,

dove, per n > 1, J, = [n%rl,%] e I, = [n,n + 1]. Siano Xi, Xs,... v.a. indipendenti, a
valori in R, tali che, per ogni n > 1, X,, ha legge
w(C N J,) u(C N1,

BR)>3T — Ap(T) = pp , dove {pp}n C (0,1).

+ (1 - Pn
IR )T
a) Verificare che {A,}, C Prob(R) & tight se e solo se p,, — 1.

b) Studiare la convergenza in probabilita, in legge, q.c. e in LP, p > 1, della successione

{X,}n quando p, =1 — 1 e quando p, = L.

n
Esercizio 3. Su (©,.%,P), sia (X,,,Y) una v.a. su R? di funzione caratteristica
n

n —i(t; + ntg)’
a) Verificare che Y > 0 q.c. e che E(Y) = 1.

ox,v(t1,t2) = n>1.

b) Sia Q la misura su (2,.%#) definita da % =Y. Scrivere la funzione caratteristica di
X, sotto Q e, sempre sotto Q, studiare la convergenza in legge di {X,,},.

Esercizio 4. Sia (M), un processo a incrementi indipendenti e di quadrato integrabile.
Supponiamo My = 0 e E(M,, — M,,—1) = 0, n > 1. Sia (#,), la filtrazione naturale,
o8 =0eper k> 1, 0f = Var(My — My_1).
a) Dimostrare che (M), e (M2 — > }_,0%), sono .%,-martingale.
b) Sia (A,,), un processo .%,-predicibile, con Ay = 0, e siano:
n
T = mf{n > 0 : An > 0} e Yn = Z 1{T:k}(Mk - Mk—l)-
k=1
Verificare che (Y},), ¢ una .%,-martingala e nellipotesi ), U,% < 00, studiare la
convergenza di (Yy,), in L.



SOLUZIONI

Esercizio 1. a) Per A € A(R),
Ax, (A)=P(X; €A)=P(X; €A, X>0)+P(X; €A, X <0)
=P(X €A, X>0)+P0ecA X <0)

|
_ / e /2 dz 4 1pea P(X < 0)
AN[0,400) —_—

V2r

=1/2
1
=pu(AN[0,+00)) + 3 S0y (A)

dove p denota la legge N(0,1). Quindi, detta po la misura definita da pg(A) = ,u(A N
[0,400)), A € B(R), si ottiene

1
Ax, = po + 5 dq0)-

Ovviamente X | non e assolutamente continua: preso A = {0}, Lebi(A4) =0ma Ax, (A) =
3 > 0. Infine, X e X_ non sono indipendenti: P(X; > 0,X_ > 0) =0maP(X, >0) >0
e P(X_ >0) =P(Xy > 0) > 0.
b) Dev’essere
1=Q(Q) = cE(e *?).
Calcoliamo la media a destra:
E(e %) = (e 1xs0) +E( ¢ Flyay ) =E(e " Lyz0) + E(lx<o)
—_———

X4+=0 su {X<0}

o0 ]. _32/2 1 ].
= | = e b PX <0)= =+ 5.
0

Vi 2w N—— 2\/5
=1/2
Quindi
1 —1
¢) Si ha

EQ(|Y|P) = cE(ePXF e %) = cB(e® VXF 1x20) + cE(e® DX 1)
o0
1

— (E(eP—DX? 4 E(1 _ / (2p—3)2%/2 4 c
cE(e x>0) + cE(lx<o) =c ; \/%6 :c+2

ed il primo integrale ¢ finito se e solo se 2p — 3 < 0, cioe p < 3/2. Dunque, Y € LP(Q) per
ogni p € [1,3/2). Studiamo Z:

EQ(|Z|P) = cB(ePX2 e X%) = cB(ePX2 X 1 x5 0) + B (P~ 1y )

= CE(€7X21X>0) + C]E(CPXQ 1X<0)



Ora, la prima media & senz’altro finita. Per la seconda:

oo
¥ ¥ 1

E(ePX*1 — E(ePX™1 _—/ S

( X<0) ( X>0) 0 /727T

che ¢ finito se e solo se 2p — 1 < 0, cioe p < 1/2. Dunque, Z ¢ LP(Q) per ogni p > 1.

€(2p—1)x2/2 dx

Esercizio 2. a) Osserviamo innanzitutto che per M >1en > M si ha
An([=M, M]) = pp.
Quindi, se {A,,}, ¢ tight allora per ogni € > 0 esiste M, > 0 tale che
i%fAn([—ME, M) >1—e.
Preso M > 1, M > M, allora per ogni n > M si ha

pn > inf Ay ([—M, M]) > inf A, ([-Mc, M,]) > 1 —e.

Cioe, per ogni € > 0 esiste n. > 0 tale che se n > n. si ha p, > 1 — ¢, quindi p, — 1.
Viceversa, se p, — 1 allora preso € > 0, esiste n. tale che per ogni n > n. si hap, >1—e¢.
Quindi, per M > 1 e n > n} = max(M,n.) si ha

inf Ap([-M,M])= inf p, >1—¢,

* *
n>ng n>ng

e quindi {A,}, ¢ tight.

b) Se p, = %, pn — 0: {An}, non & tight, dunque {X,}, non converge in legge e, di
conseguenza, non converge in nessun altro modo. Supponiamo quindi che p, = 1 — %
Preso € > 0, per ogni n grande si ha [—¢,¢]°N 1, = I, e [—&,£]°N J, = 0, quindi

P([Xn| > ) = An([—&,¢]) =1 = pn = 0,

quindi X,, — 0 in probabilita, dunque anche in legge. Studiamo la convergenza q.c. Qui,
S P(X,| >¢e) ~ Y, L = 400, e poiché le X, sono indipendenti, BC2 garantisce che
P(lim sup{|X,| > €}) = 1, quindi X,, non converge q.c. Infine,

1

- n+1
E(|Xo[?) = pn —o / Pdp(z) + (1 - pn) u(lf) / Pdu(z).

p(Jn) J 1
Ma
1 % 1 n+1
I < [ ) € Sl e wul) < [ duta) < 1) (1)
n+l n
e quindi

1y 1 1 1 sep=1
PN (1 2) 2 —pp
E(’Xn‘)_<1 ) p T n_>{oo sep>1.
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Cio prova che {X,,}, non converge in LP per ogni p > 1.

Esercizio 3. a) La funzione caratteristica di Y ¢

n 1

t) = 0,t) = =
er(t) = exy(0.8) = T—n = 5
quindi Y ~ Exp(1), il che prova che Y > 0 q.c. e che E(Y') = 1.
b) Si ha ' ‘

%, (1) = EYe™) = E(¢XrY).

n

Ma la funzione caratteristica ¢x,y ¢ C*(R?), quindi

atQ (PXnY(tl, tg) _ atzE(ei(thn—‘rth)) _ E(at2ei(t1Xn+t2Y)) _ E(ZY ei(thn-i-th))'

Allora,
: 1
E(e"*nY) = 7 Opx,y (tt2) |t —tta—o-
Essendo
- in?
Oy ox,y (t1,12) = (n— it + nta))?”
otteniamo

Q n’
ex, (t) = n—it)? — 1, n—o0,

da cui segue che, sotto Q, X,, — 0 in legge.

Esercizio 4. a) M, e X, = M? — >"}_, 07 sono ovviamente .%,-misurabili e poiché
M, = Mo+ Y31 (Mg — My_1), My, X,, € L' perché somma di v.a. di L. Per verificare
la proprieta di martingala, osserviamo che, per ogni n > 0, l'incremento M,4+1 — M, €
indipendente da .%,,. Infatti, essendo My, My, ..., M, una funzione invertibile di My, My —
My, - -+, M, — M,_1, si vede subito che .%#, = o(My, My — Moy, ..., My —Mp_1) 1L My+1—
M,,. Quindi,

I['-?:(]\471—1—1 ‘ gn) :E(Mn-‘rl — My + M, | gn) = E(Mn+1 - Mn) + My = Mp;
E(Xoi1 | Z0) =E(MZ — Y | 7a)

k<n+1
=E((Mns1 — M) + M2 = 2My(Myi1 = M) | F0) = 3 o
k<n+1
=E((Mni1 — My)?) +M2 = 2My E(My 1 — M)~ Y oF
5 T ksntl
=0n+1 -

=M. - o} = Xn.

k<n
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b) Studiamo la misurabilita della v.a. 1;,_y: poiché Ag =0, {7 =0} =0 e per k > 1,

{T: k} = {Ao =0,4:1<0,...,A,_1 <0,A; > 0}
={A; <0}n---N{Ap_1 <0}N{A; >0} € Fp_1.
SN—— —_— ——
€% EFp—2 €FL_1
Dunque, 14—y ¢ F_1-misurabile e quindi Y,, & F,-misurabile perché somma di v.a. che
lo sono. Essendo poi 0 < 1y, <1, si ha 13y (Mg — My_1) € L?,Y, risulta anche di
quadrato integrabile. Infine,
E(Ynt1 [ Fn) =E(Yn + lo—niy (M1 — My) | Fn)
\ ) N———
Fn—mis L7
= Yn + 1{T:n+l} E(Mn+1 — Mn) = Yn
—_—

Studiamo il momento secondo di Y,,. Si ha

E(V2) =E( Y 1pmpy (M = My1)* )+
0

n—1 n
+ QE(Z > Vi Ly (M — My_1)(M; — Mj—l))
k=0 j:k-}—ljm/

n

SZO’% < iai < 00
k=0

k=0

da cui si ottiene sup,, E(Y,?) < co. Quindi (Y,), ¢ una martingala limitata in L?: esiste
Y eL?tc Y, =Y qc ein L% e dunque in L'. Ed ovviamente,

Y =) 1 (Mg — My_y)
k=0
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