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Esercizio 1. [6 punti] Calcolare il seguente limite:
’ V(n+2a)(n —2alogn) — n+2alog (vVn—1) —a
im 5 :
e n(log Q/ﬁ)

[a=-3,3-2,2]

Svolgimento: Utilizziamo gli sviluppi di Taylor per z — 07:

2
\/1+x:1+g—%+0(x2), log(l+x)=x+o0(x), e =1+z+o(x).

Pertanto
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da cui segue
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D’altra parte
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Si conclude che il limite richiesto vale )
Sa



Esercizio 2. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione

£(x) = barcsin < v )

V2xt — 2ax2 + a?

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.

[(CL, b) = (27 3)7 (27 _3>7 (37 2)7 (37 _2)]

Svolgimento: 11 dominio e

2
D:{xER:2x4—2ax2+a2>O,—1§ < 31}.
V24 — 2a22 4 a?
Poiché allora il discriminante del polinomio quadratico di 22, 22* — 2ax? + a2, ¢ —a® < 0, si ha 2z* —
2a2? + a* > 0 per ogni z € R. Inoltre la disuguaglianza

l’2

> -1
V24 — 2ax2 4 a2
e banalmente verificata per ogni x € R, e la disuguaglianza
2
x
<1 & 22<V22t —2ar2+ a2 & 2t —2a2’ +a® = (2" —a)* >0
V24 — 2ax2 + a?
¢ anch’essa verificata per ogni z € R, con l'uguaglianza valida per x = ++/a. Dunque D = R. Inoltre
chiaramente la funzione data e pari, e basta dunque studiarla per x > 0.
Si ha poi

lim barcsi v barcsin — — T

Jm barcsin (\/21:4 = aQ) = barcsin E =7

e dunque la retta di equazione y = br/4 & un asintoto orizzontale per z — £00, mentre ovviamente il
grafico della funzione non possiede asintoti verticali né obliqui.

La derivata ¢, per x # ++/a (punti in cui Pargomento dell’arcoseno vale 1, e non ¢ quindi garantita la
derivabilita di f),

xS— axr
fl(-%') =b 1 2.@\/21‘4 — 2(13@2 + (12 — 132\/2;14T%
\/1 _ o 224 — 2ax? + a?
2z4 —2ax2+a?
_p 1 2z (22 — 2ax? + a?) — 42° + 2ax?
V2t — 202 + a2 2z* — 2a2? + a?
— 9ub r(a — %)
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e inoltre, essendo é;fa‘ I'opposto del segno di 22 — a, si ha
2b
lim f'(z) = F—,
a:—>\/Ei ( ) \/a

e dunque i punti del grafico di ascisse x = 4+/a sono punti angolosi.

Infine chiaramente f’(0) = 0, e per x > 0 il segno di f'(x) coincide con quello di b(a — x?), e dunque,
se b > 0 la funzione f & crescente in (0,+/a) e decrescente in (y/a,+00), ed ha pertanto un minimo in
z =0 e massimi in x = £,/a. Viceversa se b < 0.



FiGUura 1. Graficodi f cona =2, b= 3.




Esercizio 3. [7 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del
parametro a € R:

+oo ec(a—l)x
/ a+1 dz.
— (acosh(z) + bsinh(z) + ¢)
Calcolarlo per oo = 1.
[(a,b,¢) = (5,4,3),(5,3,4),(5,—3,4), (5, —4,3)]

Svolgimento: Notiamo che
1 2e”

acosh(z) + bsinh(z) + ¢ - (a+0b)e?* + 2ce* + (a —b)
Convergenza: L’integrale converge per % <a< %
Infatti per x — 400

eclo e (cla—1)—(at+1))z

~ e s
(a cosh(zx) + bsinh(z) + ¢)*™
e Dintegrale converge se e solo se (c(a — 1) — (a+1)) < 0, ovvero a < <.
Mentre per z — —o0

c(a—1)z
€ ~ elela=D+(a+1)z

(acosh(x) + bsinh(z) + ¢)” ’
e l'integrale converge se e solo se (¢(a — 1) + (o + 1)) > 0, ovvero a > g;—}
Calcolo per a = 1: Cambio di variabile t = e*
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Si noti infatti che nei tre casi abbiamo ¢? = a® — b?.



Esercizio 4. [5 punti] Determinare la soluzione generale della seguente equazione differenziale
y" — 4y + 3y = Ax — Be”.
(A, B) =(2,3),(3,2),(2,4), (4,3)]

Svolgimento: L’equazione omogenea associata y” — 4y’ + 3y = 0 ha soluzione generale c¢;e® + cpe3?.

L’equazione y” — 4y’ + 3y = x ha come soluzione particolare y = ax + b se —4 + 3ax + 3b = x, ovvero se
—Agp=44. ,_4 44

a=g5eb="Fry=gr+ .

L’equazione y”—4y'+3y = —Ae” ha come soluzione particolare y = cxe” se ¢(2+x)—4c(1+x)+3cx = —B,

OVVero se ¢ = %: Y = %J:e””.

Allora la soluzione generale di 3’ — 4y + 3y = 2 — €* & y = c1€* + c2e® + %x + % + gxex.



Esercizio 5. [5 punti] Risolvere la seguente equazione in C:
z+2 i
2 a
[a=2,3,4,5]

Svolgimento: z = 0 non e soluzione. Se z # 0, posto z = x + iy si ha

o o 5 5 z+2=0 T = —2
Z+2_E|Zl = x+2+zy—a\/x Ty = {y=§\/m = {yzi 155
OVVero
€T = ) y_ CL2—1.
Pertanto si ottiene un’unica soluzione z = —2 + —-2&

Va2—-1"



