Universita di Roma “Tor Vergata” — Corso di Laurea in Ingegneria
Analisi Matematica I — Prova scritta del 29/01/24 - I Turno

Esercizio 1. [8 punti| Tracciare il grafico della funzione
z . —
f(z) == 4+ a — arcsin [e " — 1]

b

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non ¢ richiesto lo studio della derivata seconda.

[(a,b) = (2,2);(3,—2);(—2,3);(2,—3); b < —1 con f(—=x) al posto di f(x).]

Esercizio 2. [5 punti] Determinare 'insieme dei punti z € C tale che:
|z +ia| = |z — b|
e disegnarlo sul piano complesso (di Gauss)

[(2,3); (3,2); (4,2); (2, 4))]

Esercizio 3. [7 punti] Mettere in ordine di infinitesimo crescente per x — 07 le seguenti funzioni:
(arctan (ax))? — a®z? +e* — 1
f($> = 1 _1 _c
20 + 3x1 4+ e =
o(z) = x3(1 _ cos(cx) )
1
1+ (cx)e
h(z) = 245 log(2® + "5

[(a7 b, C) = (
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Esercizio 4. [7 punti]

Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del parametro o« > 0 e calcolarlo, se

/“LOO (logz — log b)%
b (l’ — b)O‘1 fect _ ocb

esiste finito, per a = 0:

Z.

[b=2,3,4,5c=5,4,3,2]

Esercizio 5. [5 punti]
Data la funzione
x—0b
f(2) = az r+c
a) determinare 'equazione della retta tangente al grafico di f nel punto P = (¢, f(c))
b)calcolare lim,_, o, f(x) — ax

[a>0,c>b>0; prendiamo c =b+2,a =2\/c=2Vb+2,b=2,4,6, 8|



Esercizio 1. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione
X . —
flz) = 5 ta- arcsin [e " — 1|

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.

[ [(a,b) = (2,2);(3,-2);(—2,3);(2,-3); b < —1 come f(—=x) al posto di f(x).]

Svolgimento caso b > 1: Dominio: [—% log 2, +00). f continua nel suo dominio, f(—% log2) = —big log 2+
a — 5. Risulta
1
E+a—arcsin(e‘lm—1) ——log2<x<0
fle) =142 ’
E+a—arcsin(1—6_bx) x>0

Inoltre
lim f(z) =400

T—r-+00

e per v — +o00, f(z) = { +a— § + o(1) quindi I'asintoto obliquo di f a +oo ¢ la retta di equazione

y =7 +a— 7| Risulta

! + be ™ 11 2<z<0
- —~1lo x
: b T (e — 1) b
f (.’L’) - —bx
l — be x>0
b /1—(1—eto)?
/ 1 / 1
L= +b FL0) = b
pertanto |z = 0 punto angoloso, f(0) = a|Inoltre fjr(—% log2) = +00|.

Risulta f'(z) > 0 se —;log2 < < 0, mentre per z > 0
sign(f'(x)) = sign[\/1 — (1 — e7Pr)2 — b%e™]

Essendo

e 2 — > 1lo( 2
bt +1 b8

( si osservi che —3log (725) > 0) Percio f & crescente in (—3log2,0) ed in (= log (537), +00), f &

V1i—(Q—eto)2_ple ™™ >0 = (bHl)e 2" <) = e

decrescente in (0, —¢ log (557))-

x = 0 punto di massimo relativo. ‘

x = —% log (ﬁ) punto di minimo relativo.

Il caso b < —1 corrisponde a considerare f(—x)



FicUura 1. Grafico per a = —2,b=3

FicUrA 2. Grafico per a = 3,b = —2



Esercizio 2. [5 punti] Determinare 'insieme dei punti z € C tale che:
|z +ia| = |z — b|
e disegnarlo sul piano complesso:

[(2,3); (3,2); (4,2); (2, 4))]

Svolgimento: Sia z = x + iy, la condizione:

|z +ia|l = |z —b|
equivale a
V2 +(y+a?=+(z-02+12 <= 2+’ +2ay+a® = P2+ —2ba+y? = 2ay+2br = b¥—a?
quindi i punti z € C che verificano la condizione |z + ia| = |z — b| sono tutti e solo quelli che verificano:

2aIm(z) + 2bRe(z) = b* — a*



Esercizio 3. [7 punti] Mettere in ordine di infinitesimo crescente per 2z — 07 le seguenti funzioni:

fa) = (arctan (ax))? — a®z? +e* — 1
2rh + g5 +e

g(x) = (1 - &cm)))

1+ (cx

h(z) = o log(z® 4 e+ )

[<a7bvc) = (%7%75)7(2727 )7(37%a )7(47278)]

Svolgimento: Consideriamo f(x).

1

. c J 1
Per z — 07 si ha: arctanaz = az — 3a’2® + o(z*), ed essendo ¢ > 4, €™ = 1+ o(a?); 51 = o(x?) e

[un

c 1 . .
e = = o(z?), quindi:
(arctan (ax))? — a?2® + e — 1
1 1 c
2xb 4+ 3rv-1 + e =
(ax — ag?fg +o(z*))? — a?2® + o(z*)
225 (1 + o(1))
a2r? — 2a;z4 + 0(x4) —a2x2 4+ 0(x4)
22+ (1 + o(1))

1 1
= —§a4x4_5(1 +0(1))

fz) =

Per

essendo cos (cz) =1 — 3c%2? + o(2?) e (1 + (cx)
g(x) = 2* (1 -1+ —(cx)% + o(:z:i)> ~ 3t

ed essendo in tutti i casi 3+ 1 <4 — ; risulta f = o(g)

Per lo studio di h(x), essendo e = = e= (e + o(1)) = o(2®) per  — 07, si ha:
h(z) = 2t log(z?) ~ 241 log

Pertanto in questo caso, h = o(g) ma f = o(h)

Quindi l'ordine crescente e: g, h, f



Esercizio 4. [7 punti]

Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del parametro a > 0 e calcolarlo, se

/+oo (logz — log b)s
b (I’ — b)a1 fect _ ocb

esiste finito, per a = 0:

Z.

[b=2,3,4,5c=5,4,3,2]

Svolgimento: la funzione integranda

@

(logz — log b) 3
(x — b)a\/ et — ech
¢ illimitata per x — b*, pertanto va studiata l'integrabilitd di f sia nell'intorno destro di b che per

x — +00, e 'integrale converge in senso improprio se convergono entrambi gli integrali
b+1 +oo

f(x)dx f(x)dx

b b+1

fz) =

Per la convergenza del primo integrale fbbﬂ f(z)dx analizziamo il comportamento di f per x — bt

0< f(z) (log (x —b+b) —logh)s  (logb)3s[log(1 + £:2) — 1] C
r) = - 1 ~ 1 1
- (ac — b)a\/er(ec(f"’_b) -1) (x — b)ae%b(ec(f”—b) —1)z (x — b)(I—sp)ats
Quindi il primo integrale converge se e solo se a < 2(3%—111)
Per x — 400

Analizziamo il secondo integrale fbflo f(x)dz.

logz)s  C

0< fa)~ BT O
ez iy

Quindi il secondo integrale converge per ogni o > 0.

In definitiva si ha convergenza dell’integrale se e solo se o < 2(3%—1)_1).

definitivamente x — 400

Calcoliamo l'integrale per a = 0 cioe
+o0 1

——dx.
b \ /ecm _ ecb

Con la sostituzione y = Ve — e, ciot x = log (y* + ¢?) si ha dz = ﬁdy. Quindi,

7 /+°° 2 J 2 /+°° dy 2 ; ( Y )+0<> T
= y = = — arctan (= =
o cy*+e?) ce® Jo 1+ (% )2 ce? e? cvech

e2

I =




Esercizio 5. [5 punti] Data la funzione

a) determinare ’equazione della retta tangente al grafico di f nel punto P = (¢, f(c))
b) calcolare lim, o f(x) — az

[a>0,c>b>0; prendiamo c =b+2,a =2\/c=2Vb+2,b=2,4,6,8§|

Svolgimento: a) Poiché f(c) = acy/ 52 = 2(b+ 2), dobbiamo calcolare la retta tangente al grafico di f
nel punto P = (b+2,2(b+ 2)). Osserviamo che f ¢ derivabile in zy = ¢ e poiché risulta

fle) =a x_b—l—ax 1 c+b W r—b azx(c+b) [x+c
- Va+ec o fzb(x+c)? Vate 20az+c?Vz—b
x+c

si ha
f'(c) = 2(3 + 2b)
Dunque 'equazione della retta tangente al grafico di f in P e
y=20b+2)+2(3+2b)(z—c)

b) Per calcolare il lim, |, f(x) — 2v/b+ 2z, forma indeterminata del tipo +o0o — 0o, osserviamo che

f@y—%%+ﬂx:2vb+2xO/;%%§§—1>

1 2b+2 1
ZQVh+%(1———ﬁi——+(;y_Q

2r+b+2 "
1
= —52\/6 +2(2b42)(1 +o(1)).
Pertanto il limite risulta —2v/b+ 2(b + 1).



