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Esercizio 1. [6 punti] Calcolare il seguente limite:

lim (™ +b+ 2zlog|z| — xlog(a® + ba — 1)) Vex? — zsina.

[(a,b,¢) =(3,-1,9),(5,1,4),(2,-2,4), (4,2,9)]

Svolgimento: Studiamo lo sviluppo di Taylor dei termini nel limite. Per i termini che contengono il
logaritmo abbiamo
22 + br — 1)

2xlog |z| — xlog (x2+b:v—1) :—xlog( 5
x

Per il termine con la radice si ha

Ver? — zsin(z) = |z /1 — sin(z)

= —v/cx(1+ o(1)).

Pertanto
ax 2 : azx 1 b2 1
(e® + b+ 2z log|z| — xlog(z® + br — 1)) Vea? — xsinz = | ™ + - + 37 +o - (—vcx(1+ 0(1)))
b?
= —e‘”\/Ex — (1 + 3) \/E—l— 0(1),

Poiché, per a > 0,

lim xze®™ =0,
r—r—00

—(1+§>\/E.

il risultato del limite &



Esercizio 2. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione

Ve ]
flay = Y=

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.

[a=2-2,1,-1]

Svolgimento:
Dominio: La funzione ¢ definita fintanto che e® — 2 # 0. Pertanto il dominio D ¢
2

In2
D=R\q{—>.
Per semplicita sia b = 1“7

Limiti di frontiera: Consideriamo il caso a > 0, i risultati per il caso a < 0 sono indicati tra parentesi.

Si ha
lim View =1 = —00, (400 pera<D0)
r—b— e — 9 ’
e
tim VU <0)
im Y—— = 400 —00  per a
z—bt e — 2 ’ P
pertanto la funzione ha un asintoto verticale in b.
Inoltre
, lear — 1| 1
lim Y¥——=——, (0 pera<0
Jm = 5 (O p )
e S ]
, lear — 1| 1
lim Y—— =0, (—= pera<0
z—+o00 % — 2 ( 2 P )
pertanto y = —1/2 & asintoto orizzontale per la funzione per x — —oo (+oo per a < 0) ey = 0 &

asintoto orizzontale per la funzione per z — 400. (—oo per a < 0)
Derivata: La funzione & derivabile in D \ {0}.

Per z >0 -
[ E p— |
2(ers 2o 1]
eperz <0
|a‘62ax

!
O S o
Abbiamo che f € monotona crescente per x < 0 e monotona decrescente per x > 0.
Pertanto 0 ¢ un punto di massimo relativo con f(0) = 0.
Poiché
lim f'(x) = +o0, lim f'(x) = —o0,

z—0~ z—0t
e una cuspide.
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(A) Grafico della funzione f con a = 2. (B) Grafico della funzione f con a = —2.



Esercizio 3. [7 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del
200g*(1—a+z) [z+a
1+a dz.
a x xr—a

Svolgimento: Integrale improprio per 1’ estremo in a. La funzione integranda ¢ di segno costante per
x > a si puo quindi usare un criterio di equivalenza

log"(l—a+2z) [z+a V2alog®(l — (z —a))
rlte r—aq °qglto T —a

parametro a € R:

Calcolarlo per oo = 0.

[a=2,3,4,5]

Ora | 'integrale
2a
/ (z — a)*Y2dx

¢ un integrale di Riemann che converge se e solo se & — 1/2 > —1, ovvero a > —%.
Calcoliamo l'integrale per o = 0. Consideriamo il cambio di variabile

‘= x+a7
\/x—a

1+ t? dat
t2 1 (§ dr = —mdt

2a +oo 2
1
/—,/$+adx:4/ LAY
e TV x—a v th—=1
—+o00

1 1 too
:/ ———dt—i—?/ 5 dt
vi t—1 t+1 va t*+1

zln<\/§+1> +2<Z—arctan\/§>.

pertanto avremo

r=a

Quindi

V3-1 2



Esercizio 4. [5 punti]| Risolvere il seguente problema di Cauchy:

r_ Y a
rlogr x|
yle) = a

[a=5,4,3,2]

Svolgimento: Si tratta di un’ equazione ordinaria lineare del primo ordine non omogenea. Si ha

/ de_ _ log(]log(z)|) + cost.

xlogx

Pertanto la soluzione generale sara della forma

y(x) = log(x) (C + a/ ) = log(x) (C' + alog(|log(x)[)) -

La costante C' ¢ data dalla condizione iniziale y(e) = a che implica C' = a.

xlog(x)



Esercizio 5 [5 punti] Calcolare lo sviluppo di Taylor dell’ordine n = 4 con centro zy = +1 per la

seguente funzione:

flz) =€ sin(rz), |f(z)=e " sin(rz)|.

Svolgimento: Consideriamo il primo caso: f(z) = e*” sin(rz) e 29 = 1, gli altri casi si trattano in maniera
simile.
Notiamo che

sin(rz) = sin(m(z — 1) + 7) = —sin(w(z — 1)),

pertanto
3

sin(rz) = —m(z — 1) + %@: — 13+ o((x — 1)4).

Quindi sara sufficiente sviluppare e fino all’ ordine 3. Ora
P =14+2x—1)+ (v —1)°

vy
ey:1+y+3+g+o(y3) per y — 0.

Ne segue che
612 _ el+2(x71)+(:p71)2
_ 662(90—1)6(93—1)2

=e <1 +2(z—1)+2(x —1)* + %(:1: — 1)+ o((x — 1)3)) (1+ (z—1)*+o((z —1)%)

_. <1+2(x— 1)+ 3 — 17+ (e~ 1) +ol(a - 1)3>> |

Moltiplicando i due fattori abbiamo

" sin(mz) = —em(z—1)—2em(x—1)>+ (—3677 + %:) (z—1)°+ (—?ew + %36) (z—1)*+o((z—1)").



