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Esercizio 1. [8 punti] Calcolare il seguente limite:

1
. n(na)w —n
lim
n—+oo  log(cn)

[(a,b,c) =(2,1,2),(1,4,2),(2,2,3),(3,3,1)]
Svolgimento: Utilizziamo lo sviluppo di Taylor per y — 07:
e’ =1+y+o(y)

Pertanto
(na)% = ex (ilo (na)) = ex <w>
- nb & o nb
14 logn +0(10gn>
nb n
da cui segue
1 1
n(na)ne —n = Oin + o(logn).

D’altra parte
log(cn) = logn + o(logn).
Si conclude che il limite richiesto vale

1
b



Esercizio 2. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione

f(x) = arctan ((a — x)log(la — :L'|))

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.

[a=(2,3,4,5)]
Svolgimento: Dominio: R\ {a}. Risulta:
lim f(z) =0,
. m . m
Jm fl) =g, lim @)= -3

y = 5 asintoto orizzontale a —oo, y = 7 asintoto orizzontale a +oo.

Per x # a: f'(z) = 1+(;E)f)(2|‘i;gﬁl()‘;ix‘), pertanto f ¢ decrescente per # <a— 21 ez >a+ 1 f & crescente

1 1
pera—-<r<aea<z<a+ .

r=a-— % punto di minimo relativo, r = a + % punto di massimo relativo.

1 1 1 1
f(a — —) = — arctan —, f<a+ —) = arctan —.
e e e e

Inoltre
lim f'(x) = +oo0.

Tr—ra

x = a punto a tangente verticale. ‘

FIGURE 1. Grafico di f(x) = arctan ((2 —x)log(|2 — x|)>
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Esercizio 3. [8 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del

| arcsin(y/1 — ax)
LV (- a)

parametro a € R:

dx.

Calcolarlo per oo = 0.
[a=2,3,4,5]

Svolgimento: Risulta:

fl) e VY e L o

(1 —ax)> ¢ (L —z)o2

Pertanto f ¢ integrabile in (5=, 1) se e solo se o < 2.

Calcoliamo l'integrale per o = 0:

/c11 arcsin(y/1 — ax) e

N

2a

Con la sostituzione t = v/1 — az e si ha

1
« arcsin(v/1 — ax / f arcsint
=2
/ L Va3 va V(I —12)3 t2

2a
Risolviamo 1'ultimo integrale integrando per parti:

arcsin t 1

1y 1
— ———arcsint — —
\/1— /<\/1—t2> V1—12 /1—1t2
1 - 1/ L L\,
= arcsimit — — Em— P
V1—1¢2 2 I1—¢t 1+t

1 1+t
= arcsint — — log i

V1—1t? 2 1-t

dt

arcsin tdt =

+c

Si conclude:

o arcsin(y/T — az) B f arcsin ¢ V241
/1 N dx 2\/_/ —\/1—7152) 2\/2_aarcsm\/_ \/_log\/_ n

2a \/_+1
:—\/2_—\/_10 NEEE




Esercizio 4. [6 punti] Calcolare lo sviluppo di Taylor dell’ordine n = 3 con centro zy = 0 per la
seguente funzione:
sin x
log(e + ax)’
[a = +£1,+2]

Svolgimento: Utilizziamo lo sviluppo di Taylor per y — 07:

3 2

: y y 1
sing =y — = +o(y*), log(l+y)=y— §+0(’y2), Ty = 1—y+y*+o(y).

Pertanto:
1 1 1

log(e + ax) Tl log(1 + %) T+ g — %ﬁ + o(22)

2 2
—1-2p 4+ 22y (Ex + 0(m)) + o(x?)
e e

2e?
2 2 2
B a a® 5 a® 4 9y a 3a* 9
—1—2354—2—62:)6 +§:B +0(x)—1—g$+2—62x + o(z?).
Si deduce che
sinz [L'3+ w9 (1 a +3612 2 4 o(a?)
——=(z——+o(x ——x+ —z°+o(x
log(e + ax) 6 e 2¢e?
=r——-a0"+-—2°——+4oz’)=x——°+ ———1° + o(x”)

e 2¢e2 6 e 6e2



