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Cognome: Esercizio | Punteggio
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Esercizio 1. [8 punti] Calcolare il seguente limite:
1 a 1 5 5
lim | sin — — n+1)2 —n2
LAk ( (\/ﬁ \/n3) ﬁ) (( ) )
o=d-h 3o}
Svolgimento: Utilizziamo gli sviluppi di Taylor per y — 07:
. 3 5 5)
siny =y — T +oy"), (L+9)% =1+ y+oly).
Pertanto
(1 a 1 a 1(1 a \’ 1
sin|{—=—-—=|=—4—=-—=-—=|—=—-—=| +o|l—=
v Vnd) Voo 3 6\ Vil n?
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= - — — — —|— 0] _— s
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da cui segue
1 a 1 6a+1 a 1
sin({—=——=| ——==-— — +o| = ).
Vi V) VR 6 vw o\
D’altra parte
s s s 1N s s 5 1 5 5Vn3
2 —n2 =n2 — )" —n2 =n2 — — —nz = 3
(n+1)2 —n2=n <1+n> n:=n <1+2n—|—0(n>> n 5 +0<\/n—>.



Esercizio 2. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione

e /22 + X, [eii\/ x? + 23:]

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non ¢ richiesto lo studio della derivata seconda.

Svolgimento: Consideriamo la funzione
eV + .
Dominio: {z < —1} U {z > 0}. Inoltre
f(z) >0 Vo < —1,Vz >0, flz)=0<=z=—-1.

Risulta:
lim f(z) = +o0.

|z = 0 asintoto verticale. |

Per x — 400 si ha:

f(2) :xeimzx(ht%jto(é)) <1+%+0<i>) =z +1+o0(1).

D’altra parte, per x — —o0:

flz) = —xezﬁsmz —x(1+%+0(é)> (1+% +0(§>) — —z—1+o0(1).

’y = x + 1 asintoto obliquo a 400, y = —x — 1 asintoto obliquo a —oo. ‘

. L og3 N 1 N
Perz < —lexz >0: fl(z) = €2 52 =—, pertanto f e decrescente per x < —1e 0 < x < 7€ fe

> 1
crescente per x > 7

‘aj = \% punto di minimo relativo. ‘

Inoltre 0.3
-
li / = i 21x _ — —00.
iR f@) s B 202\/a? + x >
’a: = —1 punto di cuspide.‘

FIGURA 1. Grafico di f(z) = e Va2 + .



Esercizio 3. [8 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del

arcsin(1 — \/ﬁ)d
o Va(l—ax)®

parametro a € R:

SEC

X.

Calcolarlo per oo = 0.
[a=2,3,5,6]

Svolgimento: Risulta:
T

f(x) ~ NG per z — 0F.
Quindi f ¢ integrabile in (0, 5-) per ogni a € R.
D’altra parte

byl VAT NG | 1

= = . erxr — — .
(I —azx)* (14 yar)(l—azx)*=t  2q073(L — g)o-1 P a

Quindi f ¢ integrabile in (5=, %) se e solo se o < 2.
Pertanto f & integrabile in (0, %) se e solo se a0 < 2.

Calcoliamo 'integrale per o = 0:

Z.

/clt arcsin(1 — y/ax)
d
0 VT
Con la sostituzione t = \/ax e, successivamente, 1 —t = s l'integrale diventa:
1
a arcsin(1 — v/ax 2 ! 2 !
/ ( >d:z: = —/ arcsin(1 — t)dt = —/ arcsin sds.
0 VT va Jo va Jo

Calcoliamo 1'ultimo integrale integrando per parti:

/arcsin sds = /(s)’ arcsin sds = s arcsin s — s = sarcsins + V1 — 52 +c.

| =

o arcsin(1 — / 2 [
/ arcsin( ax)dsc — _/ arcsin sds =
o NS va Jo

Si conclude:

(m—2).

B



Esercizio 4. [6 punti] Risolvere in C la seguente equazione:

2z] +81 =0 <z3]z|+81i:0, 2%|2] 4+ 16 = 0, z3|z|+16120>,

Svolgimento: Consideriamo l’equazione
22| +81=0
e riscriviamola nella forma
23|z| = —81.
Uguagliando i moduli di ambo i menbri si ha:
|z|* =81 <= |z| = 3.

Si deduce che le eventuali soluzioni sono della forma z = 3¢l da cui, sostituendo nell’equazione,

81e*? +81 =0
da cui segue _ .

6319 — 1= elﬂ‘.
Pertanto

™

0 = 3(2k:+1), kelZ
Si conclude che le soluzioni dell’equazione sono

2 =3e5@HD L7

)

ovvero

3 : . 3
z=3e's = 5(1 FV3D), 2=3¢"=-3 2=3"= 5(1 — V/3i).



