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Esercizio 1. [8 punti] Calcolare il seguente limite:

. 2 -1
lim (e‘” — ax arctan x) aat
z—0
[a=2,-24,—4]
Svolgimento: Utilizziamo gli sviluppi di Taylor per y — 0:
TR f 2 23
e =1+y+ b + 3 +o(y?), log(l+y)=y— b +o(y?), arctanx =z — 3 + o(z*).
Si ha:
2 ) A% 2, @ 4 5
log <e‘”” —ax sinx) = log (1 + az” + S & —az + 3% +o(x ))
3 2
= log (1 + i az* + 0(955))
3a + 2
= a;— ax* + o(z”)

da cui segue

az? . _ﬁ 1 az? ) 3a + 2
(e — ax sin x) = exp ( — — log (e — ax sin x)) = exp ( — + 0($)>.
ax 6

Si conclude che il limite richiesto vale

_ 3a+42
e 6



Esercizio 2. [8 punti] Tracciare il grafico della funzione
f(z) = (2% = a®) log(|a* — a”|) — 2

specificando: dominio, eventuali asintoti, intervalli di monotonia, eventuali punti di massimo/minimo
relativo, eventuali punti di non derivabilita. Non e richiesto lo studio della derivata seconda.

[a = V2,V3,V4,V/5]

Svolgimento: f ¢ pari. Dominio: R\ {—a,a}.

Risulta:
lim f(z) = lim f(z) = —a*
z—at T—a—
lim f(z) =400, lim G = 400
xr——+00 rx—+oco I

‘f non ammette asintoti a 400 e —oo.‘

Per0 <z <aex>a f'(z)=2xlog(|z? — a?|) + 2z — 2z = 2xlog(|z* — a?|), pertanto f & crescente

per 0 <z <+va?>—1lex>+a?>+1e f e decrescente per va? —1 <z <+a?+1.
x = va? — 1 punto di massimo relativo, x = v/a? + 1 punto di minimo relativo.

f(Wa=1)=1-a% f(Va®+1) = —a®> - 1.

Infine:

. ! S A
}:I_I)I}lf(x) —:lclgll2xlog(|x a’|) 0.

’:17 = —a, v = a punti di cuspide.‘

FIGURA 1. Grafico di f(x) = (2 — 2)log(|2? — 2|) — 2*.



Esercizio 3. [8 punti] Discutere la convergenza del seguente integrale improprio al variare del

parametro a € R:

us

2 sin(ax) N
/0 (cos(az) + sin®(azx) — 1)ad '

Calcolarlo per a = %
[a=2,3,4,5]

Svolgimento: Riscriviamo 'integrale nella forma

% sin(azx) . % sin(ax) .
/0 (cos(ax) + sin?(az) — 1)‘1d B /0 (cos(az) — COS2(CLJJ))O‘d '

Risulta: in(az) 5
sin(ax ax «
/(@) (cos(ax))*(1 — cos(ax))® (az)?>  (ax)?*—! pere =
Quindi f ¢ integrabile in (0, -) se e solo se o < 1. D’altra parte
f) = sin(ax) 1 B 1 1
 (cos(az))*(1 — cos(az))®  (cos(az))®  (sin(f —ax))*  a*(£ —z)*

Quindi f ¢ integrabile in (-, 5-) se e solo se a < 1.
Calcoliamo 'integrale per a = %:

™

2 sin(ax)

0 \/cos(ax) — cos?(ax)
Con la sostituzione cos(az) =t e, successivamente, v/t = s, I'integrale diventa:
2a sin(ax)

(N 2 (11
dr = — ——dt = - —ds.
o y/cos(ax) — cos?(ax) aJjo Vt—1t? ajo v1—s?

Essendo f ﬁds = arcsin s + ¢ si deduce

% sin(ax)

o +/cos(ar) — cos?(ax)

T
de = —.
a



Esercizio 4. [6 punti] Calcolare lo sviluppo di Taylor dell'ordine n = 4 con centro zp = £5- per la

seguente funzione:

la=1,2]

Svolgimento: Utilizziamo gli sviluppi di Taylor per y — 0*:

vyt 5 1 ) )
cos(y) 5 T op oW, Ty y+y +oly’)
Posto y = o — (£4):
1 1 1
/(@) sin(ar)  sin(ay £ %) cos(ay)
Per y — 0 risulta
2 4
cos(ay) = 1 — Sy + 5y + ofy)
2 24
da cui segue
1 1 a2 ol 02 9
= =1+—2——4+<——2+0 3>+0 5
cos(ay) 1 —Ly2+ Lyt + o(yd) o ¥ T o4Y oY (v°) (v’)
a2 ol ot o2 5
A B B 5y = 14 L2 1 2 gt 5)
t oy gy Y toly’) =14 Syt 4 ratyt +o(y’)

Si deduce che, per ¥ — £
2

=15 v 2) s Sien £) ol (o7 5))



